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Introduction 

A THÉORIE QUANTIQUE DES CHAblPS est a la base d’une partie notable des L développements théoriques de la physique du vingtième siècle. Le modèle 
qui décrit toutes les interactions fondamentales à l’échelle microscopique, en 
dehors de la gravitation, est une théorie quantique des champs. De façon 
plus surprenante, la théorie quantique des champs a permis de comprendre 
les propriétés niacroscopiques singulières d’une large classe de transitions de 
phase au voisinage de la transition. 

Cependant, à la différence de la mécanique newtonienne ou quantique non 
relativiste, la théorie quantique des champs daris sa formulation la plus irri- 
médiate conduit à de graves difficultés conceptuelles à cause de l’apparition 
d’infinis dans le calcul des observables physiques. Le problème des infinis a 
d’abord été résolu de façon empirique par une méthode appelée renormalisa- 
tion. Cette méthode n’a trouvé une interprétation satisfaisante que plus tard, 
dans le cadre du groupe de renormalisation. Le problènie des infinis a ainsi 
été relié à un phénomène inattendu, le non-découplage des différentes échelles 
de physique. 

C’est dans le cadre de la physique statistique et des transitions de phase 
continues que la discussion de ces problèmes conceptuels est la plus simple. 
Cet ouvrage tente donc d’introduire de façon élémentaire les notions de limite 
continue et d’universalité dans les systèmes aléatoires à un grand nonibre 
de degrés de liberté. Nous insisterons sur l’importance des mesures gaus- 
siennes et leurs relations avec l’approximation de champ moyen et la théorie 
de Landau. Nous montrerons que les approximations quasi-gaussiennes ou de 
champ moyen ne peuvent pas décrire correctement les transitions de phase. 
Nous attribuerons cette difficulté au couplage d’échelles de physique très dif- 
férentes, alors même que les interactions sont locales, c’est-à-dire à courte 
portée. Pour analyser ce problème, un concept nouveau est nécessaire : le 
groupe de renormalisation, dont les points fixes permettent de comprendre 
l’universalité de la physique à grande distance au-dclà du champ moyen. 

Les arguments de groupe de renormalisation conduisent alors à l’idée que 
les corrélations à grande distance près de la température de transition peuvent 
être décrites par des théories statistiques locales des champs, formellenient des 
théories quantiques des champs en temps imaginaire. 
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Cet ouvrage, issue de .;rois années d’enseignement à l‘université Paris 7, 
est organisé de la nianière suivante. 

Au chapitre 1, nous commençons par une courte introduction semi- 
historique, qui essaie de d6crire l’évolution des idées depuis les premiers pas 
de la théorie quantique des champs [l-41 jusqu’à l’application des méthodes 
de groupe de renormalisation à la théorie des transitions de phase. 

Dans le chapitre 2 ,  nolis avons rassemblé un certain nombre de résult’ats 
techniques sur les fonctions génératrices, les mesures gaussiennes et la méthode 
du col qui sont indispensables pour la compréhension de l’ouvrage. 

Le chapitre 3 aborde plusieurs sujets essentiels de l’ouvrage : les notions 
de limite continue et d’universalité, à travers les exemples du théorème de la 
limite centrale et de la rnaixhe au hasard. Yous montrons que l’universalité a 
comme origine l’hypothèse de faible déviation de la valeur moyenne des dis- 
tributions de probabilité, ce qui se traduit) par une hypothèse de localité de la 
marche au hasard. Dans lei; deux cas, la propriété d‘universalité se traduit par 
l’apparition de distributions gaussiennes asymptotiques. Nous montrons alors, 
qu’au-delà du calcul direct l’universalité peut aussi se comprendre coniriie 
résultant de points fixes de transformations agissant sur l’espace des distri- 
butions de probabilité. Cela nous permettra, déjà à travers ces exemples très 
simples, d’introduire le langage du groupe de renormalisatioii. Enfin, l’exis- 
tence de limites continues. conduit naturellement à décrire les processus en 
ternie d’intégrales de chemin. 

Dans IC chapitre 4> noue, abordons le sujet principal de l’ouvrage, l’etude de 
systèmes de la physique statistique classique, à travers l’exeniple de modèles 
uni-diniensionnels. Cela nous permet d’introduire le langage de la physique 
statistique, coniine les forictions de corrélation, la limite therniodyriamique, 
la longueur de corrélation., . hlêiiie si les systèmes iirii-dirrierisionriels avec in- 
teractions de courte portée n’oiit pas de transition de phase, il est possible de 
définir une limite continue au voisinage de la tenipératiire nulle. De plus, dans 
le cas d’interactions à portée finie, ces modèles peuvent btre résolues exacte- 
nient par la niéthode de le matrice de transfert, ce qui en fait des exemples 
pkdagogiques intéressants. 

La limite continue des modèles uni-dimensionnels conduit, de nouveau à 
des intégrales de chemin‘ dont nous discutons quelques propriétés au chapitre 5 
(pour plus de détails voir, par exemple, la réf. 151). 

Au chapitre 6, nous definissons des systènies statistiques pliis généraux, 
en dimension d’espace arbitraire. Par coiiimodité, iioiis utilisons le langage 
ferromagnétique même si, A travers les propriétés d‘universalité, les résultats 
qui seront obtenus dans 13 suite de l‘ouvrage s’appliquent à des systèmes 
statistiques plus généraux. Au-delà des fonctions de corrélation générales et 
coiinexes (dont nous rappelons les propriétés de décroissance ou propriét,é 
d’amas), que iious avons déjà définies daris les chapitres précédents, nous 
introduisons les fonctions de vertex, qui sont liées au potentiel thermody- 
namique. Énergie libre et potentiel thermodynamique, coirinie forictions de 
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corrélation connexes et fonctions de vertex, sont reliés par une transformation 
de Legendre dont nous étudions quelques propriétés. 

Le chapitre 7 est dédié à la notion de transitions de phase, une notion 
qui est loin d’être triviale dans la mesure où une transition de phase ne peut 
être engendrée que par l’interaction d’un nombre infini de degrés de liberté. 
Nous commençons par résoudre exactement un modèle dans la limite où le 
nombre de dimensions de l’espace tend vers l’infini. Un tel modèle exhibe une 
transition de phase de type quasi-gaussien ou de champ moyen, comme nous 
le verrons plus loin. Ensuite, nous discutons de l’existence de transitions de 
phase en fonction de la dimension d’espace. Nous insistons sur la différence 
entre modèles avec symétries discrètes et continues en dimension deux. 

Au chapitre 8, nous examinons en détail les propriétés universelles des 
transitions de phases dans les approximations qua.si-ga.iissienne ou de champ 
moyen. Nous étudions les singularités des fonctions thermodynamiques au 
point de transition ainsi que le coniportenierit à grande distance de la foric- 
tiori à deux points. Nous résumons les propriétés d’universalité sous la forme 
de la théorie de Landau [6]. Nous soulignons les particularités des modèles 
avec symétrie continue à basse température dues à l’apparition de modes de 
Goldstone. Enfin, nous évaluons les corrections au niodèle quasi-gaussien et 
montrons que l’approximation quasi-gaussienne n’est cohérente qu’en dinien- 
sion d’espace supérieure à 4 (nous inspirant de la présentation dans [7]). Nous 
mentionnons l’existence possible de points tricritiques. 

Au chapitre 9, nous introduisons la notion générale de groupe de renor- 
malisation [4] dans l’esprit de l’ouvrage [SI. Nous étudions le rôle des points 
fixes et leurs propriétés de stabilité. Nous exhibons un point fixe particulier, 
le point fixe gaussien qui est stable en diniension supérieure à 4. Nous identi- 
fions la perturbation principale au point fixe gaussien en dimension 5 4. Nous 
discutons la possibilité d’identifier un point fixe non-gaussirn au voisinage de 
la dimension 3. 

Au chapitre 10, nous montrons qu’avec les hypothèses formulées au cha- 
pitre 9, il est possible de trouver, en effet, un point fixe non-gaussien en 
dimension d = 4 - E [9], à la fois dans des moddes avec symétries de réflexion 
et de rotation. Nous introduisons brièvement les méthodes de théorie des 
champs [lo,  111 que nous reprenons dans les chapitres suivants. Enfiri, nous 
présentons une sélection de résultats numériques concernant des exposants 
critiques et certains rapports universels d’amplitude [ l a  161. 

Le chapitre 11 contient line discussion générale des équations de groupe de 
reriornialisation, et des propriétés des points fixes correspondants, de toute une 
classe de modèles qui possèdent des symétries plus générales que les groupes 
de réflexion et rotation considérés auparavant, généralisant quelque peu les 
résultats présentés dans [7,17]. En particulier, une intéressante conjecture. 
reliant décroissance des fonctions de corrélation et stabilité des points fixes, 
émerge ainsi. 
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Avec le chapitre 12, coninience une présentation plus systématique des nié- 
thodes de théorie des champs. Au-delà de la simple généralisation de méthodes 
perturbatives déjà présenti,es dans les chapitres précédents, plusieurs concepts 
nouveaux sont introduits comme le développement en nombre de boucles, le 
prolongement et la régularisation dimensionnels [ 181. 

Muni de ces outils techniques, nous pouvons alors justifier, au chapitre 13, 
les équations de groupe de renornialisation asymptotique de la théorie des 
champs [3,19-231. Des propriétés génerales d'universalité s'en déduisent, ainsi 
que le calcul de quantités universelles en puissances de la déviation E = 4 - d 
à la dimension 4. 

La théorie des champs avec symétrie de rotation de type O ( N )  peut être 
résolue dans la liniite N -f cxj, comme nous le montrons ail chapitre 14. 
Toutes les propriktés universelles démontrées dans le cadre du développement 
en E peuvent alors être dkmontrées, à dimension fixée, dans le cadre d'un 
développenient en 1/N I24-331. 

Dans les modèles avec s:qriiétrie continue, la phase de basse température est 
dominée à grande distance par l'interaction de modes de Goldstone (de masse 
nulle). Cette interaction e:,t décrite par le modèle c non-linéaire. Son étude, 
par le groupe de renormal: sation: permet de ghéraliser les lois d'échelles de 
la théorie critique à la transition à toute la phase de basse température et 
d'étudier les propriétés des transitions de phase au voisinage de la dirnen- 
sion 2 [33-371. 

Le groupe de renormalisation de la théorie quant,iqiie des champs est un 
groupe de renormalisa,tion asymptotique qui est basé sur l'hypothèse que le 
point fixe pertinent est prodie du point fixe gaussien. Dès l'origine, des formes 
plus générales du groupe de renornialisation ne nécessitant pas une telle liypo- 
thèse [38-40] ont été proposées. Elles prennent la forme d'équations fonction- 
nelles qui décrivent l'évolution de l'interaction effective, mais qiii sont d'un 
nianienient beaucoup plus dificile que les équations issues de la théorie des 
champs. Cependant ~ dans ilne période récente, elles ont inspiré divers schémas 
d'approxiniations différent:; des développenients perturbatifs de la théorie des 
champs [31]. Pour des raisons à la fois pédagogiques et, donc, pratiques' il 
nous a paru utile de les décrire dans cet ouvrage. 

Enfin, les appendices rassemblent differentes considérations techniques 
utiles pour la compréhension du texte, ou quelques développements siipplé- 
rnentaires. 
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