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Les élèves de Première et Terminale ainsi que les étudiants en Sciences Humaines sont souvent confrontés à des difficultés importantes lors des cours de statistique et probabilité. En effet, leurs conceptions du hasard, issues de leurs pratiques quotidiennes, font obstacle à la construction du concept de hasard dans ces disciplines.
 
 

 
Cet ouvrage permet d’éclairer ces problèmes et de préciser leur mode de fonctionnement au travers de plusieurs expériences menées dans des classes.
 
 

 
Il construit de surcroît une situation d’enseignement – apprentissage offrant aux enseignants des moyens concrets, fondés théoriquement, pour déplacer les représentations des élèves et des étudiants.
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Introduction
 
L’enseignement et l’apprentissage des probabilités et statistiques sont, plus que d’autres peut-être, des enseignements et des apprentissages difficiles. En ce lieu des mathématiques, la construction du sens, la maîtrise des outils se révèlent particulièrement délicates à élaborer mais aussi à accompagner. En témoignent les erreurs répétées, les doutes et les peurs des élèves – et des enseignants -, ainsi que l’abondance des essais épistémologiques sur le concept de probabilité ou celui de hasard et la multitude des travaux menés en didactique des mathématiques en ce domaine. Ainsi, les recherches menées par Sylvette Maury1, Régis Gras, André Totohasina2 entre autres, éclairent les dysfonctionnements constatés lorsque les concepts de probabilité, d’indépendance, ou de probabilité conditionnelle par exemple sont en jeu. Celles de H. Steinbring3, de M. Henry4 pour ne citer qu’elles, interrogent l’enseignement des probabilités, au travers des pratiques enseignantes et de l’historique de cet enseignement. Mais 
ces recherches et les résultats mis en lumière ne semblent pas permettre pour autant de construire une réponse « opérationnalisable » face à l’élève qui affirme que « la probabilité c’est ½ parce que c’est le hasard » lorsqu’on lui demande de donner la probabilité de tirer 3 jetons rouges d’une urne qui en contient 7 rouges et 3 noirs, ni à celui qui convoque dans la même phrase ce mot de hasard, mais dans des sens si différents : « J’ai tiré au hasard trois jetons et j’ai obtenu les trois noirs, c’est vraiment le hasard ! »
 
En décrivant exactement ce que nous ressentions, l’impuissance à argumenter et à réagir face à une proposition à laquelle nous devions pourtant reconnaître une pertinence et une cohérence, les travaux de P. Orus, R. Berthelot, M.H. Salin ont permis de désigner ce qui était incompréhensible, en précisant l’obstacle rencontré. L’originalité de leurs travaux est en effet de construire l’hypothèse selon laquelle existent dans une situation d’enseignement, des « connaissances qui ne sont pas enseignées mais dont l’intervention dans la communication didactique est incontournable »5.
 
M.H. Salin et R. Berthelot mettent en évidence la nécessité de prendre en compte le poids des connaissances spatiales développées par les élèves dans leurs pratiques quotidiennes au sein des situations d’enseignement de savoirs géométriques, tandis que P. Orus6 et V. Durand-Guerrier7 dénoncent les incompréhensions qui peuvent se produire à l’intérieur d’une classe lorsqu’un élève utilise le raisonnement « naturel » et que le professeur souhaite entendre de la logique mathématique. Tous dénoncent des conflits entre des connaissances issues du sens commun, et des savoirs mathématiques issus du mode de connaissance scientifique. Ce sont ces conflits qui expliqueraient le décalage entre les résolutions des élèves et celles attendues par l’enseignant. Décalage qui laisse ce dernier impuissant puisque les résolutions 
proposées sont pertinentes et cohérentes, mais régies par d’autres systèmes de connaissances que celui du savoir mathématique. Il y a alors dans la classe confrontation entre deux types de « jeux de connaissances », aussi légitimes l’un que l’autre, mais qui provoquent une incompréhension entre joueurs de jeux différents.
 
Le modèle retenu par ces chercheurs apporte une explication et une possible anticipation de ces incompréhensions ou de ces communications impossibles entre élèves et enseignants lorsque les productions d’élèves – qu’elles soient écrites ou verbales, qu’elles constituent des solutions apportées à des exercices ou des argumentations – relèvent d’un système de connaissances élaborées par un mode de connaissance dit « de sens commun » tandis que les attentes ou les retours des enseignants s’appuient sur des savoirs mathématiques.
 
Pour désigner ces différents types de connaissances, nous utiliserons le terme de « conceptions ». Nous désignons ainsi une organisation de connaissances élaborées autour de l’objet « hasard », révélées au travers de pratiques. Ces conceptions peuvent être possédées par un sujet ou un groupe de sujets. Elles peuvent être issues de différents modes de connaissances. L’objet d’étude de cet ouvrage est celui des conceptions du hasard, conceptions diverses parce qu’établies par des modes de connaissances distincts (par exemple scientifique ou de sens commun).
 
S’engager dans l’hypothèse selon laquelle ces conceptions sont parfois conflictuelles permet d’isoler et de désigner certains des phénomènes didactiques particuliers à l’enseignement des probabilités et des statistiques. Il s’agit des dysfonctionnements observés, mais aussi des incompréhensions, des blocages, qui apparaissent presque inéluctablement dès qu’il y a recours au hasard. L’écart entre les productions des élèves et des étudiants d’une part, et les attentes de l’enseignant d’autre part, pourrait être expliqué par le fait que le hasard, au cours de séquences d’enseignement et d’apprentissage, se trouve simultanément conçu en tant qu’objet de connaissances élaborées par le mode de la connaissance ordinaire et en tant qu’objet de savoirs mathématiques issus du mode de la connaissance scientifique. C’est du moins la thèse que nous allons essayer de défendre. Nous allons Par conséquent tenter de montrer que, dans certaines séquences d’enseignement de probabilités ou de statistiques, les productions 
de certains apprenants peuvent être erronées au regard des savoirs mathématiques et du concept de hasard envisagé dans ce cadre et cependant cohérentes au regard des conceptions « communes » élaborées à propos du hasard par ces mêmes élèves ou étudiants. Mais il nous faut reconnaître aussi que nous ne nous inscrivons pas rigoureusement dans la perspective de recherche des auteurs cités. En effet, nous ne pouvons pas prétendre que le hasard n’est pas l’objet d’un enseignement mathématique. Il ne s’agit pas d’un objet « non enseigné ». Le questionnement initialement posé doit donc s’élargir aux connaissances explicitement enseignées concernant l’objet hasard, et interroger les particularités de la transposition didactique de cet objet.
 
Enfin, la recherche entreprise a pour finalité l’élaboration de situations didactiques. Les écarts mis en évidence entre conceptions scientifiques et conceptions « communes » révèlent des variables didactiques pertinentes pour permettre la prise de sens et la validation de connaissances nouvelles sur le hasard, ainsi que pour permettre aux conflits identifiés de trouver un lieu de régulation.
 
Ce projet a exigé de construire un modèle descriptif de ces connaissances ainsi que d’isoler des lieux pertinents d’observation.
 
Plusieurs contraintes guident le choix du modèle descriptif : celle tout d’abord du refus de hiérarchiser les différentes conceptions : qu’il s’agisse de conceptions « communes » ou scientifiques, nous souhaitons adopter le même modèle et les mêmes paramètres. Celle ensuite de l’expérimentation. Forcément limitée dans le temps, l’expérimentation menée ne peut qu’être partielle. Les conceptions des apprenants seront reconstruites à partir des pratiques des sujets. Par conséquent, ces descriptions conceptuelles pragmatiques seront des descriptions parcellaires et étroitement dépendantes de la situation proposée. Elles ont un caractère local que nous ne pouvons ni ignorer ni dépasser.
 
En nous référant aux modèles descriptifs de conceptions proposés par Gérard Vergnaud8, Nicolas Balacheff9 et Michèle 
Artigue10, en acceptant les contraintes données plus haut, nous avons finalement retenu comme indicateurs de fonctions différentes du savoir (ou des connaissances) les problèmes résolus (les actions), le langage (la communication) et enfin les contrôles effectifs menés (les validations). Nous avons ainsi considéré que les paramètres essentiels de description des conceptions étaient les suivants : 


 
	— les composantes sémantiques identifiées ;
 
	— les classes de problèmes auxquels ces conceptions permettent d’apporter une résolution satisfaisante, dans le cadre forcément limité de l’expérience ;
 
	— les opérations engagées lors de ces résolutions.


 
Les lieux d’étude choisis sont tout d’abord les lieux d’exposition des savoirs scientifiques, puis ceux des connaissances et des savoirs enseignés, comme le sont les manuels scolaires par exemple. Ce sont ensuite des lieux privilégiés de l’exposition des conceptions issues du mode de la connaissance commune qui seront interrogés : la presse, la télévision. Enfin les conceptions des apprenants seront reconstituées et interprétées au travers de leurs discours, de leurs écrits et de leurs actions.
 
Le premier chapitre traite des conceptions mathématiques du hasard. Puis dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons aux conceptions du hasard dans les institutions éducatives que sont le lycée et l’enseignement universitaire des Sciences humaines.
 
Pour tenter de cerner les conceptions issues du sens commun, que nous avons désignées, à la suite de beaucoup d’autres, sous le terme de « représentations », les lieux privilégiés de construction et de transmission de la connaissance commune : la presse, les romans, les dictionnaires usuels ont été interrogés. C’est l’objet du troisième chapitre.
 
L’analyse des productions d’élèves de CM2, d’élèves de classe Terminale des lycées et d’étudiants de licence de Sciences de l’éducation fait l’objet du chapitre suivant. Ces productions sont de deux types. Le premier consiste en l’écriture de textes accompagnant des illustrations tirées de la littérature enfantine ; le 
second en la résolution de problèmes qui peuvent relever d’une modélisation probabiliste de la situation évoquée. Vient s’y ajouter l’étude de choix spontanés de termes conçus comme « synonymes » du mot hasard parmi une liste d’items préétablie.
 
La méthodologie choisie pour résumer et interpréter les résultats observés fait appel aux instruments statistiques que sont l’analyse implicative et l’analyse de similarité. Ces méthodes statistiques permettent en effet d’identifier des conceptions cohérentes collectives, au niveau du groupe étudié.
 
Enfin, comme il l’a été dit précédemment, un de nos objectifs est non seulement de comprendre le phénomène didactique décrit – à savoir le décalage entre les discours, les procédures de résolution des élèves et des étudiants lorsque le hasard est engagé dans une situation mathématique et les attentes des enseignants – mais aussi d’isoler des variables didactiques susceptibles d’influencer la situation didactique afin de permettre à ces conflits de sens de trouver une issue satisfaisante. Le dernier chapitre rend compte des décisions prises ainsi que du déroulement des situations didactiques élaborées.

 
 


 


 
CHAPITRE I
 
Hasard et mathématiques
 
Nous commencerons par présenter une étude des conceptions du hasard dans le champ mathématique. Le déroulement historique semble préférable à tout autre, car il est le seul à restituer et les affrontements et les ruptures dont l’étude, la compréhension sont précieuses. L’analyse de ces diversités – le hasard utilisé par Pascal, hasard de l’équité n’est pas le même que celui mobilisé par Laplace, hasard des irrégularités – fournira en effet un support théorique de lecture des conceptions. Ensuite le fait que la plupart des définitions du hasard n’ont été que temporaires, élaborées ou mobilisées le temps d’une problématique particulière, c’est-à-dire qu’elles sont partielles, plurielles, et de ce fait source de débats, de rejets, d’interrogations permet de penser l’impossibilité de poser définitivement le hasard dans une situation d’enseignement.
 
Redécouvrir les chemins que ces définitions ont ouverts, c’est aussi, en leur restituant leur légitimité, comprendre la difficulté de transposer cet objet, et fournir des éléments d’analyse relatifs aux situations proposées aux élèves. Relever les ruptures de sens, particulièrement par le biais des ruptures langagières permet aussi de mieux comprendre certains dysfonctionnements, certaines erreurs. C’est également pouvoir exhiber le rapport étroit qui existe entre la problématique, le langage, le cadre mathématique utilisé et la conception du hasard. Enfin, cette histoire contribue à l’élaboration des représentations, ne serait-ce qu’en tant que référence culturelle souvent médiatisée, dans les revues scientifiques, mais aussi les pages spécialisées des quotidiens, la littérature, etc.
 
 
Dans le monde mathématique le hasard est lié à l’exploration et à la modélisation de certains phénomènes aléatoires dès la fin du XVIIe siècle. Il est par conséquent présent dans le calcul des probabilités, dans la statistique lorsque dans cette dernière se pose le problème de l’inférence. Certes, ce calcul des probabilités n’est devenu théorie mathématique reconnue qu’au début du XXe siècle. Il est possible cependant de considérer cette partie pré-théorique comme relevant du champ mathématique. Dans ce cas, le hasard est donc devenu une notion mathématique dès le milieu du XVIIe siècle. C’est peut-être la révolution, la rupture la plus importante dans l’histoire des conceptions du hasard que celle qui fait passer de ce qui est perçu de prime abord comme un élément hostile, contraire à l’élaboration de toute modélisation scientifique à une hypothèse intéressante qui permet des prévisions calculées confirmées par l’expérience.
 
Mais le hasard est également présent dans un autre champ mathématique que celui de la théorie des probabilités : celui de la théorie algorithmique des suites. En particulier, c’est au sein de cette théorie que le concept de suite aléatoire trouve une définition théorique.
 
Le hasard est certes conceptualisé en mathématiques, mais il est mobilisé par des champs théoriques particuliers, différents, et cela est suffisant pour que cette diversité ait pour conséquence des diversités de fonctionnement et de sens.
 
LES DIFFÉRENTES CONCEPTIONS DU HASARD DANS LES MATHÉMATIQUES, DE LA FIN DU XVIIe SIÈCLE AU MILIEU DU XXe

 
Nous commencerons par une présentation globale des conceptions du hasard, telles que nous avons pu les identifier dans le monde mathématique contemporain. Nous entendons ici décrire une conception au travers des regroupements de problématiques, d’objets théoriques mathématiques particuliers et d’associations langagières.
 
Selon ce principe cinq conceptions du hasard peuvent être identifiées, qui sont : le hasard du tirage au sort, le hasard « bénin », le hasard « lent », le hasard « sauvage », le hasard formel. 
La dénomination choisie nous est personnelle en ce qui concerne les hasards du tirage au sort et du hasard formel ; elle est celle de Mandelbrot11 pour les trois autres.
 
Principe d’exploration
 
Pour décrire ces différentes conceptions, il est nécessaire d’identifier pour chacune d’entre elles la ou les problématiques qui lui sont attachées ainsi que le cadre théorique mathématique qui assure la cohérence et la production des résultats. Le regard adopté dans cette exposition est par conséquent un regard macroscopique en quelque sorte du point de vue historique. Il écrase les petites divergences, ne respecte pas bien sûr les originalités propres à chaque savant, à chaque époque. Cette lacune sera comblée par la suite en présentant quelques analyses plus minutieuses de textes particuliers. Ces analyses permettront peut être, par une vision microscopique au contraire, de mieux appréhender certaines de ces conceptions.
 
Les différentes conceptions du hasard dans le champ mathématique se distinguent tout d’abord par les différents cadres (algébrique, analytique, etc.) dans lesquels les outils de modélisation étaient choisis. Puis par les différents résultats (les théorèmes) qui sont la trace du projet (que cherche-t-on ? de quelle observation cherche-t-on à rendre compte ?) ainsi que des hypothèses qui l’accompagnent. Il apparaît ainsi trois cadres différents, explorés dans l’ordre chronologique de leur construction.
 
 

 
 

 
 
Dénombrement, arithmétique, récurrence finie
 
 

 
 
Le premier cadre reconnu est celui de la combinatoire, des techniques de dénombrements de cas. Il se constitue à travers les travaux de Fermat et de Pascal essentiellement, donc au milieu du XVIIe siècle. Le problème qui fonde leurs travaux associés à ce cadre est la résolution du problème des partis. Une démonstration de ce résultat est constituée d’une récurrence finie : un principe 
général permet de passer du cas n au cas n + 1, et donc de déduire du cas 0, qui fait l’objet du premier principe, ce qui advient au cas n. Une autre démonstration de ce résultat repose sur la description exhaustive de tous les cas possibles, basée sur la méthode des dénombrements. Il est alors fait appel à ce qui est nommé le triangle de Pascal. Récurrence finie, dénombrements, triangle de Pascal sont autant d’indices qui insistent sur le fait que le projet concerne la modélisation de phénomènes aléatoires discrets.
 
Les situations modélisées sont des situations de jeux de hasard. Le hasard évoqué n’est pas un hasard qui fait l’objet d’une définition mathématique. Bien au contraire, c’est un hasard qui est une des règles du jeu. Il doit être reconnu comme tel par les joueurs qui s’engagent, a priori. Il s’agit d’une convention, émise lors d’une pratique sociale, et qui ne sort pas de cette pratique. Son rôle est un rôle d’acteur de la situation, qui peut se définir comme suit : il transforme une situation initiale d’équité, d’indifférenciation absolue entre les joueurs (toutes les chances sont identiques, « le nombre de hasards est égal ») en une situation finale où les joueurs sont différenciés en gagnants et perdants et qui est donc injuste. Il est défini à partir d’une catégorisation des jeux et s’oppose ainsi à ceux qui sont basés sur une différenciation des joueurs due à leurs mérites, habilités ou qualités individuelles.
 
Pour résumer cette conception que nous intitulerons « hasard du tirage au sort », il suffit de faire la liste de ses principales caractéristiques. Il s’agit d’un hasard défini conventionnellement, mobilisable à volonté, qui permet de séparer un passé où tous les joueurs ont le droit à la même espérance et un futur où l’inégalité entre joueurs est irréversible. Les effets possibles de l’intervention du hasard sont en nombre fini et peuvent être entièrement décrits, par des outils empruntés à l’arithmétique.
 
 

 
 
Analyse, les lois limites, les comportements asymptotiques
 
 

 
 
Parmi les trois cadres identifiés, le cadre de l’analyse est celui qui est le plus important, par la place qu’il occupe, par le nombre des résultats qu’il a permis d’établir. Nous daterons approximativement sa première mobilisation avec l’énoncé du « théorème d’or » de Bernoulli, c’est-à-dire avec ce qui est dénommé la première 
loi des grands nombres12 dont la démonstration, publiée huit ans après la mort de son auteur en 171313 remonte sans doute aux premières années du XVIIIe siècle. Les développements de ce qui fut à l’origine le calcul des probabilités sont innombrables. Toutefois il ne devint officiellement une branche théorique reconnue des mathématiques qu’au début de ce siècle, grâce à l’axiomatique de Kolmogorov14. La recherche de la modélisation, de l’étude des phénomènes aléatoires par les outils de l’analyse est une recherche actuelle.
 
Théorèmes limites et structures stochastiques, 
les deux axes de recherche du calcul des probabilités

 
Selon M. Loeve15, les recherches en « calcul des probabilités » peuvent se lire, historiquement, selon deux axes : d’une part, l’établissement des problèmes limites, d’autre part, l’étude des structures stochastiques.
 
Le premier axe concerne l’établissement des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un comportement limite apparaisse, pour qu’un comportement asymptotique défini a priori soit réalisé. C’est le cas des théorèmes connus sous le terme « lois des grands nombres ».
 
Le second axe concerne, au contraire, l’étude de certaines propriétés de lois de probabilité qui définissent structurellement des catégories de phénomènes aléatoires. C’est le cas du concept d’indépendance, mais aussi de la recherche de la structure du mouvement brownien par exemple.
 
Ces deux axes de recherche sont dialectiquement liés. En cherchant quelles sont les lois limites des phénomènes de même structure selon le deuxième axe, on repousse ainsi les conditions 
d’application de ces théorèmes. M. Loeve cite (p. 300) comme exemple le théorème de stationnarité, qui traite de suites stationnaires et non plus seulement de suites de variables indépendantes et identiquement distribuées : c’est en modifiant la structure stochastique du phénomène, en définissant la stationnarité que ce théorème peut être établi, et que la loi forte des grands nombres peut devenir un simple cas particulier de ce nouveau théorème. C’est réciproquement en tentant d’étendre le domaine des applications des théorèmes limites selon le premier axe de recherche que les mathématiciens construisent des variables aléatoires plus sophistiquées que les précédentes. C’est par exemple le cas de la définition des martingales, notion construite par P. Levy1.
 
Les conceptions du hasard que sous-tend le choix des outils de l’analyse mathématique seront discriminées selon les catégorisations des phénomènes aléatoires que les deux axes évoqués plus haut vont diriger. Ces catégorisations dépendent essentiellement de l’obéissance ou de la désobéissance aux conditions de théorèmes limites et sont illustrées en retour, d’après le lien dialectique qui existe entre les deux axes, par des structures particulières de lois de probabilités, c’est-à-dire par des découpages, des hypothèses restrictives sur ce qui constitue le caractère aléatoire des phénomènes étudiés, c’est-à-dire sur le hasard. C’est pourquoi il faut tout d’abord énoncer ce que sont ces théorèmes limites. Puis nous suivrons la démarche de B. Mandelbrot2 qui consiste à classer les phénomènes aléatoires, et les hasards dont ils dépendent, selon que les conditions de conformité aux hypothèses des théorèmes sont remplies exactement, ou sont asymptotiquement remplies, ou sont non remplies.
 
Les théorèmes limites et les trois types de hasard 
engendrés par l’obéissance stricte, l’obéissance limite, 
la non-obéissance à ces théorèmes

 
Il y a deux sortes de théorèmes limites : les premiers sont ceux qui sont regroupés sous le terme « Loi des grands nombres » et les seconds ceux qui le sont sous le terme de « la limite centrale ». 


 
	M. Loeve, op. cit., p. 292.
 
	B. Mandelbrot, op. cit., p. 15.


 
 
Les « Lois des grands nombres » établissent les conditions sous lesquelles la moyenne de la somme de n variables aléatoires indépendantes, centrées sur leur espérance mathématique, converge en loi. L’un des cas les plus simples est celui du lancer de pièce : la loi des grands nombres assure que, plus le nombre de lancers est important, plus la fréquence d’apparition de pile est proche de 1/2.
 
Les théorèmes « de la limite centrale »16 établissent les conditions pour que le rapport de cette somme à l’écart type converge en loi vers la loi normale N(0, 1). Dans le même cas de lancer de Pièce, le théorème de la limite centrale assure que la « différence pondérée entre la fréquence d’apparition de pile et 1/2 suit une distribution qui s’approche de plus en plus de la distribution prétendue “ normale ” de Gauss »17.
 
Le hasard « bénin »

 
Le hasard dit « bénin » est celui qui caractérise les phénomènes qui obéissent à ces théorèmes. C’est le hasard usuel, modélisé par le jeu de pile ou face. Ses particularités essentielles sont les suivantes : ce hasard est reproductible, une séquence finie peut accumuler les variations, peut sembler n’obéir à aucune loi. Par contre, si le nombre d’épreuves devient suffisamment grand, des lois, des régularités apparaissent.
 
Gnedenko et Kolmogorov, en 1954, persuadés alors que ce hasard « bénin » était le seul type de hasard mathématique, écrivaient que « la valeur épistémologique de la théorie des probabilités est basée sur ceci : les phénomènes aléatoires, considérés dans leur action collective à grande échelle, créent une régularité non aléatoire »18. C’est le cas, par exemple, qui est illustré par la théorie cinétique des gaz de Maxwell (1859) : Les phénomènes aléatoires considérés sont les vitesses et les positions instantanées des molécules d’un certain volume de gaz. « Des myriades de molécules s agitent dans tous les sens et soumettent les parois du récipient à 
un bombardement intensif. C’est l’effet global moyen de ce bombardement qui représente la pression moyenne du gaz. C’est une grandeur macroscopique facilement mesurable. »19 L’adéquation entre les résultats de la modélisation probabiliste de la distribution des vitesses des molécules, qui repose sur l’hypothèse que « les positions et les vitesses des molécules sont distribuées au hasard »20 et les résultats observables à l’échelle macroscopique est une preuve de l’efficacité de cette modélisation.
 
Ce lien entre phénomènes micro et phénomènes macro est une caractéristique du hasard « bénin ». Ce qui permet à H. Saget d’affirmer que si ce hasard est un hasard qui possède « une puissance révélatrice », puisque les lois du hasard « révèlent une structure, une dénivellation, bref un ordre », il est doté « en contrepartie d’une impuissance créatrice »21. Ce qui permet également à J. Bonitzer22 de dénoncer la principale source de difficultés à définir, à saisir, philosophiquement, ce qu’est le hasard. Pour lui, ces difficultés proviennent de la « duplicité » (ibid., p. 91) du hasard. Cette duplicité est due au fait que dans un phénomène aléatoire interviennent toujours deux processus : l’un microscopique et l’autre macroscopique, qui sont en interaction. Pour appréhender le hasard, il est nécessaire de déchiffrer les deux processus et leur interaction.
 
La deuxième caractéristique de ce hasard « bénin » est le fait que la dispersion des variations autour de la moyenne tend à suivre une loi normale. Cette distribution normale, selon J. Gleik23 « énonce une affirmation sur la nature du hasard : lorsque des grandeurs varient, elles essaient de rester au voisinage d’une valeur moyenne, et s’arrangent pour se disperser d’une manière raisonnablement uniforme autour de cette moyenne ».
 
Le hasard « bénin » est un hasard raisonnable, puisque les effets extraordinaires sont très peu probables, puisqu’il met en évidence une valeur qui est la plus probable (la moyenne).
 
 
En articulant le fait que ce hasard révèle le comportement macroscopique, et qu’il le révèle rapidement, par un relevé des valeurs des variables observées, on comprend que ce hasard va être une aide, un outil dans le domaine scientifique. Faire l’hypothèse qu’une variable est une variable aléatoire, dans cette optique, n’est pas du tout un obstacle à la description, à la connaissance de cette variable, mais bien au contraire une modélisation efficace.
 
 

 
 

 
 
Le hasard « lent » et le hasard « sauvage »
 
 

 
 
Si le hasard « bénin » se caractérise par une obéissance aux théorèmes limites, d’autres types de hasard vont se caractériser par une non-conformité aux hypothèses assurant la validité de ces théorèmes.
 
Mandelbrot propose de distinguer : d’une part, les phénomènes qui obéissent aux théorèmes limites, « mais de façon si lente qu’ils n’apprennent pas grand-chose sur le sujet “ collectif ” qu’on rencontre dans les problèmes concrets »24 et d’autre part, les phénomènes qui n’obéissent absolument pas à ces théorèmes.
 
Les exemples de hasard lent sont les variables exponentielles de variables gaussiennes : « Dans le long terme, ses propriétés sont dominées par le fait que ses moments sont tous finis [...] donc la variable paraît bénigne. Dans le court ou moyen terme, tout se gâte, et son comportement paraît sauvage » (ibid.). Mais ce sont les phénomènes régis par le hasard « sauvage » qui sont sans doute les plus connus. La prise en compte de ces phénomènes hors du paradigme du hasard bénin, selon la terminologie de Kuhn, a été à l’origine de la révolution scientifique que constitue en particulier la théorie du chaos. Ce sont des phénomènes dont les moments ne sont pas définis, par exemple ceux dont l’espérance est infinie (processus de Cauchy) ou encore des phénomènes qui n’obéissent pas au théorème de la limite centrale : phénomènes boursiers, turbulences, rythmes, phénomènes météorologiques dont les fluctuations sont aléatoires, mais ne sont pas bénignes.
 
 
Quelle différence apparaît entre le hasard sauvage et le hasard bénin ? Comme il l’a été dit plus haut, le hasard bénin « révélait » une loi macroscopique. Ce type de hasard introduit l’aléatoire, les fluctuations imprévisibles au niveau du microscopique, mais garantit un certain déterminisme à une échelle supérieure. Or le hasard sauvage brise ce lien. I. Ekeland retrace l’exemple connu sous le nom de la transformation du boulanger ou « décalage de Bernoulli »25. L’aléatoire au niveau microscopique se traduit par un aléatoire au niveau macroscopique : le changement d’échelle ne modifie rien. Comme I. Ekeland l’écrit : « On pourra mettre en évidence un caractère aléatoire dans certains mouvements [...]. Un dernier refuge reste aux tenants du déterminisme classique : peut-être ce caractère aléatoire n’apparaît-il qu’à l’échelle microscopique, laissant aux phénomènes macroscopiques leur rigoureuse certitude ? Disons immédiatement qu’il n’en est rien. Comme nous l’avons vu, le mouvement conduit à la même structure à toutes les échelles, chaque phénomène microscopique à son pendant macroscopique. »26
 
En résumé, hasard lent et hasard sauvage sont des types de hasard qui ne remplissent pas les conditions d’application des théorèmes, qui sont ce que Kuhn appelle les cas pathologiques. Ils ne s’inscrivent pas dans les cas typiques d’étude, en ce qu’ils interdisent le passage de la connaissance locale construite à partir d’observations forcément limitées dans le temps, à la connaissance globale du phénomène. Puisqu’ils perturbent le paradigme de la théorie des probabilités, les étudier a constitué une rupture avec l’ancienne théorie et nécessité la construction de nouveaux champs théoriques, en particulier la théorie du chaos.
 
 

 
 

 
 
Les lois du hasard
 
 

 
 
Le recours aux outils de l’analyse mathématique va permettre de rendre compte de la variabilité d’une particularité d’un phénomène aléatoire en traduisant numériquement la variabilité de 
cette caractéristique, par la construction du concept de variable aléatoire. Mais aussi permettre de poser le problème des comportements limites, des tendances asymptotiques, grâce aux théorèmes de convergence de séries, d’intégrales. Enfin, l’utilisation de la moyenne, puis des moments d’ordre supérieur, va être à l’origine des énoncés des « lois du hasard », c’est-à-dire va permettre, pour toute une catégorie de phénomènes aléatoires, de comprendre le lien qui existe entre les phénomènes microscopiques et les phénomènes macroscopiques. Le hasard n’est plus perçu comme un principe extérieur, une règle du jeu, mais comme une caractéristique de certains phénomènes observables, que le mathématicien cherche à modéliser. Et certains outils se révèlent suffisants, efficaces à construire des modélisations de phénomènes grâce à des choix de variables aléatoires, dont les suites sont convergentes, dont les moments sont définis et convergents. Ceci permet de distinguer les phénomènes modélisables sous cet aspect, que l’on dit dépendre d’un hasard bénin et les phénomènes aléatoires qui échappent à cette modélisation, et dont on dit qu’ils sont gérés par des hasards lents ou sauvages.
 
L’invention de nouveaux outils est alors rendue nécessaire par la décision de modéliser ces phénomènes, mais ces derniers, même s’ils se rassemblent en de nouvelles théories, relèvent toujours du domaine de l’analyse.

 
Le hasard formel, la théorie de l’information, le hasard quantifié
 
Dernière conception du hasard isolée dans le champ des mathématiques, c’est aussi la plus récente, puisque on peut dater les travaux la délimitant des années 1960. Les outils mathématiques, le cadre théorique sont cette fois ceux de la théorie de l’information : en particulier y sont empruntés le concept d’entropie, le concept d’algorithme et le langage binaire. Le projet est différent : il s’agit de distinguer les objets étudiés, les suites aléatoires, selon la quantité de hasard qu’elles renferment. Le hasard devient objet explicite de recherche, en devenant quantifiable.
 
Supposons le compte rendu d’un événement aléatoire, par exemple le lancer d’une pièce dix fois de suite. Les résultats pile 
ou face seront codés 0 et 1. Le projet n’est plus de décrire l’ensemble des événements issus de cette épreuve, pas plus que d’attribuer une probabilité à l’apparition de tel ou tel événement comme ce l’était dans la conception du hasard « tirage au sort » ou dans les conceptions du hasard « bénin », « lent » et « sauvage ». Il s’agit de hiérarchiser entre eux les événements, selon la part plus ou moins grande de hasard qu’ils recèlent. On ne cherche pas à savoir s’il est aussi probable d’obtenir la suite 0000000000 que la suite 0100101110, mais à tenter de rendre compte du fait que la seconde suite semble plus aléatoire que la seconde. La probabilité est inefficace à hiérarchiser ces deux suites, puisque leur probabilité d’apparition est identique.
 
Désormais l’origine de ces suites est oubliée et seule leur structure interne est objet d’étude. Le hasard n’est plus une caractéristique des phénomènes observables mais une propriété d’objets mathématiques particuliers. Une des méthodes choisies est de définir la complexité de la suite comme étant la longueur minimale du programme, en nombre de bits, dont l’exécution produirait la suite étudiée. Il est possible par exemple de démontrer que la complexité de la première suite, uniquement composée de 0 est approximativement égale au logarithme de 10 en base 2 (Chaitin27, p. 71). La définition d’une suite aléatoire s’ensuit : une suite est aléatoire si sa complexité est approximativement égale au nombre de bits qui la composent, c’est-à-dire à la longueur de la suite. Une définition explicite de l’aléatoire est ainsi proposée.
 
Cette définition a des conséquences surprenantes. La première est que les suites dont la répartition des chiffres n’est pas aléatoire sont exceptionnelles. La deuxième est que cette définition permet de démontrer qu’une suite n’est pas de hasard, mais elle interdit d’exhiber une suite aléatoire28.
 
Le point de vue sur le hasard est complètement modifié par rapport aux autres conceptions évoquées plus haut. Le regard sur 
le couple épreuve-événement, qui est à la base de la théorie des probabilités est bouleversé. Dans toutes les autres conceptions du hasard, l’épreuve est définie a priori. L’interrogation porte sur la production d’événements : peut-on les décrire, observent-ils des lois, peut-on prédire un comportement ? A ses débuts, la théorie de l’information, avec le concept d’entropie et celui d’information, ne rompt pas ce point de vue. L’information contenue dans un message est calculée en référence à tous les messages possibles, c’est-à-dire à tous les événements issus d’une même épreuve, qui sont régis, décrits par des conditions identiques de production. Par contre, ici, l’événement est donné, défini, et l’interrogation porte sur le mode de production de cet événement. Il s’agit d’une interrogation « en amont » en quelque sorte. Le référent a changé, puisqu’il va s’agir à présent de tous les modes de production possibles de ce message et de lui seul. Ce changement de référent constitue le changement de point de vue qui caractérise les travaux, définitions et résultats qui constituent cette conception du hasard formel.
 
Or, des centaines d’épreuves peuvent donner lieu à cet événement. Le problème est donc de construire un outil permettant de hiérarchiser ces épreuves, ou plutôt les liens entre épreuves et événement : c’est le concept de programme minimal qui résout le problème et donne une définition aux suites aléatoires. Le cadre mathématique va lui aussi changer. Il va s’agir dorénavant du cadre de la logique formelle puisque c’est grâce au théorème de Gödel que l’on démontre que le « caractère aléatoire d’une suite est indémontrable ».
 
La deuxième singularité de cette conception du hasard est par conséquent d’accéder à une définition d’une suite aléatoire, définition uniquement formelle et qui est non opératoire. Le hasard prend une forme précise, mais aucun objet de hasard ne peut être contemplé, aucun événement ne peut être décrit comme étant aléatoire. « En un sens, l’acteur hasard dont nous parlons est un acteur dans un théâtre d’ombres : on ne le voit pas directement, mais la lumière de l’ordre et les plages de vide qu’elle laisse nous le désignent sans équivoque. »29
 
 
L’identification de ces diverses conceptions du hasard laisse peu de place à la chronologie. Après cette identification, basée sur celle des cadres mathématiques dans lesquels on traite de cet objet, une reconstitution chronologique des étapes importantes de l’histoire de ces conceptions s’impose.


 
ESSAI DE CHRONOLOGIE
 
Du tirage au sort au hasard sauvage
 
Le hasard du tirage au sort
 
 

 
 
Les premiers écrits consacrés à l’étude des jeux de hasard (hasard n’est-il pas la déformation du mot arabe qui signifie jeux de dé ?) se consacrent « à des énumérations de façon d’obtenir des résultats recourant à des permutations »30. Citons le Liber de ludo aleae de Cardano (écrit en 1526, publié en 1663), le Sulla scoperta dei dadi de Galilée (publié en 1656). C’est dans les écrits de Tartaglia et Paccioli (Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita (1494)) que l’on trouve exposé pour la première fois le problème des partis31, et des résolutions qui sont, pour le premier une répartition proportionnelle aux parties déjà remportées, et pour le second un partage en deux, qui fait fi de l’état de la partie à l’instant de la rupture du jeu.
 
La rupture épistémologique date de la correspondance entre Pascal et Fermat en 1654, correspondance publiée en 1679, au cours de laquelle les deux auteurs présentent une résolution du problème des partis qui prend en compte l’attente, l’espérance des deux joueurs à l’instant où le jeu s’interrompt. Cette projection dans l’avenir incertain, puisque dépendant du hasard du jeu, marque une rupture avec les autres résolutions proposées et fonde ce que Pascal nomme « une géométrie du hasard ». 
En 1708, Montmort publie L’essai d’analyse sur les jeux de hasard. On y traite également de jeu « équitable »32, à l’aide d’outils arithmétiques, tels que les combinaisons, le triangle de Pascal. C’est à travers cet ensemble de problèmes, de résolutions, que se fonde ce que nous avons appelé le hasard par tirage au sort.
 
 

 
 

 
 
Les outils de l’analyse : premiers énoncés des théorèmes limites
 
 

 
 
Jacques Bernoulli, rédige entre 1703 et 170533 la démonstration de la première loi des grands nombres. De Moivre (1733) démontre un premier théorème de la limite centrale par la formule asymptotique de Stirling sur n ! dans le cas d’un schéma de Bernoulli où p = 1/2. Mais on accorde le crédit de la démonstration dans le cas général à Laplace, démonstration publiée dans son traité fameux : La théorie analytique des probabilités (éditions en 1812, 1814, 1820).
 
L’énoncé de ces premiers théorèmes, l’introduction des outils de l’analyse mathématique est donc mise en place au début du XIXe siècle. Laplace le dit clairement : « L’âge de la géométrie est révolu, c’est l’analyse qui désormais fournit à la science de la nature sa “ langue ” universelle. »34 Au cours de cette période, les premières justifications théoriques des observations de phénomènes aléatoires sont édifiées. Ces nouveaux outils, ces nouveaux résultats s’accompagnent également de nouvelles modélisations. Si les jeux de hasard restent un paradigme, les phénomènes désormais étudiés vont déborder de ce cadre.
 
Citons tout d’abord le fameux modèle de l’urne : d’après R. Rashed « contrairement aujeu de hasard conventionnellement institué en sorte que l’on énumère directement le nombre des chances, ce domaine ne se prête pas à un dénombrement direct »35. Il y a donc bien conscience d’un changement de paradigme.
 
 
Cependant, les phénomènes modélisés nous paraissent très divers. Est-ce que les décisions de vote d’une assemblée (Condorcet), les jugements (Bayes), sont des phénomènes aléatoires, dépendants du hasard ? Il semble bien que le hasard soit une notion floue. On semble le repérer lorsque des événements surgissent « sans ordre apparent » (Laplace), ou « sont entachés d’anomalies » (p. LX).
 
Qu’il soit perçu comme ignorance appelée à disparaître, fluctuations non maîtrisées, oscillations perturbatrices, le hasard et ses effets sont cependant cernés par les théorèmes démontrés, par les lois édifiées.
 
 

 
 

 
 
Extension des théorèmes limites, résultats « qui défient l’intuition »
 
 

 
 
Poisson publie en 1837 dans les Recherches sur la probabilité des jugements en matière criminelle et en matière civile une démonstration de la loi des grands nombres, dans laquelle les variables indépendantes ne sont pas toutes forcément de même loi36.
 
Il obtient ainsi un résultat surprenant que P. Deheuvels37 décrit ainsi : « On pourrait croire naïvement que le fait de changer la distribution des éléments de la suite est apte à introduire des fluctuations d’hétérogénéité, et de ce fait à rendre inexacte la loi des grands nombres. En fait il n’en est rien, c’est le contraire qui se passe. » Les outils construits vont permettre, à leur tour, de dépasser les intuitions naïves, et non plus simplement de rendre compte du bon sens, comme c’est le cas dans le schéma de Poisson. L’avenir s’ouvre, en quelque sorte.
 
 

 
 

 
 
Première définition des « événements dus au hasard »
 
 

 
 
Dès lors, le hasard est saisi en tant que caractéristique de phénomènes observables. En conséquence, apparaissent des tentatives de définitions de phénomènes de hasard, définitions qui seront pendant 
longtemps des définitions par caractéristiques externes de ces phénomènes, avant de devenir définitions par invariants opératoires.
 
En 1843, Cournot, dans son traité Exposition de la théorie des chances et des probabilités propose une définition du hasard qui en fait un hasard non surprenant : « Les événements amenés par la combinaison ou la rencontre de phénomènes qui appartiennent à des séries indépendantes, dans l’ordre de la causalité, sont ce qu’on nomme des événements fortuits ou des résultats du hasard [...] Ce n’est point parce que les événements pris pour exemples sont rares et surprenants qu’on doit les qualifier de résultats du hasard. Au contraire, c’est parce que le hasard les amène, entre beaucoup d’autres auxquels donneraient lieu des combinaisons différentes, qu’ils sont rares. » « C’est la première définition catégorielle des événements hasardeux. »38
 
 

 
 

 
 
L’explosion des phénomènes
 
 

 
 
C’est la même année 1859 qui voit paraître les travaux, les théories révolutionnaires de Darwin et Maxwell. Le premier attribue au hasard les variations des espèces, le second modélise la distribution des vitesses et des positions des molécules d’un gaz par des lois probabilistes. « Le hasard est évoqué [...] en tant qu’élément à part entière d’une explication scientifique. »39 On change d’objets, la biologie et la physique s’emparent du hasard avec pour conséquence une révolution de l’esprit scientifique et des interrogations d’ordre philosophique innombrables.
 
 

 
 

 
 
Les démonstrations rigoureuses du problème limite classique
 
 

 
 
En 1887, Thebichev donne un énoncé et une démonstration du théorème limite classique qui repose sur la méthode des moments. En 1898, Markov précise que ces moments doivent être finis, et achève une présentation rigoureuse de la démonstration. M. Loeve40 y voit la fin de la période « classique », qui 
s’achève avec « la forme finale du problème limite central : pour des suites de variables aléatoires indépendantes, trouver les conditions les plus faibles (donc nécessaires et suffisantes) pour la loi des grands nombres et pour la convergence vers la loi normale ». C’est le règne du hasard bénin.
 
La fin du XIXe, le début du XXe : 
l’ère des révolutions, des bouleversements

 
Vers la fin du XIXe siècle apparaît une deuxième catégorisation des événements dus au hasard qui distingue les phénomènes aléatoires imprévisibles d’une part et les phénomènes chaotiques imprédictibles d’autre part. Les travaux de Boltzmann, l’étude du mouvement brownien ont prouvé à quel point, dans le cas d’un phénomène dépendant d’un grand nombre de variables, le calcul des probabilités est efficace à modéliser ce phénomène. Les théorèmes limites énoncés concernent des suites de variables indépendantes et permettent de « sauver le déterminisme » qui est à la fin du XIXe siècle non encore remis en cause par la mécanique quantique. Mais, tandis que les modélisations des phénomènes physiques et biologiques par la théorie mathématique se multiplient, la question « d’où vient le hasard qui régit semble-t-il ces phénomènes ? » reste cependant sans réponse.
 
En 1908, Poincaré, dans Science et méthode, et tout particulièrement dans le chapitre 4, intitulé « Le hasard », se propose de trouver la source du hasard, de rechercher « les mécanismes par lesquels la description déterministe classique du monde pouvait donner lieu naturellement à une idéalisation probabiliste. Un de ces mécanismes est celui de la dépendance sensitive aux conditions initiales »41. L’angle sous lequel il considère les phénomènes est celui de l’imprédictibilité. Les phénomènes aléatoires, modélisés par la théorie probabiliste existante, sont imprévisibles, du fait du trop grand nombre de variables dont ils dépendent : c’est le cas des phénomènes décrits, appréhendés par Boltzmann, c’est le cas du mouvement brownien. Mais il existe une autre 
catégorie de phénomènes, pour lesquels toute prédiction apparaît comme impossible : ce sont les phénomènes qui ne dépendent que d’un petit nombre de variables mais dont l’extrême sensibilité aux conditions initiales « rend finalement impossible toute prédiction à long terme »42. Par exemple, Hadamard vient juste de concevoir la démonstration « que, pour certains systèmes, un petit changement de condition initiale conduit habituellement à un tel changement de l’évolution ultérieure du système que les prédictions à long terme deviennent complètement vaines »43. C’est le cas de la trajectoire d’une boule de billard, billard sur lequel sont disposés des plots en quinconce qui infléchissent la trajectoire de la boule. On démontre que la trajectoire de la boule est extrêmement sensible à la valeur de l’angle de tir initial. Ces phénomènes, caractérisés par une évolution, un mouvement imprédictible et cependant parfaitement déterminables, sont dits chaotiques.
 
De cette dichotomie entre phénomènes aléatoires et phénomènes chaotiques va naître la dichotomie entre hasard bénin d’une part et hasard lent et sauvage d’autre part44.
 
 

 
 

 
 
La « période héroïque 1925-1940
 
 

 
 
Ces préoccupations sont oubliées avec le bouleversement des mathématiques et celui de la physique. Avec l’axiomatisation de Kolmogorov (1933), le calcul des probabilités devient une théorie. La dichotomie hasard bénin/hasard sauvage ne va plus être seulement phénoménologique mais théorique. En 1937, Paul Levy définit les lois stables. Il montre que chaque fois que E(Xi) et E(Xi43) sont finies, la seule loi limite possible est la loi normale, tandis « qu’autrement, on obtient des lois d’expression très 
complexe, dont l’exemple le plus simple est la Loi de Cauchy. [...] Le plus ennuyeux du point de vue des applications est qu’il y a d’excellentes raisons de croire qu’il y a nombre de phénomènes naturels qui obéissent à ces lois ; [...] L’étude simulée de moyennes pour une suite de variables indépendantes de Cauchy montre bien que la convergence n’a pas lieu, et fait apparaître un comportement déroutant des moyennes successives qui restent longtemps stables, puis d’un seul coup font un bond dans un sens ou dans l’autre, en oscillant par à-coups successifs généralement distants et inattendus »45.
 
Hasard bénin, hasard sauvage vont désormais se séparer et donner lieu à des études séparées des phénomènes aléatoires et des phénomènes chaotiques. Ces phénomènes ne seront plus désormais identifiés par des définitions par caractéristiques externes, mais par l’obéissance à certains invariants (les lois des grands nombres, les théorèmes de la limite centrale).
 
 

 
 

 
 
Les phénomènes chaotiques, le hasard lent, le hasard sauvage
 
 

 
 
L’étude moderne de ces phénomènes chaotiques débute dans les années soixante avec les travaux de Lorenz sur la météorologie. L’hypothèse de Lorenz consiste à rejeter la conception traditionnelle des erreurs, que Gleik46 résume ainsi : « Une petite erreur numérique était comme un léger souffle de vent. Personne ne doutait que ces petites perturbations s’atténuaient ou se compensaient mutuellement. » C’est donc un rejet de l’hypothèse émise par Laplace, Gauss, Borel, sur la relative faiblesse des erreurs et la nullité de leur moyenne. Est remise en cause également la conception du comportement microscopique aléatoire couplé à un comportement macroscopique déterministe. Les oscillations d’un pendule attiré par plusieurs aimants illustrent un phénomène dont le « comportement microscopique est tout à fait clair ; [mais dont] le comportement macroscopique demeurait un mystère »47.
 
 
Ce sont les travaux de Mandelbrot sur les fractals, de D. Ruelle, de Smale, mais il est impossible de les citer tous, qui ont permis de construire les nouveaux outils que requérait ce domaine entièrement neuf. A l’heure actuelle, coexistent plusieurs branches des mathématiques qui traitent du hasard, mais qui ne traitent pas de la même conception du hasard.

 
La théorie de l’information : le hasard formel
 
Le concept d’entropie
 
 

 
 
En 1900, Boltzmann met en évidence le caractère statistique de l’entropie, en définissant l’entropie S d’un système par la formule S = k ln W, où W est le nombre maximal d’états microscopiques accessibles et où k est la constante de Boltzmann.
 
 

 
 
La théorie de l’information
 
 

 
 
En 1948, C. Shannon fonde, en un seul article48 une nouvelle science, la théorie de l’information. Les objets de cette théorie sont les messages codés, c’est-à-dire des suites de lettres, ou encore, en codant ces lettres en langage binaire, des suites de 0 et de 1. L’information contenue dans un message est liée à l’entropie de ce dernier. Si ce message comporte N termes, dont n0 égaux à 0 et n1 égaux à 1, l’information est égale à : – N[n0fN log2(n0/N) + n1/N log2(n1/N)]. Si la fréquence des 0 et des 1 est la même, l’entropie vaut 1, si la suite ne comporte que des 0 ou que des 1 l’entropie est nulle.
 
Définition par Kolmogorov et Martin-Löf 
des suites « contingentes »

 
I. Ekeland49 attribue le terme de contingent de préférence à aléatoire à ces suites, « pour souligner [le fait qu’il s’agit] d’une construction purement logique, où le hasard, au sens du calcul des 
probabilités n’a aucune place ». La définition est la suivante : une suite est « contingente si l’entropie des N premiers termes reste en permanence proche de 1, son maximum, et s’en rapproche d’autant plus que N est grand. »
 
Le hasard sous-jacent est le hasard formel que l’on peut dénommer « hasard sans règles ». En effet, le hasard dans une suite contingente est celui qui se définit comme opposé à toute règle. Dès que l’on émet une règle, il faut que les termes de la suite la nient. Par exemple, soit la règle « il n’y a pas mille zéros consécutifs ». Si la suite obéit à cette règle, « on aurait mis la main sur une loi constitutive, d’où on tirerait une règle de prédiction infaillible : après 999 zéros vient nécessairement un 1 »50. Par conséquent, la suite « contingente » doit présenter certaines sous-suites stationnaires. Par conséquent son entropie est légèrement inférieure à 1.
 
Cette conception du hasard formel et surtout le vertige de paradoxes qui s’ensuit paraît très différente des autres conceptions du hasard évoquées plus haut. Et il est d’autant plus étonnant que cette conception formelle, purement logique, abstraite, éloignée a priori de toute phénoménologie, puisse donner naissance à des objets identifiés, reconnus par les autres conceptions. En effet, on montre que si une suite est « contingente » au sens de Kolmogorov et Martin-Löf elle est aléatoire au sens de la théorie des probabilités.
 
 

 
 

 
 
La définition algorithmique des suites aléatoires
 
 

 
 
Kolmogorov (1965), Chaitin (1966), Solomonoff (1964) construisent un autre point de vue que celui du non-respect de toute règle pour rendre compte de la structure interne d’une suite aléatoire. Les messages, ou les suites, sont considérés désormais selon la longueur de l’algorithme nécessaire à leur production. On définit ainsi l’information algorithmique, ou complexité de Kolmogorov-Chaitin, qui représente la longueur minimale des algorithmes 
produisant la suite. Une suite est aléatoire si cette complexité est approximativement égale à la longueur de la suite.
 
Constitué à l’intérieur du champ logique, ce hasard formel ne peut qu’obéir aux paradoxes de ce domaine des mathématiques. Défini rigoureusement, il nous échappe aussitôt, puisque le théorème de Gödel permet de démontrer qu’il est impossible d’exhiber une suite aléatoire.

 

Conclusion : du hasard par ignorance au hasard essentiel de la nature, du hasard révélateur, impuissant au hasard créateur

 
Le hasard, en mathématiques, est jusqu’à la fin de la première partie du XIXe un hasard qualifié « d’épiphénomène », c’est un hasard dû à l’ignorance, qui ne peut être que temporaire, puisqu’il est une caractéristique humaine. Laplace et Gauss étudient des lois des erreurs, seules fluctuations fortuites modélisées. Il faudra attendre la fin du XIXe pour démontrer que cette « ignorance » est dans des cas précis une ignorance essentielle, qu’elle ne peut et ne pourra pas être repoussée. C’est le rôle de l’inégalité de Heisenberg, qui donne un autre sens au postulat de la répartition au hasard des vitesses et des positions des molécules d’un gaz. Il n’est plus un « pis aller », un instrument efficace, mais une décision épistémologique, qui repose sur le fait que la connaissance simultanée des vitesses et des positions des molécules est impossible. Landau démontrera « qu’un système classique qui dépendrait d’une infinité de paramètres aurait un comportement totalement aléatoire, ce qui veut dire qu’il serait arbitraire par nature et non seulement par ignorance »51.
 
De même, cette conception d’un hasard « révélateur » des phénomènes, pour reprendre l’expression de H. Saget, ne résistera Pas à la prise en compte des phénomènes imprédictibles, chaotiques. Une des interrogations de cette fin de siècle est de déceler du sens dans les comportements hasardeux, de décider si le hasard est créateur ou non.
 


 
DES EXEMPLES PLUS PRÉCIS, ÉTUDE DE QUELQUES AUTEURS, TEXTES PARTICULIERS
 
Après cette étude « macroscopique », quelques études plus approfondies permettent de préciser les traits particuliers de quelques-unes des « grandes » conceptions du hasard.
 
Pascal : « La géométrie du hasard », le hasard du tirage au sort
 
Il est de tradition établie de dater le début du calcul des probabilités avec la construction de cette « géométrie du hasard »52, selon l’expression pascalienne, qui apparaît dans les lettres à Fermat sur le problème des partis (29 juillet 1654, 26 août 1654)53. Pascal propose une résolution du problème des partis qui dénote avec les propositions plus anciennes une rupture épistémologique, puisque sa démarche consiste à imaginer la suite du déroulement interrompu de la partie.
 
 

 
 

 
 
L’emploi du terme
 
 

 
 
Le hasard est souvent mobilisé dans ces textes, mais il est à souligner qu’il désigne tantôt une quantité (« il y a autant de hasard », « le hasard est égal ») tantôt une entité puissante (« le hasard leur en peut donner », « renoncer à l’attente du hasard »). Il y a donc ici une incertitude sémantique sur le terme : le hasard désigne à la fois les chances, les probabilités des différentes issues du jeu, et le caractère aléatoire du processus qui règle le jeu. Est-ce à dire que Pascal entend un lien direct entre « caractère aléatoire » et « chances égales », que le hasard qui préside au jeu induit une relation quantifiée entre les différents hasards (issues) 
de la partie ? Rien ne permet de l’affirmer. Nous sommes très loin par exemple d’un lien entre les deux du type : la situation est de hasard parce que les différentes issues sont de chances égales. Au contraire, Pascal décrit la poursuite du jeu comme « continuer l’aventure du jeu » (p. 57) tandis que plus loin il écrit : « Si le jeu est de pur hasard et qu’il y ait autant de hasard pour l’un que pour l’autre » (p. 57).
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