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Avant-propos

La théorie quantique des champs vise & décrire les interactions fon-
damentales dans un cadre unique conciliant les principes de la mécanique
quantique et les invariances géométriques et cinématiques. Cette discipline
s’est enrichie, au cours des deux derniéres décennies, d’applications insoup-
connées, qui tiennent & la parenté de ses méthodes avec celles de la physique
statistique, & travers ’étude des phénomeénes critiques ou des modeles de
physique du solide. Certains développements ont permis de s’affranchir en
partie des techniques perturbatives, qui sont & la source de succeés consi-
dérables dans le domaine des interactions électromagnétiques et faibles. En
jetant un jour nouveau sur le r6le du groupe de renormalisation, en permet-
tant d’aborder des questions comme le confinement des constituants dans la
chromodynamique, en s’ouvrant aux possibilités de simulation numérique,
en découvrant des problémes nouveaux comme ceux posés par la théorie des
cordes quantiques, la théorie des champs s’est entiérement renouvelée.

Nous nous sommes attachés & en donner un panorama complétant un
texte précédent sur la théorie quantique des champs écrit par ’un des au-
teurs en collaboration avec J.-B. Zuber. Bien qu’on suppose du lecteur qu’il
posséde quelques rudiments de cette théorie, le présent ouvrage veut éviter
de faire de trop nombreux appels & des connaissances extérieures et s’inscrit
.dans le cadre d’un enseignement destiné a de jeunes chercheurs et, plus gé-
néralement, & des scientifiques intéressés par les progres de cette discipline.
L’abondance des matieres, le rythme rapide des nouvelles contributions et
les compétences limitées des auteurs ont cependant posé des bornes i I'en-
semble des sujets traités.

Si I'on veut bien admettre ces limites, nous avons cependant tenté de
décrire les fondements de la théorie euclidienne des champs, reposant sur
I’'usage des intégrales de chemins de Feynman et concrétement réalisée &
travers les modeles statistiques qui utilisent un réseau discret, dont le pa-
radigme est le modéle d’Ising. Ce point de vue permet d’attribuer un sens
global aux quantités physiques, d’étudier des régimes de couplage fort, sug-
gere lexistence de transitions de phases et montre le role du groupe de
renormalisation agissant comme filtre des propriétés universelles au voisi-
nage des théories critiques continues.
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Le premier volume est consacré pour ’essentiel & I'illustration de ces
themes. Il s’ouvre par une étude des chemins aléatoires et leur relation avec
les champs bosoniques, et introduit les intégrales fermioniques sur ’exemple
du modeéle d’Ising bidimensionnel. Il expose la méthode du champ moyen,
les propriétés relatives a l'invariance d’échelle, et illustre les idées de la
renormalisation dans le cadre de la transition de Kosterlitz et Thouless du
modele des rotateurs. Un long chapitre est consacré 3 la théorie des transi-
tions de phases continues & partir des idées de Wilson, ot nous nous sommes
appuyés sur les contributions de nos collégues E. Brézin, J.-C. Le Guillou et
J. Zinn-Justin. C’est encore &4 Wilson qu’on doit la formulation des théories
de champs de jauge sur réseau et leurs applications a la chromodynamique
et au confinement dont la présentation clos la premiére partie.

Le second volume est plus éclectique. On y trouve d’abord des indica-
tions sur les développements de haute ou basse température et les applica-
tions des simulations numériques de Monte Carlo, en particulier 4 la chromo-
dynamique. Un copieux chapitre décrit les résultats récents concernant les
systemes critiques bi-dimensionnels, dans le cadre des théories conformes,
qui servent aussi d’outil & la théorie des cordes quantiques. Nous discutons
ensuite les applications de l'intégration fermionique & des systémes désor-
donnés simples. Enfin le dernier chapitre expose quelques résultats de géo-
métrie aléatoire et introduit 1’étude des surfaces fluctuantes.

Dans la premiere partie, au risque de répétitions, nous nous sommes
efforcés de présenter le sujet de maniére aussi élémentaire que possible.
Nous ne supposons du lecteur qu’une certaine familiarité avec la notion de
poids statistique de Gibbs, ainsi qu’avec la représentation des amplitudes de
transition quantiques comme superpositions relatives a toutes les évolutions
possibles, affectées d’un poids exponentiel dans I’action. C’est précisément
ce parallélisme qui est & 1a source des convergences évoquées précédemment.

Le choix des sujets traités et les nombreuses omissions refletent les in-
téréts des auteurs et leurs préoccupations. Nous ne sommes que trop cons-
cients de nombreuses lacunes dont la liste serait & I’origine d’un texte encore
plus volumineux. Il est quelque peu dangereux de vouloir systématiser ce
que ’on a cru comprendre sans laisser percer deci-deld des ignorances. Il est
bon de comprendre & quel point la recherche débouche sur des problémes
ouverts, des questions en suspens, des interrogations. Comprendre nécessite
le plus souvent que ’on reprenne la plume, que I’on retrace les étapes d’un
raisonnement, que l’on refasse un calcul, que d’une fagon générale on ne se
satisfasse jamais de ce que 'on trouve écrit ou dit ici et 1a.

Malgré tous nos efforts, et ils s’étalent hélas sur une trop longue pé-
riode, il nous a été difficile, voire impossible, de polir suffisamment notre
texte pour éviter les notations conflictuelles, fruit de ’usage, les erreurs ma-
térielles, voire les erreurs tout court. Comme il est rituel, nous invitons le
lecteur patient & les redresser et & nous en faire part. Nous espérons cepen-
dant que ces défauts inévitables ne nuisent pas trop & la compréhension de
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P'ouvrage, méme si une quantité change parfois de symbole de chapitre en
chapitre, ou si la méme lettre désigne dans des paragraphes voisins deux
entités distinctes.

Nous avons inclus des passages en petits caracteres, concernant des
compléments, des explications et quelquefois des exercices, le plus souvent
résolus. En outre, quelques appendices constituent de (trop) brefs résumés
de sujets qu’il n’était pas possible de présenter en détail. Enfin des notes
bibliographiques complétent chacun des chapitres et sont destinées & indi-
quer nos sources, fournir des jalons, et surtout & encourager le lecteur a
poursuivre son étude dans les articles originaux ou de revue. Ces notes sont
évidemment trés incomplétes.

Parmi les textes qui servent de références, figurent bien entendu ceux
de la série publiée par C. Domb et M.S. Green, et maintenant J. Lebowitz,
intitulée Phase Transitions and Critical Phenomena, publiée par Academic
Press (New York). En ce qui concerne la mécanique statistique, citons K.
Huang, Statistical Mechanics, J. Wiley and Sons, New York (1963), H.E.
Stanley Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena, Oxford
University Press (1971), S.K. Ma Modern Theory of Critical Phenomena,
Benjamin New York (1976) et Statistical Mechanics, World Scientific, Sin-
gapour (1985), D.J. Amit Field Theory, the Renormalization Group and
Critical Phenomena, World Scientific, Singapour (1984).

Tandis que nous préparions cette édition sont venus s’ajouter plusieurs
ouvrages traitant des mémes sujets. Il s’agit tout d’abord du livre de M.
Le Bellac Des phénoménes critiques auz champs de jauge, une introduction
auz méthodes et auz applications de la théorie quantique des champs, publié
dans la méme collection par InterEditions, Editions du CNRS Paris (1988)
et de ceux de G. Parisi Statistical Field Theory, Addison Wesley, New York
(1988) et S. Polyakov Gauge Fields and Strings, Harwood (1988). Enfin un
traité de J. Zinn-Justin devrait paraitre sous peu.

La référence classique ou ’on trouve un traitement des intégrales de
chemins est R.P. Feynman et A.R. Hibbs Quantum Mechanics and Path
Integrals, Mc Graw Hill, New York (1965). Des aspects variés sont discu-
tés dans C. Itzykson et J.-B. Zuber Quantum Field Theory, Mc Graw Hill,
New York (1980), P. Ramond Field Theory, A Modern Primer, Benjamin,
Cummings, Reading, Mass. (1981), J. Glimm et A. Jaffe Quantum Physics,
Springer, New York (1981). De nombreux progrés récents de la théorie des
champs qui n’ont pas trouvé place dans notre traitement sont présentés
dans S. Coleman Aspects of Symmetry, Cambridge University Press (1985),
S. Treiman, R. Jackiw, B. Zumino et E. Witten Current Algebra and Ano-
malies, World Scientific, Singapour (1985). Pour s’initier aux systémes inté-
grables, on consultera R. Baxter Ezactly Solved Models in Statistical Mecha-
nics, Academic Press, New York (1982) et M. Gaudin La Fonction d’Onde
de Bethe, Masson, Paris (1983). Bien entendu cette liste n’est qu’indicative
et 'on trouve de nombreuses autres références dans les notes.
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Saclay, Février 1989

Avertissement
Dans cet ouvrage, nous avons utilisé les notations internationales.
Ainsi, les nombres décimaux ont un point décimal plutét qu’une virgule,
In représente le logarithme népérien, tan la tangente, sinh, cosh, tanh les
lignes hyperboliques, etc.



CHAPITRE I
DU MOUVEMENT BROWNIEN

AUX CHAMPS EUCLIDIENS

On sera peut-étre surpris de nous voir entreprendre cette étude par
une description du mouvement brownien. Ce sujet constitue pourtant une
introduction naturelle au concept de champ euclidien quantique, comme on
le verra par la suite, et permet de donner une interprétation intuitive qui
met en relief le réle joué par la dimensionalité. Les courbes browniennes ont
une dimension effective égale 4 deux (leur dimension de Hausdorff). Ce fait
est particulierement riche d’informations. Il signifie, entre autres, que deux
courbes de ce type ne peuvent se couper, donc interagir, si la dimension est
supérieure & quatre. C’est ce que nous montrons dans la premiere partie du
chapitre I, oli nous discutons aussi le passage d’une version discréte, c’est-a-
dire faisant intervenir un réseau, & une marche dans l’espace continu. Nous
présentons dans la deuxiéme partie une analyse semblable pour les champs
en interaction, initialement développée par K. Symanzik. Cette analyse est
reliée aux développements de couplage fort, ou encore a haute température,
qui seront étudiés plus loin, en particulier au chapitre VI de ce volume et au
chapitre VII du deuxiéme volume. L’utilisation des champs & n composantes
fournit le moyen d’introduire les marches avec retour exclu, grice a ’artifice
d’un prolongement dans la variable n et un passage a la limite n — 0. Nous
concluons ce chapitre par une discussion des systémes élémentaires & une
dimension. Ceci nous offre I’occasion de présenter le concept de matrice de
transfert.

1. Mouvement brownien

1.1 Marche au hasard

Considérons une marche au hasard sur un réseau régulier et infini
de ’espace euclidien 4 d dimensions. Chaque point du réseau posséde g
voisins; ¢ est appelé le nombre de coordination du réseau. A intervalles de
temps réguliers At = 1, un marcheur choisit de quitter le point qu’il occupe
pour I'un de ses voisins, choisi au hasard. La probabilité de le retrouver a
I'un quelconque des points voisins est 1/q. Les déplacements successifs sont
indépendants. Pour simplifier, nous choisissons un réseau (hyper)cubique
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engendré par d vecteurs de translation orthogonaux e(), ..., € tels que
€(,) " €() = 6. Les points seront notés x = w“e(u), les coordonnées z*
étant des entiers. Pour un tel réseau, on a ¢ = 2d. La figure 1 donne une
illustration pour une marche au hasard de 2000 pas en dimension deux.
Notez la présence des grands domaines ou le marcheur a visité tous les
points.

-

J,J

H-
I
1T

=

=
i
¥
R

juna]

i

|
-

Figure 1: Marche au hasard de 2000 pas en dimension 2.

Cherchons en premier lieu & déterminer la probabilité conditionnelie
P(x1,t1;%0,%) qu’a le marcheur d’étre au point x; au temps t; sachant
qu’il était au point xq au temps t5. Pour ¢; = ¢y, on a

P(xlatG;x(]’tO) = 6X11x0 (1)

Le symbole dx, x, est une notation compacte pour le produit szl bpnpn. La
probabilité P n’a de sens que pour ¢; > tg et ne dépend que des différences
t; — to, X1 — Xg, le processus étant invariant par translation dans le temps
et dans Uespace. A t; fixé, la condition de normalisation s’écrit

> P(xy,ti5%0,t0) = 1 (2)
X1
Chacune des probabilités P est positive ou nulle.

La formulation discréte, adoptée ici, dépend fortement du choix du
résean. Par exemple si ¢; — tp est pair (impair) le marcheur ne peut se
trouver que sur un site dont la somme des coordonnées de x; — xy est
paire (impaire). Nous serons cependant intéressés par des caractéristiques
asymptotiques qui ne dépendent plus de la structure du réseau.

Il existe une relation linéaire de récurrence entre les probabilités P au
temps t et ¢t + 1 qui exprime que le marcheur ne peut atteindre le point x
au temps ¢ + 1 que s’il était en un site voisin x’ = x + e(,,) au temps ¢
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1
P(x,t+ 1;%9,t0) = 2% Z P(x',t; %0, t0) 3)

voisin de x

Cette relation généralise évidemment la construction du triangle arith-
métique de Pascal correspondant au cas d = 1. Les équations (1) et
(3) déterminent alors P. Nous lillustrons sur la figure 2 pour un cas
bidimensionnel.

t=0 t=1 t=2 t=3
1
1 3 .3
1 2 . 2 3 .9 .3
1 1.1 1.4 .1 1.9 .9 .1
1 2 .2 3.9 .3
1 3 .3
1
1 4 16 64

Figure 2 : Probabilités relatives pour une marche au hasard en dimension
2 sur un réseau carré. Le facteur de normalisation est 47¢.

L’équation (3) introduit une version discrétisée de ’opérateur laplacien
que nous noterons A,

d
() = 5o SMfGcteq) + fx—e) =20 (4)
u=1
ce qui permet de récrire

P(x,t+ 1;%0,t0) — P(x,t;%0,t0) = ArP(x,t;Xo, to) (5)

approximation aux différences finies de 1’équation de diffusion dans le

continu
0
(5 — A) P=0 (6)

La solution des équations (3) ou (5) s’obtient par transformation de
Fourier. Notant

P(x,t;x0,10) = w—(ﬁlf—‘k"‘f?kt 7
2 by &0, 0)_ (27T)de ( 7) ()
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nous trouvons

d
1 . .
P(k,t+1) == §=: cosk,P(k,t), avec P(k,tg)=e Tk¥o

On en déduit

™ adk 1 ne
. - 1k (x1—x0) | =
P(x1,11;%0,10) = @ (d Xuzcosku> (8)

Nous voulons maintenant examiner ces expressions avec une résolution
grossiere relativement au pas du réseau et pour des temps suffisamment
longs. Il est commode pour cela de faire un changement d’échelle sur les
vecteurs de base en introduisant une longueur élémentaire a, de sorte que
€)' ew) = a26,,,, et de considérer que I'intervalle de temps élémentaire est
T au lieu de 1. Dans les représentations précédentes il faut alors faire les
substitutions £ — t/7, x — x/a et k — ak, ce qui revient &

/e gk 1 ()l
_d 1k X1 —X il
P(x1 —x0,t1 —tp) =a /—W/a (27r)d (x1—-%0) (d Zu:cosak,‘)
)

Nous voulons maintenant faire tendre a et 7 vers zéro, en maintenant les
distances et les intervalles de temps fixes. La probabilité de trouver le
marcheur au voisinage de x;, dans un volume Az suffisamment grand par
rapport & la maille a?, mais suffisamment petit pour que P ne varie pas de
fagon appréciable & Vintérieur de Az (ce qui implique (t; — to)/7T grand),
est donnée par

p(x1 —Xo,t1 —tp)Azx = Z P(Xll—-Xo;tl—to) ] A—;I;-P(Xl—)((),tl-—to)
x)€x1+Azx a
(10)
La densité de probabilité p = P/a? est alors

w/a qék 1 (mte)lr
1k X1 —X
p(x1 — Xo,t1 — o) = aligo e (27r)d (1=0) (E gcosakﬂ)
(11)

La limite n’a de sens que pour a et 7 tendant vers zéro de telle sorte que
7/a? reste fini, comme on le voit en développant le cosinus
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(t1—t0)/T _
1 2 (t1i~to)/T
(2 E CcoSs aku> = (1 —_ ;_dk2 + .- ) — e_(tl—to)}(Z (12)
m

ou nous avons choisi une échelle de temps en posant

— 1 2
T= 2da (13)
Dans ces conditions
+co ddk
p(x1 — Xo,t1 — to) = / =g expl—(t1 — to)k? +i(x1 — x0) - K]
oo (2m) (14)

1 (x1 — X0)?

R T e <_ 4(t; —to) )

Nous reconnaissons le noyau caractéristique de 1’équation de la diffusion
dans le continu. Ce noyau positif, symétrique, satisfait aux relations

/ddxp(x,t;xo,to) =1 (15a)
thn% p(Xl,tl;Xo,to) = 5d(X1 - XQ) (15b)
1—%o
Q—A (x,t;%0,%0) =0 (15¢)
6t PX,1;Xp,10) =
to >t > tg =
/dd}q P(Xz,t25 X1, t1)p(X1, 15 X0, t0) = P(Xa, t2; X0, o) (15d)

La condition (15a) exprime la conservation des probabilités; elle géné-
ralise au continu I’équation (2) établie pour le cas discret; (156) redonne
la condition initiale en mesure, malgré les approximations faites. Quant &
(15¢) c’est 1’équation de diffusion. Enfin (15d) traduit le fait qu’a un temps
intermédiaire ¢; compris entre ¢y et t2 le marcheur qui a la mémoire (tres)
courte se trouvait quelque part. Cette derniére relation, caractéristique
d’un processus Markovien est en accord avec la propriété de convolution
des intégrales gaussiennes et nous permettra d’obtenir par la suite une
représentation en terme d’intégrale sur les chemins, pendant continu d’une
propriété analogue sur le réseau.

Avant d’élaborer ce point, revenons a la limite (11) ce qui nous a permis
de trouver une loi de diffusion (14) isotrope et invariante par translation,
fonction de (x; — %¢)?, & partir d’une variante discréte qui ne possédait
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que les symétries cubiques. Ce faisant, nous avons fixé les intervalles de
temps t; — to et les distances x; — x physiques et nous avons considéré
que les mailles spatiales a et temporelle 7 tendaient vers zéro, le rapport
7/a? restant fixé. En toute rigueur, il fallait que les coordonnées de x; — xg
et t; — tp soient des multiples de a et T respectivement. Nous aurions bien
sir pu procéder 3 l'inverse en faisant tendre x; — xg et ¢; — £y vers ’infini
a P’échelle des mailles, mais la visualisation en aurait souffert. La premiere
démarche rappelle la limite ultraviolette en théorie des champs ol un facteur
de coupure (proportionnel ici & a~! dans une échelle de nombre d’onde)
tend vers infini, les quantités mesurables étant maintenues constantes.
Dans le cas présent nous avons aussi utilisé un facteur de coupure 77!
dans les fréquences, avec la relation 77! ~ a~2. Une interprétation que
nous développerons plus loin est que la courbe brownienne typique a une
“dimension” égale & deux. On parle de dimension de Hausdorff. La courbe
étant parcourue 3 vitesse constante (les intervalles entre sauts sont égaux a
T), sa longueur est proportionnelle & ¢; — g, la distance typique parcourue
n’étant que de Dordre |x; — Xo| ~ (1 — to)%. De manitre imagée, si avec
une quasi-certitude ’ensemble des courbes browniennes issues d’un point
sont contenues dans un (hyper) volume et si on fait croitre leur longueur
t; — tg d’un facteur A, le nouveau volume nécessaire pour les contenir aura
une taille A%/2Q0. Si on définit un exposent v caractérisant la distance bord
a bord selon

Ix1 — Xo| ~ (t1 — t0)” (16)

alors la valeur de v pour le mouvement brownien est

V=

1
3 (7
premier exemple simple d’ezposant critique. Nous reviendrons souvent sur
cette notion dans les chapitres qui suivent.

A vrai dire, explication la plus élémentaire du résultat (16)-(17) est le
théoréme central limite en théorie des probabilités. Les pas successifs sont
des variables aléatoires non corrélées et ’écart quadratique moyen de la
somme des distances ne croit que comme le nombre de termes, c’est-a-dire
le nombre de pas.

Vérifier que la marche au hasard sur un réseau bidimensionnel triangu-
laire conduit & la méme limite continue (14) que celle sur un réseau carré.

Sur un réseau triangulaire chaque point a ¢ = 6 voisins. Il est commode,
comme on le voit sur la figure 3, d’utiliser une base redondante de 3 vecteurs
e(; tels que Ze(i) =0, e%i) =1, es - ey) = —% (i # 7). La probabilité
conditionnelle que le marcheur soit au point x au temps ¢ + 1 est donnée par
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Figure 3: Le réseau triangulaire et sa premiére zone de Brillouin.

3
1
P(x,t+1)= 2 P(x+eg,t)+ Px—eg), 1)

i=1

Les points du réseau sont repérés par trois entiers {n;}, avec x = Z nieg;)y-
On peut ajouter une constante aux n; sans changer x. De méme la grandeur
conjuguée k = E kie;) est caractérisée par trois nombres k;, auxquels on
impose la condition supplémentaire Zki = 0. On a donc

3 3
k-x=52k,~n,~ . K= SRR R

Le domaine d’intégration dans la variable k est I’hexagone |k;| < w, dont I’aire
est 2w2v/3. Ceci conduit 3

2k 1 3 3 t
P(x,t) = / —dz—e‘k"‘ [— (cos §k1 + cos —kg + cos —2—k3)]
hexagone 2m \/§ 3 2 2

Changeons maintenant d’échelle selon la régle x — x/a, k — ka, t — ¢/7,

t = a2?/8, nous obtenons alors, & la limite @ — 0 le méme résultat que
précédemment
d®k _pe2; 1 2
x.t) = e~ Hikex _ 2 a-x /4t
P t) (27)? 4mt

en utilisant le fait qu’il y a 2Az/ a2+/3 points du réseau dans une portion d’aire
Az. Ce résultat confirme 1'universalité de la limite isotrope.

En dimension arbitraire cette construction peut étre considérée comme
la projection de la base orthonormée d’un réseau hypercubigue a (d + 1)
dimensions sur I’hyperplan x1 + - - - + 2441 = 0. Le réseau ainsi obtenu est le
dual de la section du réseau hypercubique par le plan précédent. Pour d = 3,
ceci donne le réseau cubique centré dual du réseau cubique a face centrée.

7
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Le temps moyen passé en un point, fini ou infini, est donné par l'ex-
pression

0o ™
G(xl __.XO) = Z P(xlytl;XO)tO) = [W (271.)!1 1 _ lZcosk
4o

d?k eik~(x1 —xg)

(18)

t1=to

qui satisfait a

1
G(x1 — X0) = by %y + i > G(x1 + e,y —%0) + G(x1 — e(u) = Xo) (19)
w

soit encore

ALG(x1 — Xg) = —0x; xo (20)

Cette relation justifie le nom de fonction de Green (symétrique et
positive) de Vopérateur —A,. On constate que G(x) est bien défini pour
d > 2. Pour d = 1 ou 2 le temps passé en un point est infini, en raison de la
divergence infrarouge de Uintégrale (18) ol Vintégrand se comporte comme
d%k/k? pour k? petit. On peut cependant former alors la différence

G*(x1 — x9) = G(x1 — %9) — G(0)

[o 9
= Z P(x1,t15%0,%0) — P(Xo0,t1; X0, to)

n=to (21)
__/ d?k cosk-(x; —xp)—1

d
(2m) 1-— 3 Z cosk,
N

qui est bien définie quelle que soit la valeur de d. Elle satisfait encore
3 l'équation (20), puisque formellement on n’a fait que soustraire une
constante, qui peut étre infinie. Cependant on perd ainsi la propriété de
positivité, comme I'illustre I’expression de G* & une dimension

d=1 G*(x1 — xg) = — |X1 — Xg| (22)

Plus généralement considérons

G(xy —X0,A) =X Y A% P(xy,15%0, to) (23)

t1=to

qui coincide pour A = 1 avec la fonction de Green considérée plus haut.
Pour |A| < 1, la somme est convergente et admet la représentation intégrale
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