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Introduction


Deux préjugés s’opposent et se contredisent. Celui du mathématicien, qui aime dire que les mathématiques commencent avec l’infini et qui sous-entend plus ou moins que ce qui est fini est toujours un peu trop facile. Celui du sens commun, qui considère en revanche que l’infini est impossible à maîtriser et que nous, pauvres humains, nous ne pouvons donc pas nous amuser à des jeux infinis. Les deux sont dans l’erreur.
Les mathématiques du fini sont aussi difficiles et profondes que celles de l’infini, bien qu’elles aient l’avantage quand on les pratique de fournir la certitude qu’on n’est pas en train de rêver et de se raconter des histoires…
Quant au préjugé du sens commun, il se trompe aussi, car les jeux avec l’infini sont possibles et nombreux ; tout le monde peut les comprendre et s’en amuser. L’infini pour celui qui aime jouer n’est pas une abstraction à fuir ; d’ailleurs, les jeux finis s’appuient eux-mêmes souvent sur un infini caché (par exemple, celui de l’ensemble de leurs configurations) et finalement jouer, c’est toujours apprivoiser de l’infini.
Le but de ce livre composé autour des thèmes mathématiques variés se trouve justement là : vous persuader que le fini est aussi inépuisable et subtil que l’infini dont la compréhension n’est pas réservée aux puissances divines. L’un comme l’autre se retrouvent dans toutes sortes de divertissements combinatoires et graphiques. Le fini et l’infini s’associent délicatement et s’entremêlent miraculeusement, leur dialogue ininterrompu affine notre perception et rend le monde plus clair dans nos esprits qui cherchent à en découvrir les clefs.
 
Le chapitre 1 traite d’un jeu localement fini qui se joue sur un damier infini que des passionnés depuis quarante ans étudient avec ferveur : le Jeu de la vie de John Conway. On y présente quelques-unes des constructions inouïes mises au point par les amateurs à coups de milliers d’heures de calculs d’ordinateurs et d’explorations patientes, minutieuses et parfois géniales. La physique abstraite et combinatoire qui se déploie dans cet univers planaire semble totalement invraisemblable. Elle nous apprend que la complexité est susceptible de naître de presque rien.
Le chapitre 2 aborde les jeux finis et infinis que des méthodes d’analyse résolvent totalement en formulant des stratégies gagnantes pour l’un des joueurs. L’infini des ordinaux de Georg Cantor dans le cas des jeux infinis est crucial mais, loin d’être une abstraction inaccessible, il se montre ici concret et utile.
Le chapitre 3 aborde un type de jeux que nous pratiquons tous chaque jour, entre nous, dans le monde social et économique. La question posée est celle de la rationalité de nos comportements. Cette rationalité supposée par les économistes et la théorie des jeux est finalement bien incertaine. C’est ce qu’établissent les expériences menées en laboratoire avec des sujets humains à qui on demande de participer à des jeux finis… impliquant parfois un raisonnement infini.
Le chapitre 4 montre qu’on peut jouer à des jeux d’une durée infinie et même y découvrir des méthodes assurant de gagner formulables… en termes finis. Ces jeux à l’apparence anodine sont au cœur des réflexions sur l’infini des grands ensembles où ils sont les premiers pas de la résolution d’un problème posé il y a plus de cent ans par Cantor : l’hypothèse du continu.
Le chapitre 5 est essentiellement ludique et, par le biais d’un jeu fini de transformations d’images, il tente de rendre visibles et évidentes quelques notions liées à la théorie des groupes et aux courbes de longueur… infinie.
Le chapitre 6 s’intéresse aux pavages fins de la droite, du plan et de l’espace. Ce jeu – infini au possible – consiste à remplir sans chevauchement ces ensembles géométriques continus à l’aide de morceaux identiques sans épaisseur. L’existence d’un pavage de l’espace par des cercles (de rayon non nul) est étonnante d’autant qu’on prouve aussi que le plan ne peut pas, lui, être pavé par des cercles.
Le chapitre 7, finalement, propose un jeu d’imagination à propos de l’infini. Qu’est-ce que pourrait être un livre infini ? Y en a-t-il de plusieurs types ? Comment, avec nos moyens finis, les manipuler, les classer et les identifier ? Là encore, le continu et le discret se mêlent et nous réservent de belles surprises.
Les chapitres peuvent être lus indépendamment les uns des autres ; souvent même, les encadrés ne demandent pas de s’être plongé dans le texte principal : piochez-en un au hasard et, s’il accroche votre curiosité, cherchez la première page du chapitre et… jouez1.


1. 
En notant par A les chapitres les plus faciles et par C ceux qui demandent le plus de concentration, les chapitres se classent de la manière suivante : chapitre 1A ; chapitre 2B ; chapitre 3A ; chapitre 4C ; chapitre 5A ; chapitre 6B ; chapitre 7A.






CHAPITRE 1
Quarante ans de Jeu de la vie


Survivre, se déplacer et calculer

RÉSUMÉ. Les automates cellulaires, dont le Jeu de la vie est le plus remarquable exemple, poursuivent leur propre évolution sur un damier à cases carrées. La mécanique élémentaire qui détermine leurs mouvements est d’une grande simplicité, et pourtant, comprendre ce qu’ils font et les « programmer » est un art subtil. Depuis bientôt quarante ans, les passionnés de ce jeu localement fini qui se déroule sur un terrain infini y construisent des configurations aux propriétés fantastiques.

Les drôles de machines des ingénieurs du Jeu de la vie
Calculer, c’est observer, se souvenir et agir. Celui qui effectue une multiplication avec un papier et un crayon regarde les nombres qu’il doit multiplier, s’en souvient (au moins partiellement à chaque étape du calcul), se remémore les tables de multiplication, et cela détermine le résultat qu’il pose sur le papier. Dans le cours de la multiplication, il doit aussi se souvenir de l’endroit précis où le calcul en est arrivé et s’il y a des retenues.
Le mécanisme le plus élémentaire de calcul conçu par les mathématiciens est l’automate fini. L’automate fini procède lui aussi selon le principe : observer, se souvenir et agir. L’automate observe les autres automates autour de lui – on suppose que des automates identiques sont placés sur toutes les cases d’un damier infini –, se souvient de l’état dans lequel il se trouve (les états internes de l’automate sont en nombre fini, c’est ce qui lui donne son nom) et agit en changeant d’état selon des conventions invariables qui le caractérisent – conventions assimilables à un programme. Ce type de calculateur élémentaire est nommé aussi automate cellulaire.
Un exemple simple est l’automate Déplacement Est : chaque cellule possède deux états possibles 0 et 1 (vide ou plein ; blanc ou noir). Pour changer d’état, chaque automate examine l’état de son voisin Ouest, le mémorise et agit en l’adoptant pour nouvel état. Si un motif géométrique composé de 0 et de 1 est dessiné sur le plan et qu’on fasse fonctionner chaque automate une fois – on dit qu’on calcule une nouvelle génération –, le motif se déplace d’une case vers l’Est.
ENCADRÉ 1.1
Automate cellulaire Déplacement Est
[image: image]

D’une génération à la suivante, l’automate cellulaire Déplacement Est reproduit le motif initial en le décalant d’une case vers la droite. La règle de fonctionnement de chaque cellule est élémentaire : observer l’état – noir ou blanc – de la cellule voisine de gauche et l’adopter comme nouvel état.



Le Jeu de la vie
Tous les automates cellulaires du plan ne sont pas intéressants et, par exemple, l’automate Déplacement Est n’est guère susceptible de nous surprendre. Ce n’est pas général et John von Neumann a établi dans les années 1940 l’existence d’automates autoreproducteurs, c’est-à-dire possédant des configurations qui, en fonctionnant, créent des copies d’elles-mêmes. Le système conçu par von Neumann était d’une très grande complexité. Cependant, ce premier travail a suggéré que certains automates cellulaires assez simples devaient produire des dynamiques évolutives variées. En 1970, John Conway fixa les règles du Jeu de la vie qui est un automate cellulaire particulier du plan dont l’intérêt ne s’est jamais démenti depuis.
Martin Gardner présenta ce jeu dans un article paru en octobre 1970 dans la revue Scientific American ; il est sans doute à l’origine de cette communauté d’explorateurs-expérimentateurs qui tentent d’élucider les mystères de cet univers infini où, comme dans le nôtre, tout est localement fini.
Puisqu’il s’agit d’un automate cellulaire, le Jeu de la vie fonctionne seul sans qu’aucun joueur intervienne ou, pour le dire comme le propose Conway, c’est un « zero-player game ». Une science nouvelle en est sortie et poursuit l’étude d’un monde dont la définition tient en trois lignes, mais dont la richesse semble inépuisable, au point que certains la jugent équivalente à celle de notre monde physique. Cette discipline est à la croisée des chemins de la physique – on y construit des sortes de machines –, de la biologie – les êtres qu’on y étudie sont des cellules qui naissent et meurent et leurs configurations semblent animées d’une vie propre –, des mathématiques – on y prouve des théorèmes –, et de l’informatique – les ordinateurs y jouent le rôle de microscopes. Elle poursuit ses avancées grâce à une bande de passionnés qui, par tous les moyens possibles, tentent de répondre aux énigmes posées par l’extraordinaire monde plat de Conway.
Le monde du Jeu de la vie est un plan infini quadrillé dont chaque case carrée est soit occupée par une cellule, soit vide. Chaque case possède 8 voisines. Entre deux générations, des naissances et des décès s’y produisent mécaniquement. La règle qui les détermine est la simplissime règle de Conway : si une case est vide et que 3 de ses voisines sont occupées alors une naissance s’y produit ; si une case est occupée, la survie n’y est possible que si 2 ou 3 cases voisines sont occupées ; dans tous les autres cas, la case se retrouve vide à la génération suivante. En résumé :
naissance si 3 voisins ; survie si 2 ou 3 voisins.

Cette règle, choisie parce qu’elle est naturelle – la vie nécessite déjà de la vie, mais trop de vie provoque l’étouffement – et qu’elle engendre un monde animé de mouvements complexes et inattendus, a dépassé toutes les espérances de son créateur. D’autres règles ont été proposées, certaines sont peut-être aussi intéressantes que celle choisie par Conway mais aucune n’a été étudiée avec autant de persévérance et de passion. Les mathématiciens, qui savent traiter des problèmes d’une abstraction et d’une difficulté étourdissante, sont assez démunis pour résoudre la plupart des énigmes que pose cette biologie apparemment triviale. Cette situation laisse le champ ouvert aux étranges ingénieurs-biologistes à qui l’on doit les résultats que nous allons présenter et qui sont le produit de quarante années d’exploration menées à l’aide de millions d’heures de calculs d’ordinateurs. Voici le nom des plus imaginatifs de ces chercheurs : David Bell, Nicolay Beluchenko, David Buckingham, Tim Coe, Charles Corderman, Noam Elkies, David Eppstein, Achim Flammenkamp, Bill Gosper, Dave Greene, Alan Hensel, Dean Hickerson, Hartmut Holzwart, Dieter Leithner, Gabriel Nivasch, Andrzej Okrasinski, Paul Rendell, Stephen Silver, Karel Suhajda, Jason Summers, Paul Touke.
ENCADRÉ 1.2
Automate du Jeu de la vie
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D’une génération à la suivante, l’automate cellulaire du Jeu de la vie fonctionne selon la règle :
– chaque cellule examine les 8 cellules voisines et compte le nombre de cellules noires ;
– si la cellule est blanche et qu’elle possède 3 cellules voisines noires, elle devient noire (naissance) ;
– si la cellule est noire et qu’il y a 2 ou 3 cellules voisines noires, elle reste noire (survie) ;
– dans tous les autres cas, la cellule sera blanche à la génération suivante.



Oscillateurs
L’étude au hasard des configurations les plus simples fait rapidement découvrir que certaines figures sont stables, que d’autres sont périodiques (elles reprennent le même état après être passées par une série d’états différents). Quelques exemples sont proposés dans les encadrés 1.3, 1.4 et 1.5.
ENCADRÉ 1.3
Configurations stables et périodiques
[image: image]

La règle simplissime du Jeu de la vie « naissance si 3 voisins ; survie si 2 ou 3 voisins » maintient stables certaines configurations. Les configurations immobiles à 4, 5 et 6 cellules sont données sur les schémas des deux lignes du haut. Certaines configurations passent par plusieurs états différents avant de revenir à leur état initial. Une telle configuration, de période 2, est dessinée sur le schéma de la troisième ligne avec les deux états de la configuration. Trois autres configurations périodiques de période 3 sont dessinées sur le schéma du bas. On connaît aujourd’hui des milliers de configurations stables et périodiques et même des schémas de construction qui en engendrent des familles infinies.


Une première question se pose. Est-ce que toutes les périodes sont possibles ? L’étude de cette question est loin d’être facile, car après avoir découvert – par tâtonnements – quelques configurations périodiques, comment savoir si les périodes qu’on n’a pas rencontrées sont vraiment impossibles ?
Entre 1 et 54 on connaît des configurations périodiques pour toutes les périodes, sauf pour 19, 23, 31, 37, 38, 41, 43 et 53.
Depuis 1996, grâce à une méthode proposée par David Buckingham, on sait réaliser des configurations périodiques de période p, pour tout entier p ≥ 54. Ce résultat remarquable est un théorème mathématique dont la démonstration consiste à suivre le fonctionnement de la construction de David Buckingham.
Le dernier progrès important a été la découverte en 2002 d’un oscillateur de période 27 par Noam Elkies. Qui saura résoudre le problème de la période 19 et des sept autres entiers dont le statut reste inconnu en 2009 ?
Notons que les collections d’oscillateurs continuent de s’agrandir et que, par exemple, en novembre 2008, Nicolay Beluchenko a mis au point un nouvel oscillateur de période 4 ne comportant que 37 cellules. Certaines pages Internet, régulièrement mises à jour, indiquent l’état précis de la situation. Voir par exemple : http://pentadecathlon.com/lifeNews/oscillators/
ENCADRÉ 1.4
Presque toutes les périodes
[image: image]

Un oscillateur pour chacune des périodes de 1 jusqu’à 29. Seuls manquent des oscillateurs de périodes 19 et 23, et personne ne sait aujourd’hui s’il en existe.


ENCADRÉ 1.5
Oscillateurs de période 5
[image: Une collection d’oscillateurs de période 5.]
Une collection d’oscillateurs de période 5.





Croissance infinie
Après quelques essais et observations de l’évolution des configurations du Jeu de la vie, une question vient rapidement à l’esprit : Une population de cellules peut-elle croître indéfiniment ?
Il semble que oui, car on trouve facilement des configurations simples dont l’effectif augmente durant un grand nombre d’étapes. Cependant, une observation ne règle pas la question, puisqu’une population composée au hasard finit le plus souvent dans un état périodique et cesse de s’étendre : il est ainsi à craindre que même ce qui semble avoir augmenté longtemps arrête de le faire plus tard. Pour répondre définitivement au problème de la croissance infinie, il faut trouver des arguments précis.
Comme on s’y attendait, la réponse à la question est en définitive positive. Elle a été donnée dès l’année 1970 par Bill Gosper, alors étudiant au MIT (Massachusetts Institute of Technology) de Boston aux États-Unis. Cette découverte lui permit d’emporter les 50 dollars promis par Conway à la première personne qui prouverait l’existence des configurations indéfiniment croissantes.
Pour comprendre le principe de cette construction, il faut d’abord savoir que certaines configurations possèdent la propriété de se déplacer : après plusieurs étapes de calculs, le même motif revient, décalé, comme le ferait une étape unique d’un automate de type Déplacement Est. La plus simple des configurations se déplaçant ainsi est nommée le glisseur : en quatre étapes, celui-ci se déplace d’une case en diagonale. Les encadrés 1.2 et 1.6 (colonne 1) le montrent. On voit les quatre formes prises par le glisseur qui, à l’issue de ces quatre transformations, se retrouve identique à lui-même, déplacé d’une case vers le sud-est. Sur la même figure, trois autres navires sont représentés qui, eux, se déplacent de deux cases vers l’est en quatre générations. La vitesse d’un signal dans le monde du Jeu de la vie est au plus une case par génération, ce qu’on assimile à la vitesse de la lumière, c. La vitesse du glisseur est donc c/4, et celle des autres navires de l’encadré 1.6 est c/2.
Quand on crée des configurations au hasard et qu’on les laisse évoluer, il n’est pas rare de voir apparaître spontanément des glisseurs, ou même de petits navires comme ceux de l’encadré 1.6, qui une fois créés s’échappent à toute vitesse vers l’extérieur.
ENCADRÉ 1.6
Le glisseur et quelques navires
[image: image]

Le glisseur (colonne 1) se déplace d’une case en diagonale toutes les quatre générations. Les autres navires du dessin se déplacent de deux cases vers la droite toutes les quatre générations.


C’est de ces glisseurs qui s’échappent que vient la solution du problème de la croissance infinie. La configuration qui rapporta 50 dollars à Bill Gosper est le lance-glisseur (ou canon à glisseurs). C’est une configuration qui toutes les 30 générations engendre un glisseur et reprend le même état. Les glisseurs engendrés s’échappent vers le sud-est, formant une file de glisseurs qui s’allonge régulièrement. Le nombre de cases noires de la configuration augmente ainsi de 5 toutes les 30 générations : le nombre de cases noires augmente donc sans limites (voir encadré 1.7).
Chose tout à fait extraordinaire, on peut disposer 13 glisseurs sur le plan, de façon qu’après leur rencontre, quand ils interagissent les uns avec les autres, la configuration résultante soit un lance-glisseur (voir encadré 1.8).
ENCADRÉ 1.7
Le lance-glisseur
[image: image]

Le lance-glisseur crée un nouveau glisseur toutes les 30 générations et fait ainsi croître le nombre de cases noires au fur et à mesure que le temps passe.


ENCADRÉ 1.8
La synthèse du lance-glisseur
[image: image]

13 glisseurs soigneusement disposés les uns par rapport aux autres créent un lance-glisseur. La rencontre des 13 glisseurs est ici représentée aux instants 0, 10, 20, 30, 40, 50 et 200 (quand le lance-glisseur est devenu fonctionnel et a déjà produit 4 glisseurs).



Simplification de démonstration
Aujourd’hui, de nouvelles démonstrations plus simples de la possibilité d’une croissance infinie sont disponibles, et l’encadré 1.9 en propose quatre tout à fait amusantes. Les deux premières ont été découvertes dans les années 1990 ; il s’agit de l’extenseur et du chasse-neige. Chaque fois, il s’agit d’une configuration qui avance en laissant derrière elle une traînée. Cette traînée est stable pour le chasse-neige et en mouvement oscillant pour l’extenseur. Les deux autres configurations qui s’étendent indéfiniment sont très récentes et laissent des traces plus larges derrière elles.
Si un obstacle est placé sur le chemin de ces configurations, ne serait-ce qu’un seul bloc de 4 cellules formant un carré – c’est la configuration stable la plus simple –, alors sa rencontre avec la partie avant de la configuration provoque sa destruction, ainsi que celle de toute la traînée qui s’embrase à toute vitesse, laissant des débris éparpillés et désordonnés – susceptibles d’engendrer par hasard des glisseurs.
ENCADRÉ 1.9
Extenseur, chasse-neige, etc.
[image: image]
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L’extenseur possède une tête qui se déplace vers la gauche et laisse derrière elle une traînée épaisse. Le nombre de cellules de cette configuration augmente linéairement. La figure s’étire précisément à la vitesse c/4 (une case toutes les 4 générations). Elle fut découverte en 1992 par Dean Hickerson à l’aide de recherches systématiques par programmes.
Le chasse-neige possède une tête qui se déplace en diagonale à la vitesse c/4 (elle a été construite en combinant plusieurs glisseurs) et laisse derrière lui deux traces parallèles épaisses. Le nombre de cellules de la configuration augmente précisément de 4 cellules toutes les 4 générations, c’est-à-dire d’une cellule par génération. Cette figure fut découverte en 1993 par Hartmut Holzwart.
Les deux autres extenseurs sont des constructions de 2005 dues au même Hartmut Holzwart.



Croissance rapide
Un chasse-neige ou un extenseur crée un nombre de cellules de plus en plus grand (s’il ne rencontre pas d’obstacles), mais remarquons que, d’une part, le nombre de cellules vivantes n’augmente que proportionnellement au temps (on dit qu’il augmente « en t » ou linéairement) et que, d’autre part, les cellules n’occupent qu’une petite partie de l’espace infini du plan (une bande étroite). Les questions suivantes viennent donc à l’esprit :
– peut-on créer une configuration qui se répand petit à petit sur tout le plan avec une densité positive (par exemple une case occupée sur deux) ?
– peut-on créer une configuration dont le nombre de cellules augmente plus vite que linéairement ?
La réponse positive à ces deux questions est donnée par une extraordinaire machine appelée le recouvreur-du-plan (voir encadré 1.10) construite en 1993. Au fur et à mesure des générations, les quatre têtes du recouvreur-du-plan avancent créant un carré occupé par des bandes alternativement vides et pleines qui sont stables et recouvrent la surface avec une densité de cellules de 1/2. Comme les têtes avancent à vitesse constante, la zone recouverte a une aire qui croît en fonction du carré du temps (on dit « en t2 ») et, donc, le nombre de cellules vivantes a lui aussi une croissance « en t2 » (et donc plus que linéaire). Une configuration possédant une croissance « en t2 » était déjà connue depuis les années 1970 (voir encadré 1.12), mais elle faisait intervenir 2 069 cellules, alors qu’ici il n’y en a que 206 au départ. En 1995, Tim Coe a fabriqué une variante du recouvreur-du-plan dont la configuration de départ n’utilise que 187 cellules.
ENCADRÉ 1.10
Le recouvreur-du-plan
[image: Le  aux générations 0 et 100]
Le recouvreur-du plan-aux générations 0 et 100


Le recouvreur-du-plan (space-filler) a été mis au point en 1993 par Hartmut Holzwart, Alan Hensel, David Bell et Dean Hickerson. Il s’étend indéfiniment sur le plan entier en y déposant une structure composée de bandes parallèles de densité 1/2. La croissance du nombre de cellules de la configuration est quadratique (proportionnelle au carré du nombre d’étapes). Les 4 têtes se déplacent à la vitesse c/2, ce qui est la vitesse maximale possible pour une frontière de configuration. La croissance de la configuration est « en t2/4 ». Plus précisément, si t est multiple de 4, alors le nombre de cases occupées à la génération t est [(t + 19)2 + 463] / 4.
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