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Avant-propos

Cet ouvrage a pour base un cours fondamental de troisieme cycle
donné en 1991-92, 1992-93 et 1993-94 a I’Université Paris Sud (Orsay).
Le cours comportait une cinquantaine d’heures a raison de 3/4 de cours et
de 1/4 d’exercices. Il s’adressait a des étudiants n’ayant jamais abordé la
géométrie algébrique. Vu le temps imparti, il ne peut s’agir, évidemment,
que d’une introduction a une partie de ce domaine. Le choix opéré ici est
celui de la géométrie projective sur un corps algébriquement clos, traitée
par des voies exclusivement algébriques.

Les principes didactiques de ce cours ont été les suivants :

1) Partir de problémes dont la formulation est simple, mais dont la so-
lution est non triviale (théoreme de Bézout sur l'intersection des courbes
planes, courbes unicursales). En 1993-1994 le chapitre sur les courbes
unicursales a été remplacé par celui sur la liaison des courbes gauches.

2) Introduire a cette occasion les outils fondamentaux de la géométrie
algébrique : dimension, singularités, faisceaux, variétés, cohomologie. En
ce qui concerne les schémas, on a choisi de ne pas en développer le for-
malisme sauf dans le cas fini (pour parler de multiplicités d’intersection).
Un petit résumé est donné en appendice. On en retient surtout 'usage
des éléments nilpotents.

3) Limiter au maximum la part de I’algebre commutative en admettant
un certain nombre de résultats (ou en se contentant de les montrer dans
des cas particuliers) lorsque leur démonstration n’est pas essentielle pour
leur utilisation. Les résultats fondamentaux utilisés sont rassemblés dans
un mémento avec des références. Certains sont proposés en exercices ou
en problémes.
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4) Ne pas craindre d’admettre certains résultats du corpus lui-méme,
lorsque leur sens n’est pas altéré par I’absence de démonstration. C’est le
cas par exemple pour l'unicité de la cohomologie ou pour certains points
techniques du chapitre IX. Plus généralement, on a essayé de mettre
I’accent sur la compréhension des phénomenes plus que sur la technique.

5) Pour chaque sujet abordé, fournir un certain nombre d’exercices et
de problémes. Les textes donnés aux différents examens ont été annexés
a l'ensemble.

Il est clair que sur un tel sujet on peut difficilement prétendre a ’ori-
ginalité. Ce travail s’est donc largement inspiré des ouvrages existants
et notamment des livres d’'Hartshorne [H], Fulton [F], Mumford [M] et
Shafarevitch [Sh].

Je remercie Mireille Martin-Deschamps pour sa lecture attentive et ses
remarques. Je remercie aussi les auditeurs de ce cours qui m’ont signalé
quelques erreurs et proposé des améliorations, et notamment Abdelkader
Belkilani, Nicusor Dan, Leopoldo Kulesz, Vincent Lafforgue et Thomas
Péteul.

Enfin, je suis heureux de remercier Claude Sabbah d’avoir accueilli
cet ouvrage dans la collection Savoirs Actuels et de m’avoir prété son
concours pour la mise au point du texte définitif.



Notations

On désigne par N (resp. Z, Q, R, C) l'ensemble des entiers > 0
(resp. des entiers relatifs, des nombres rationnels, des nombres réels, des
nombres complexes). On note F, le corps fini a ¢ éléments.

On note | E | le cardinal d’un ensemble E. On note [z] la partie entiére
d’un nombre réel. La notation (;‘) désigne le coeflicient binomial :

(o)==

On convient que ce coefficient est nul pour n < p.

Si f: G — H est un homomorphisme de groupes abéliens (ou de
modules, ou d’espaces vectoriels) on note Ker f (resp. Im f, resp. Coker f)
son noyau (resp. son image, resp. son conoyau). On rappelle que l'on a,
par définition, Coker f = H/Im f.

Une suite exacte de groupes abéliens (ou de modules, ou d’espaces
vectoriels) :

0 MMM -0
consiste en la donnée de deux homomorphismes u, v vérifiant :

a) u injectif

b) v surjectif

c) Imu = Kerwv.

On se reportera au mémento d’algébre pour des définitions et nota-
tions complémentaires.
Dans les exercices et les problemes, le signe § indique une question

difficile.
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Introduction

0. La géométrie algébrique

La géométrie algébrique est 'étude des variétés algébriques : toutes
celles qui sont définies comme ensembles des zéros d’un ou plusieurs
polyndémes. On peut en faire remonter P'origine & Descartes et de nom-
breux mathématiciens s’y sont illustrés : Abel, Riemann, Poincaré, M.
Noether, 1’école italienne avec Severi, plus récemment Weil, Zariski et
Chevalley. Elle a subi dans les années 1950-1960 un bouleversement gi-
gantesque sous impulsion de J.-P. Serre et surtout d’A. Grothendieck
et son développement a été considérable. C’est maintenant une disci-
pline fondamentale, non seulement pour elle-méme, mais aussi dans de
nombreuses parties des mathématiques.

1. Quelques objets

Il y a deux catégories essentielles de variétés algébriques : les variétés
affines et les variétés projectives. Ces derniéres sont les plus intéressantes,
mais nécessitent quelques définitions qu’il est prématuré de donner ici;
nous les verrons au chapitre II.

Pour définir une variété affine, on considére une famille de polynémes
P; € k[X;, ..., X,] a coefficients dans un corps k. Alors, le sous-ensemble
V de Pepace affine " défini par les équations P; = --- = P, = 0 est une
variété algébrique affine. Voyons rapidement quelques exemples :

a) Si les P; sont de degré 1 on retrouve les sous-variétés linéaires affines
de k™ : droites, plans, etc.

b) Prenons n =2, r = 1 et k = R, de sorte que k? est un plan réel et
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V, définie par I’équation P(X,Y) =0, une “courbe” plane. Par exemple
si P est de degré 2 on retrouve les coniques (ellipse X2 +Y? -1 = 0,
hyperbole XY — 1 = 0, parabole Y — X? = 0).

Si P est de degré 3 on dit que la courbe est une cubique, par exemple
Y? — X3 = 0 (cubique cuspidale, i.e. avec un rebroussement, en anglais
cusp), X% + Y% — XY = 0 (cubique nodale, i.e. & point double ordinaire
ou nceud), Y% ~ X(X ~ 1)(X + 1) = 0 (cubique non singuliére appelée
aussi courbe elliptique, cf. plus loin).

)

\

X34+VY3-XY =0 Y2-X3=0

/
N

V2o X(X-1)(X+1)=0

Il y a bien entendu des courbes de tout degré. Signalons seulement
les deux courbes suivantes : (X2 +Y?)? +3X?2Y — Y3 = 0 (trifolium) et
(X% +Y?)% - 4X?%Y? = 0 (quadrifolium).

(X*+Y%)24+3X%Y -Y3 =0 (XP+7Y2)P —4X?¥Y2=0

¢) Dans espace k* une équation F(X,Y,Z) = 0 définit cette fois une
surface. Par exemple, si F est de degré 2 on obtient une quadrique :
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X?24+Y?+ 2%~ 1=0 (sphere), X2+ Y? ~ Z2 — 1 = 0 (hyperboloide &
une nappe), etc.

d) Deux équations dans k3 définissent en général une courbe gauche,
par exemple, Y — X% = 0 et Z — X® = 0 donnent une cubique gauche
(ensemble des points (u, u?, u3) pour u € k).

e) Il est clair que ’étude des variétés algébriques dépend essentielle-
ment du corps de base. Ainsi, sur le corps des réels on peut avoir quelques
surprises (regarder les “courbes” planes d’équations X2+ Y2 +1 =0 ou
X2+ Y?% = 0). Le cas le plus agréable est celui ol k est algébriguement
clos (par exemple k = C). C’est le cadre dans lequel nous travaillerons.
Ce choix, qui revient, en fait, & s’intéresser davantage aux équations des
variétés qu’a leurs points, est partiellement justifié par le fait que ’on
peut plonger n’importe quel corps dans un corps algébriquement clos.!

Bien entendu le point de vue inverse est tout aussi intéressant. Il
conduit par exemple & la géométrie algébrique réelle (cas £k = R) ou a
Parithmétique (cas k = Q, voire Z, ou k fini). Ainsi les points sur Z
de X™ + Y™ — Z™ = 0 sont 'objet de la célebre conjecture (théoréme?)
de Fermat. De méme la recherche des points rationnels de la courbe
Y?—X(X —1)(X — ) = 0 est un domaine trés ouvert (arithmétique des
courbes elliptiques). Deux grandes conjectures concernant ces questions
ont récemment été résolues : conjecture de Weil (Deligne, 1974) et de
Mordell (Faltings, 1982). Mais ceci est une autre histoire.

f) Par ailleurs les variétés algébriques se rencontrent dans de nombreux
domaines des mathématiques. Un exemple simple est celui des matrices
et des groupes classiques. Ainsi le groupe

SLa(k) = {A € My(k) | det(4) =1}

est une variété algébrique dans ’espace affine des matrices (car le dé-
terminant est un polynéme). De méme le groupe orthogonal :

Onlk) = {A € My(k) | tAA =T},

ou encore 'ensemble des matrices de rang < 7 sont des variétés algé-
briques affines. Les notions de géométrie algébrique que nous allons in-
troduire (par exemple la dimension au chapitre IV, les espaces tangents
au chapitre V) donnent des outils fondamentaux pour étudier ces variétés.

1Dans le cas ot le corps de base est R ou C les objets que nous étudions appa-
raissent aussi dans d’autres branches des mathématiques (topologie, géométrie diffé-
rentielle,...). En fait, la différence entre ces disciplines se situe plus au niveau des
fonctions que ’on y reconnait pour bonnes qu’a celui des objets (cf. Ch. III).
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g) Enfin, signalons un exemple de niveau de complexité supérieur : les
familles de variétés algébriques (par exemple 'ensemble des droites de k2,
ou I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension d d'un espace de
dimension n) peuvent souvent étre elles-mémes munies de structures de
variétés algébriques (un peu comme I’ensemble des parties d'un ensemble
est aussi un ensemble) et on peut alors leur appliquer les techniques de
la géométrie algébrique.

2. Quelques problemes

L’un des principes de ce cours est de prendre comme point de départ
des problémes simples dans leur énoncé mais dont la solution nécessite
la mise en ceuvre de techniques de géométrie algébrique assez élaborées
(les faisceaux, cf. Ch. III, la cohomologie, cf. Ch. VII). En voici deux
exemples : le probléme de Bézout et le probléeme des courbes unicursales.
On abordera aussi au chapitre X le probleme, moins élémentaire, de la
liaison des courbes gauches.

a. Intersections : le théoréme de Bézout

Si on étudie les intersections d’une conique (penser & une ellipse) et
d’une droite du plan on voit qu’on a au plus deux points d’intersection.
Avec une droite et une cubique on a au plus trois points, avec deux
coniques, au plus quatre points. La question naturelle est alors de se de-
mander si deux courbes planes C et C’, de degrés d et d’, ont toujours au
plus dd’ points d’intersection et dans quel cadre se placer pour obtenir
le théoréme idéal : deux telles courbes ont exactement dd’ points d’inter-
section. Il y a manifestemement quatre obstructions a la validité de cette
derniere assertion :

a) Les deux courbes peuvent avoir une composante commune, ainsi
les courbes d’équations XY =0 et X(Y — X) = 0 ont en commun P’axe
des y (i.e. la courbe X = 0) et V'intersection est alors infinie. On devra
donc supposer les courbes C et C* sans composante commune et avoir
auparavant précisé cette notion de composante (cf. Ch. I).

b) Si k est le corps des réels on sait bien que ’assertion n’est pas
toujours vraie. Par exemple le cercle X? +Y? — 1 = 0 et la droite X = 2
ne se coupent pas dans R2. En revanche, dans C? ils ont bien deux points
d’intersection : (2, ;z\/ﬁ) On supposera donc, pour avoir le théoréme
idéal, que le corps de base est algébriquement clos (cf. aussi 1.¢).
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c¢) Un autre contre-exemple essentiel au théoréme idéal est celui de
deux droites paralléles, ou d'une hyperbole et de son asymptote qui n’ont
pas de point d’intersection. La encore on voit bien ce qu'il faut faire pour
surmonter cette difficulté : introduire des points a 'infini. Pour nous, cela
signifiera qu’il faut travailler dans ’espace projectif et non dans 'espace
affine (cf. Ch. II).

d) Enfin, si 'on reprend le cas d’un cercle et d'une droite il est encore
un cas ol le nombre de points d’intersection n’est pas égal & deux, c’est
le cas ol la droite est tangente au cercle : les courbes X2 +Y2—~1=0
et X = 1 se coupent en 'unique point (1,0). Cependant si on résout le
systéme formé par ces deux équations on tombe sur la relation y% = 0, de
sorte que la solution y¥ = 0 est racine double : le point d’intersection est
multiple et il doit compter pour deux. De méme, si on coupe la cubique
Y? — X% = 0 par la droite Y = tX on trouve deux points seulement :
(¢2,¢%) et (0,0), mais ce dernier est double (ceci est dii & la singularité
de la cubique au point considéré, cf. Ch. V). Bref, il va falloir définir
soigneusement la multiplicité d’intersection de deux courbes en un point
(le lecteur se penchera sur le cas du trifolium et du quadrifolium en (0, 0)
pour se convaincre que ce n'est pas entiérement évident, cf. Ch. VI).

Avec toutes ces précautions on aura alors le résultat idéal (cf. Ch.
VI) :

Théoréme (de Bézout). Soient C, C' deux courbes projectives planes de
degrés d, d', définies sur un corps algébriquement clos, sans composante
commune. Alors, le nombre de points d’intersection de C et C', comptés
avec leurs multiplicités, est égal & dd'.

Ainsi le trifolium et le quadrifolium ont en commun, outre le point
(0,0) de multiplicité 14, quatre points réels (simples) & distance finie et
deux points imaginaires & I'infini, chacun de multiplicité 3, ce qui donne
bien 24 en tout.

b. Paramétrages, courbes unicursales, genre

Soit, C une courbe plane d’équation f(X,Y) = 0. Un paramétrage
rationnel de C est donné par deux fractions rationnelles o(T) et B(T)
telles que lon ait identiquement f(a(T), 8(T)) = 0. Le calcul de I'inter-
section de la cubique cuspidale Y2 — X3 = 0 avec une droite passant par
'origine effectué ci-dessus fournit un exemple de paramétrage rationnel :
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z =2,y = t3 et la question fondamentale est de déterminer les courbes
qui admettent un tel paramétrage (ces courbes sont dites rationnelles
ou unicursales). Voici deux raisons (outre la possibilité de construction
effective dans le cas réel) qui justifient 'intérét porté a ces courbes :

1) Les équations diophantiennes. Il s’agit d’équations polynomiales dont
on cherche des solutions entiéres. Lorsqu’on a des paramétrages c’est
facile. Par exemple, cherchons & résoudre I’équation z%2 + y?> — 22 = 0
dans Z, ou encore, ce qui revient au méme, (z/2)? + (y/2)2 — 1 = 0 dans
Q. On cherche donc les points rationnels du cercle X2+Y?—1 = 0. Pour
cela on paramétre ce cercle par cosu,sinu, ou mieux, avec t = tg (u/2),
par
14 2t
TTixe 0 YT i

et on a ainsi en prenant ¢t € Q tous les points rationnels du cercle (car,
réciproquement, ¢ est donné par t = y/(1 + z)). On en déduit aussitot
les points entiers de X2 + Y2 = 22 : x = a®> — 1%, y = 2ab, z = a® + b°
avec a,b € Z.

2) Calcul de primitives. Ce probleme, s'il a perdu de son importance

aujourd’hui, a été & 1’origine du développement de la géométrie algébrique

au XIX® siécle, avec notamment les travaux d’Abel et de Riemann.
Considérons une primitive de la forme

/\/ax2+bx+cd:1:.

Elle met en jeu la conique y = vaz? + bz + ¢ (i.e. y* = az®+bz+c). Plus
généralement soit y = ¢(z) une fonction algébrique (i.e. une fonction qui
comporte, comme ci-dessus, des radicaux). On suppose que y = () est
la forme résolue d’une équation implicite f(z,y) = 0 avec f polynomiale.
On cherche la primitive
[ oz, 0(@)) ds

ol g est une fraction rationnelle.

(Par exemple, le cas p(z) = \/;c(z —1)(z — A), que 'on rencontre
lorsqu’on calcule la longueur d’un arc d’ellipse, a donné naissance & la
théorie des intégrales et des fonctions elliptiques.)

Si la courbe f(z,y) = 0 admet une paramétrisation rationnelle z =
a(t), y = B(t) intégrale devient alors :

[ 9(a®), &) @/(t) at
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