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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux éleves de deuxieme année de classe préparatoire PSI. 11 s’agit d’un
complément a leur cours de mathématiques mettant 'accent sur les notions essentielles a connaitre
et les méthodes & maitriser, et permettant de les mettre en ceuvre par le biais d’exercices.

Le livre est divisé en quatre parties, seize chapitres et une section de sujets d’annales.

Chaque chapitre commence par une partie nommée L’essentiel du cours. On y présente tous les
points les plus importants du cours (définitions, propositions, théorémes, remarques) a la maniére
d’une fiche. Les preuves ne sont volontairement pas incluses pour se concentrer sur les résultats a
connaitre, mais peuvent étre trouvées dans votre cours au besoin. La premiere chose a faire pour
apprendre un chapitre donné est de retenir cette partie.

On trouve ensuite une partie nommée Les méthodes da maitriser. Elle présente les méthodes en
rapport avec le chapitre en cours qu’il faut absolument savoir mettre en pratique. Chaque méthode
est illustrée par un exemple corrigé en détail, et comporte un renvoi vers les exercices qui 1'utilise.
Il est tres utile de refaire par soi-méme les exemples de chaque méthode sur une feuille blanche
lors des révisions du chapitre.

Si la méthode présentée est facilement programmable sur ordinateur, on trouvera ensuite
un programme associé en langage Python.

Pour tester la connaissance du cours et des méthodes, chaque chapitre comporte ensuite une
Interro de cours. Elle comporte généralement des questions de cours (énoncé d’une définition ou
d’un théoreme), des vrais/faux et des exemples d’application directe des méthodes. Cette partie
permettra d’identifier rapidement les éventuelles lacunes sur le chapitre en cours.

La suite du chapitre est consacrée aux Ezercices. On les a séparé en deux parties : dans la rubrique
S’entrainer, on trouve un ensemble d’exercices couvrant tous les points du chapitre. Ce sont les plus
faciles, en général, mais certaines méthodes étant plus difficiles & mettre en ceuvre que d’autres, ils
ne sont pas nécessairement de difficulté égale. La rubrique Approfondir contient d’autres exercices
pour continuer de s’exercer, a priori un peu plus difficiles. Lorsque cela était possible, on a choisi
des exercices proposés récemment a l'oral de concours d’entrée aux grandes écoles.

Enfin, la partie Correction comporte les corrigés détaillés de 'interrogation de cours et des exercices.

La derniere partie de I'ouvrage est consacrée a des sujets d’annales d’écrits récemment posés aux
concours d’entrée aux grandes écoles. On a cherché a rassemblé une collection de sujets de difficulté
moyenne couvrant I’ensemble du programme et illustrant les méthodes présentées dans cet ouvrage.
Certaines parties ont été réécrites pour parfaitement correspondre au programme de la filiere PSI
(lorsqu’il s’agit de sujets d’autres filieres ou antérieurs a la réforme des programmes) et les erreurs
d’énoncé ont été corrigées ou sont signalées par une note de bas de page.

Chaque sujet est corrigé de maniere détaillée, avec des remarques signalant les questions les plus
classiques ou les pieges a éviter.

Durant tout I'ouvrage, on a utilisé un certain nombre de pictogrammes :

:Q: pour attirer I’attention du lecteur sur un ou plusieurs points spécifiques.

& pour signaler un piége ou une erreur a éviter.



’0 pour mettre ’accent sur une bonne maniere de rédiger.

Un grand merci & Sabrina Bergez pour avoir relu en détail I'intégralité de I'ouvrage et pour ses
nombreux conseils.
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Partie 1

Algebre






CHAPITRE

Compléments d’algebre 1
linéaire

L’essentiel du cours

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C et EF un K-espace vectoriel. Ce chapitre complete le
programme d’algebre linéaire de premiere année, mais ne reprend pas tous les résultats de base.
Pour des rappels plus approfondis, il convient de se reporter a 'ouvrage de premiere année.

Les résultats du programme de MPSI (pour les étudiants qui ont suivi cette classe) qui ne sont pas
au programme de la classe de PSI sont mentionnés avec un panneau attention.

B 1 Produit et somme d’espaces vectoriels

Si Eq,...,E, sont des K-espaces vectoriels, on munit le produit F; X --- X E, d'une loi + et
d’une loi . en posant

s+y=(@1+y,. .., Tnt+ys) et  Az=Az1,...,ATp)
pour tous & = (21, ...,2Z,) et y = (Y1,...,Yn) € B4 X -+ X E, et tout A € K.

Espace vectoriel produit

Muni des lois + et . définies plus haut, F; x --- x E, est un K-espace vectoriel. Si de plus
FEq,..., F, sont de dimension finie, Fy X --- X E,, est dimension finie et on a

dim(F; x -+ x E,) =dim(Ey) + - -- + dim(E,,).

:Q: Si By =---=F, =F, on adonc muni £ d’une structure de K-espace vectoriel.
Soient F un K-espace vectoriel et Fy, ..., F), des sous-espaces vectoriels de .
(1) On appelle somme de Fi,..., F, et on note Fy + --- + F), 'ensemble des z1 + -+ - + z,
avec (Z1,...,&p) € F1 X --- X F,.
(2) On dit que la somme F; + - - - + F, est directe et on note Fy & - - - & F), si I'écriture d’un
élément de Fy + - - - + F, sous la forme 21 +- - -+, (avec (21,...,2p) € F1 X -+ X F},) est

unique.
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e Ces deux définitions généralisent la définition de somme de deux espaces vectoriels
'-o' vue en premiere année.
s e On rappelle que deux espaces vectoriels F' et G vérifiant F' ® G = F sont dits
supplémentaires dans F.

Caractérisation d’une somme directe de n espaces

La somme F} + --- + F,, est directe si et seulement si

V(x1,.. . xy) EFy X - X Fp,xy + -+ x, =0=Vi € [1,n], z; =0.

Le fait que les intersections de deux des F; soient réduites a {0} n’implique pas que la
& somme soit directe (contrairement au cas de deux espaces vectoriels).

Base adaptée

Soient £ un K-espace vectoriel et [, ..., F), des sous-espaces vectoriels de E tels que
E=F& - @F,.

Sipour i € [1,p], e; est une base de F;, la famille e obtenue en concaténant ey, ..., e, est une

base de E.

A e Une telle base de E est dite adaptée a la décomposition £ = Fy @ --- @ F),.
-O- e En particulier, si F' et G sont supplémentaires dans F, on obtient une base de E
(dite adaptée & F' @& G = E) en concaténant une base de I avec une base de G.

J

Proposition

Soit e = (e1,...,e,) une base de E. Si 1 =ko < k1 < --- < kp =n+1, et si pour ¢ € [1,p],
F; = Vect(eg cs€h—1),ona E=F & - ®F,.

1—17"

' (
J

Proposition

Soient I un K-espace vectoriel de dimension finie et I, ..., F,, des sous-espaces de E. Alors
dim(Fy + -+ F,) < dim(Fy) + -+ - + dim(F},)

avec égalité si et seulement si la somme Fi + - - - + F), est directe.

' r
J

Proposition

Soient I et F' deux K-espaces vectoriels, 1, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E tels que
E=E& &k,

Sipour i € [1,n], on a u; € Z(E;, F), il existe une unique application linéaire u € £ (F, F)
telle que Vi € [1,n], up, = u;.
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Yy En particulier, si deux applications linéaires coincident sur chacun des FE;, elles sont
s égales.

B 2 Matrices et endomorphismes

Siu e Z(E) et si F est un sous-espace de E, on dit que F' est stable par u si u(F) C F. On
appelle alors endomorphisme induit par u sur F Papplication @ : F — F,  — u(z).

'-O' @ est encore linéaire, donc définit un endomorphisme de F' (d’ou I'appellation endo-

A Je

s morphisme induit).

Proposition

Si (u,v) € Z(F)? vérifie uov = v owu, alors Im(v) et Ker(v) sont stables par w.

Si A e #,(K), B e Mynp(K),C e M_p,,(K) et De A, ,(K), on peut définir une
matrice M € 4, (K), dite matrice par blocs en posant

A B
u-(42)
'-O' Si B et C sont nulles, on dit que M est diagonale par blocs. Si B ou C' est nulle, on
s dit que B est triangulaire (supérieure si C' nulle, inférieure si B nulle) par blocs.

Caractérisation matricielle de la stabilité ~

Soit u € Z(F), F un sous-espace de E, G un supplémentaire de F' dans F et e une base

(A B

~\C D
avec A € #,(K), B € Mpn—p(K), C € My—p,p(K) et D e #,_,(K) (avec p = dim(F)).
Alors F' est stable par u si et seulement si C' = 0.

Produit par blocs N

Pour tous couples (A1, As) € #,(K)?, (B1,Bs) € Myn—p(K)?, (C1,Cs) € Mpy—pp,(K)? et
(D1, D) € My, (K)?, on a

A1 B4 Ag B - A1A2 + B1Cy A1B2 + B1D>
i, Dy Cy Dy - C1As +D1Cy C1By+ DiDsg ’

adaptée & F @ G = E. On écrit par blocs la matrice de u en base e : Mat,(u)

~
(.
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On dit que deux matrices A et B € .4, (K) sont semblables s’il existe P € Gl,,(K) telle que
B =P 1AP.

e La relation « étre semblable & » est une relation d’équivalence dans ., (K).
-o' e Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endo-
H morphisme de E (de dimension n), mais dans des bases différentes (par la formule du
changement de base).

Pour les anciens étudiants de MPSI, la notion de matrices équivalentes est hors-
A programme en PSI.

Soit A = (ai,j)1<i,j<n € #»(K). On appelle trace de A et on note tr(A4) (ou Tr(A)) la somme
n
des coefficient diagonaux de A : tr(A) = > a; ;.
i=1

Opérations sur la trace

tr est linéaire.

Si A e #,(K), tr(*A) = tr(A).

Si (A, B) € #,,(K)?, tr(AB) = tr(BA).
Deux matrices semblables ont méme trace.

A Deux matrices de méme trace ne sont pas forcément semblables.

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(F). On appelle trace de u et on
note tr(u) (ou Tr(u)) le scalaire tr(Mat.(u)), ou e est une base de E.

0 Le scalaire tr(Mat.(u)) ne dépend pas de la base choisie puisque deux matrices sem-
s bables ont méme trace.

Opérations sur la trace

e tr est linéaire.
e Si (u,v) € Z(E)?, tr(uowv) = tr(vou).
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Soit P € K[X], qu'on écrit P = ag + a1 X + -+ + agX? avec (ao, . ..,aq) € K1

e Pour u € Z(E), on note P(u) 'endomorphisme de E définit par apidg + ayu + - - - + aqu.
e Pour A € .#,(K), on note P(A) la matrice définie par agl, + a1 A+ --- + agA%.

:O: P(u) (ou P(A)) est obtenu en remplacant partout X par u (ou A) en souvenant que
= ud =idg et A% = I,,.

A La notation uP désigne wo---owu (avec p fois u).

Soit u € Z(F) (resp. A € #,(K)). On appelle polynéme annulateur de u (ou A) tout
polynéme P € K[X] tel que P(u) =0 (resp. P(A) =0).

:O: Le tableau suivant récapitule .les liens entre une matrice M, une application linéaire u
s qu’elle représente, et une famille de vecteurs e’ qu’elle représente.

Matrice M Application linéaire u Famille ¢’
Produit Composition

M inversible u bijectif ¢’ base de F
M1 u™! P,
rg(M) rg(u) rg(e’)
Ker(A) Ker(u)
Im(A) Tm(u)
tr(A) tr(u)
det(A) det(u) det.(e’)

B 3 Exemples de déterminants

f Pour les anciens étudiants de MPSI, la formule explicite du déterminant et la notion
de comatrice sont hors-programmes.

Proposition

Soit A une matrice triangulaire par blocs, avec p blocs diagonaux Ay,..., A,. Alors

det(A) = ﬁ det(Ay).
k=1
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Déterminant de Vandermonde ~N

Soient aq,...,a, € K. On a
2 n—1
1 ar a7 - af )
2 n—
1 ay a5 -+ a5
. = H (a; — a;)
'2 L 1<i<j<n
e
L ay, Ay = Ay
| J
L e Ce déterminant est appelée déterminant de Vandermonde.
-Q- e La matrice (dite de Vandermonde) associée est donc inversible si et seulement si les
-

a; sont deux a deux distincts.

B 4 Formes linéaires et hyperplans

Dans cette partie, F est de dimension finie.

e On appelle forme linéaire de F (un K-espace vectoriel) toute application linéaire de E
dans K.

e On dit que H est un hyperplan de F si H est de la forme Ker(y), avec ¢ forme linéaire
non nulle de FE.

Y Si (e1,...,e,) est une base de F, 'application (généralement notée ef) qui & x associe
s sa i-éme coordonnées en base (e, ..., e,) est une forme linéaire.

Proposition N

Si H est un hyperplan de E, pour tout a € E\H,
H®Ka=EFE.

Réciproquement, tout supplémentaire d’une droite vectorielle dans E est un hyperplan de E.

|
Caractérisation par la dimension N

Un sous-espace H de E est un hyperplan de E si et seulement si dim(H) = dim(F) — 1.

'-O' e En dimension 2, les hyperplans sont donc les droites passant par 1'origine.
s e En dimension 3, les hyperplans sont donc les plans passant par l'origine.

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel. Deux formes linéaires non nulles ¢ et 1 de E définissent le méme
hyperplan (Ker(p) = Ker(¢)) si et seulement si on a A € K* tel que ¢ = Ap.




L’essentiel du cours 13

e Si H = Ker(yp) est un hyperplan, on dit que ¢(z) = 0 est une équation de I’hyperplan
H. Deux équations définissent donc le méme hyperplan si et seulement si elles sont
proportionnelles.

e Ceci généralise le fait que deux équations définissent la méme droite (en dimension
2) ou le méme plan (en dimension 3) si et seulement si elles sont proportionnelles.
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Les méthodes a maitriser

Meéthode 1.1 : Savoir montrer qu’une somme d’espaces est directe

1. Lorsqu’on a une somme de deux espaces F' et G, il suffit de montrer que F NG = {0}.
2. Lorsqu’on a une somme de n espaces Fq, ..., E,, il faut prendre un n-uplet

(x1,...,2p) E By X -+ X E, tel que 1 +--- + 2, =0

et montrer que les x; sont tous nuls.

Exemple d’application

Dans E = .7 (R, R), on considére F ’ensemble des fonctions constantes, G ’ensemble
des fonctions impaires et H ’ensemble des fonctions h telles que Va € R, h(z) = 0.
Montrer que la somme F' + G + H est directe.

Le fait que F', G et H sont des sous-espaces vectoriels de E est laissé en exercice.

Soit (f,g,h) € FxGx H tel que f+g+h = 0. Comme g est impaire, g(0) = 0. Ainsi, en prenant
la valeur en 0, on a f(0) = 0. Comme f est constante, f est constante nulle.

Par suite, g+ h = 0. Pour € Ry, on a h(xz) = 0, donc g(z) = 0. Comme ¢ est impaire, g est
donc constante nulle, et on en déduit que h = 0.

Ainsi la somme F' + G + H est directe.

Q Voir exercices 1.1 et 1.8.

Méthode 1.2 : Savoir montrer que deux matrices sont semblables}

Le théoreme de changement de base permet de montrer que deux matrices sont semblables : il
suffit de trouver un endomorphisme que ces deux matrices représentent, mais dans des bases
différentes.

Exemple d’application

Soit A € #,(K) tel que A> = A. Montrer que A est semblable & une matrice de la
form Iy 0O

orme { ' o |-

Posons E = K" et e la base canonique de E. On a u € Z(F) tel que A = Mat,(u). La relation
A% = A donne Mat,(u o u) = Mat,(u), donc u o u = u. Ainsi u est un projecteur de E.

On a donc F' = Im(u) et G = Ker(u) supplémentaires dans E. Pour y € F, u(y) = vy, et pour
z € G, u(z) = 0. Ainsi, si €’ est une base de FE adaptée & F & G = E, en notant p = dim(F'), on

a Mats (u) = < % 8 )

Ainsi A = Mat,(u) est semblable a Mat./ (u) = < Ié’ 8 >

e Voir exercices 1.9 et 1.10.
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Méthode 1.3 : Exploiter un polynéme annulateur pour le calcul de puis-
sance/d’inverse

Lorsqu’on connait un polyndome annulateur P d’une matrice A, la relation P(A) = 0 permet
souvent de déterminer l'inverse de A (il suffit de la manipuler pour obtenir une relation
AB = 1,).

De plus, si p € N et si on écrit X? = PQ, + R, la division euclidienne de X”? par P, on a
AP = R,(A), ce qui permet de calculer les puissances successives de A (pour peu que 'on
arrive a calculer facilement R,).

Exemple d’application
4

—1
2 1 ) On pourra consta-

Calculer ’inverse et les puissances successives de A = <

ter que A2 — 54 4 61, = 0.
14 -5
10 -1

Par suite, A2 —5A = 61, et en posant B = éA — g[z, on trouve AB = I5. A est donc inversible,
d’inverse B = % ( _21 :le )

Notons P = X? —5X + 6 et pour p € N, X? = Q,P + R, la division euclidienne de X?
par P. Notons que les racines de P sont 2 et 3, donc R,(2) = 27 et R,(3) = 37. Comme
deg(R,) < deg(P) = 2, R, est de la forme a,X + by, avec (a,,b,) € R?. Les deux équations
2a, + b, = 27
3a, + by = 37
Par suite b, = 2P — 2a,, = 3 x 2P — 2 x 3P. Ainsi

Notons tout d’abord que A? = < ), donc A%2 —5A 4 61, = 0.

précédentes donne alors le systeme { . La combinaison Ly —L; donne a), = 37 —2P.

2 x 3P —2r —3P 427
AP = Ry(A) = ap A+ byl = ( 2% 3P —9oprtl _3p 4 gptl )
-O' Comme vu ici, on exploite souvent les racines de P pour déterminer les coefficients de
a R,.

Q Voir exercices 1.4 et 1.5.

r—(Méthode 1.4 : Savoir calculer un déterminant} ~

Que la taille soit petite ou que ce soit un déterminant de taille n, la méthode est a peu
pres la méme. Il faut commencer par effectuer des opérations élémentaires pour faire appa-
raitre le maximum de zéros sur une ligne ou une colonne puis développer par rapport a cette
ligne/colonne.

S’il s’agit d’'un déterminant explicite de petite taille, on est alors ramené a un calcul d'un
déterminant encore plus petit et on recommence jusqu’a arriver a des déterminants de taille
2, qui se calculent avec le produit en croix.

S’il s’agit d'un déterminant de taille n, on tente de trouver une équation de récurrence.
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Exemple d’application
Calculer les déterminants

1 2 -1 3 1 1 1

2 -1 —2 0 ay az oo Qnp
D = s 1 —3 et V(ai,...,an) = : : :

0 5 1 2 a;z—l a;.—l L. az—l

(1) Pour calculer D, on commence par effectuer les opérations Lo <— Lo — 2L et Ls < Lg + Ly
(pour faire apparaitre des 0 en premiére colonne). On a alors

1 2 -1 3

-5 0 —6
p=|? > 0 Ol b5 9 o |=509 70 = (=5) x 6 =—30
0 5 0 0 s 1 o 1 2
0 5 1 2

en développant par rapport a la premiere colonne, puis par rapport a la seconde ligne.
(2) Pour k allant de n a 2 (dans cet ordre), on effectue Ly <— L — a3 Li_;1. Ceci ne change pas
le déterminant et on trouve
1 1 o 1
0 as — ay o ay — aq
Viai,. .. an) = 0 (ag—ar)as ... (a,—ai)a,

2 n—2

(an —ar)ay

En développant par rapport a la premiere colonne, on trouve alors

0 (az—ay)ay™

ag — ap e ap — ay
(a2 —ay)az ... (an—ai)a, n
Viat,...,an) = : : = H(ai—al) Viag,...,an).
: : i=2
(as — al)ag_z oo (an —ay)a?

On calcule ensuite

Viay,...,a,) = H(ai —a)Vag,...,an) = (H(ai — a1)> H(ai —a2)V(as,...,an)

=2 =3
n—2 n n—2 n
== H H (a; — a;)V(an-1,an) = H (a; — aj)(an — an—1)
j=1i=j+1 J=1li=j+1
n—1 n
=11 Il @i—ap=II (ai-ay
j=1i=j+1 1<j<isn

e Voir exercices 1.6, 1.12 et 1.13.

Lorsqu’on applique I'algorithme du pivot de Gauss a une matrice A, ou bien elle n’est pas inversible
(et son déterminant vaut 0), ou bien on arrive a une forme triangulaire supérieure (et le déterminant
est le produit des coefficients diagonaux). Le programme Python suivant calcule le déterminant
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d’une matrice A (en utilisant une fonction echange qui échange deux lignes, et combine qui réalise

- import numpy as np
def determinant(A):
i=0
n = np.shape(4) [0]
det=1
for i in range(O,n):
k=i
for 1 in range(i+1l,n):
if abs(A[1,i]) > abs(Al[k,il):
k=1
if Alk,i]==0:
return O
else:
A = echange(A,i,k)
if it=k:
det=-det
det*=A[i,i]
for 1 in range(i+1l,n):
A = combine(A,1l,i,-A[1,i]l/A[i,i])
return det

A chaque étape, parmi les pivots disponibles, on choisit le plus grand en valeur absolue.

‘Q' Ceci est pour améliorer la stabilité numérique de 1'algorithme (voir le cours d’informa-
tique).
/—(Méthode 1.5 : Exploiter les propriétés des hyperplans} ~

Pour montrer qu'une partie H de E est un hyperplan de F, il suffit de trouver une forme
linéaire non nulle dont c’est le noyau. On tente donc d’exprimer les éléments de H comme
étant les solution d’une équation de la forme ¢(x) = 0, et on montre ensuite que Papplication
© est une forme linéaire non nulle.

Lorsqu’on a un hyperplan H, tout élément a qui n’est pas dans H vérifie H ® K.a = E.

Une autre maniere de montrer que H est un hyperplan de E est de vérifier que dim(H) =
dim(E) — 1.

Exemple d’application
Montrer que F = {P € R,,[X]; 3P(2) = 2P(1)} est un hyperplan de E = R,,[X] (ou
n € N*).
Les éléments de F sont les polyndomes P vérifiant 3P(2) = 2P(1), i.e. 3P(2) — 2P(1) = 0. On
pose donc ¢ : R[X] — R, P+ 3P(2) — 2P(1).
Soient (P, Q) € R[X]? et (\, ) € R% On a

(AP + 1.Q) = 3(AP(2) + pQ(2)) — 2(AP(1) + pQ(1))

=ABP(2) = 2P(1)) + p(3Q(2) = 2Q(1)) = Ap(P) + p(Q).-
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© est donc une forme linéaire. De plus ¢ # 0 puisque ¢(X) = 4. Comme F = Ker(p), F est un
hyperplan de E. On en déduit que dim(F') = n.

O Voir exercices 1.7, 1.11 et 1.14.
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w

Interrode cours

. Donner la définition et une caractérisation de F1 + - - - + E,, est directe.
. Soient £ = R, [X] et pour i € [0,n], F; = {P € E; Vj € [0,n]\{i}, P(j) = 0}. Montrer que

Fy+ -+ F, est directe et que cette somme vaut F.

. Rappeler la définition de la trace d’'une matrice, d’'un endomorphisme.

. Déterminer (et justifier) si les énoncés suivants sont vrais ou faux.

(a) Deux matrices semblables ont méme rang.
(b) Deux matrices de méme rang sont semblables.
(c) Deux matrices semblables ont méme trace.

(d) Deux matrices de méme trace sont semblables.

. Soit A € .#,(R) une matrice vérifiant A% = I,,. Montrer que A est semblable & une matrice de

la forme Iy 0 .

0 —In—p

. Donner un polynéme annulateur d’un projecteur, d’une symétrie.
. Soit A = ( _31 _42 ) Calculer A2 — 3A + 2I,. En déduire que A est inversible, I'inverse et

les puissances successives de A.

-2 -1 1
. Calculer le déterminant D = | —1 2 3
1 -2 -1

. Rappeler la formule donnant la valeur du déterminant de Vandermonde.

10.

Déterminer (et justifier) si les énoncés suivants sont vrais ou faux, E étant un espace de dimen-
sion finie égale a n.

(a) H est un hyperplan de F si et seulement si dim(H) =n — 1.
(b) H est un hyperplan de F si et seulement si on a a € E tel que H ®Ka = E.
(¢) Deux hyperplans égaux ont la méme équation.

(d) Deux hyperplans ayant des équations proportionnelles sont égaux.
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Exercices

B S’entrainer

[Exercice 1.1]

Soient F1,...,F, des sous-espaces vectoriels de F, un K-espace vectoriel. On suppose que pour
tout p € [2,n], (FA + -+ Fp—1) N F, = {0}. Montrer que la somme F; + --- + F), est directe.

[Exercice 1.2]

81 g ) € Mn(K), avec A € M,(K), B € Mpn—p(K) et C € A, ,(K). Montrer

que M est inversible si et seulement si A et C' sont inversibles.
Donner alors M ~! en fonction de A, B et C.

Soit M = (

[Exercice 1.3]

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Montrer qu’on a
tr(p) = rg(p).

1
2. Soient ¢ € N* et A € #,,(K) vérifiant A9 = I,,. Montrer que dim(Ker(A —1,)) = - Z tr(A").
- q
1! k=0
On pourra appliquer la question précédente a B = — Z Ak,
k=0

[Exercice 1.4]

Soit A = ( ‘c’ Z > € Ms(K).

1. Montrer que A? — tr(A)A + det(A)Iz = 0.
2. Si A est inversible, en déduire I'expression de A~".

[Exercice 1.5]

3 -3 2
Soit A = -1 5 =2
-1 3 0
1. Montrer que A% — 64 + 81, = 0.
2. En déduire que A est inversible, et donner I’expression de A~
3. Déterminer A™ pour tout n € N.
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[Exercice 1.6]

a+b b (0)
Soit (a,b) € K2, calculer
- b
(0) a a+b

[Exercice 1.7]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Le but de cet exercice est de montrer que si
F1,..., F, sont des sous-espaces stricts de E (c’est-a-dire différents de E), FiU---UF, # E.

1. Montrer que tout sous-espace strict de I est inclus dans un hyperplan de E. En déduire qu’il

suffit de montrer le résultat voulu lorsque Fi, ..., F), sont des hyperplans (ce que l'on suppose
dans la suite).
2. Soit e une base de E. Montrer que x € FyU... F, si et seulement si ses coordonnées (x1, ..., z,)

en base e vérifient
(@21 + -+ a1 nty) ... (ap1x1 + -+ apnzy) =0

ou pour i € [1,p], (a;1,...,a;n) € R"\{0}.
3. En exploitant le fait que P = (a11 + -+ a1, X" ) ... (ap1 + -+ ap, X" ') est non nul,
montrer que Fy U--- U F), # E.

B Approfondir

[Exercice 1.8]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € Z(E) et P un polyndéme annulateur de w.
On suppose que P est scindé a racines simples, A1,...,\, et pour i € [1,p], on note E; I'espace
Ker(u — \idg).

Le but de cet exercice est de montrer que la somme E; + --- + E, est directe et vaut .

1. Montrer que si (z1,...,2p) € E1 X --- X Ep, et si & = 21 + - -+ + xp, pour tout Q € K[X],

Qu)(z) = Q(A1)z1 + - + Q(Ap)Typ.

2. Montrer que la somme E; + - - - + E,, est directe.
3. Montrer que que Ey &---@ E, = E. Que peut-on dire de la matrice de u dans une base adaptée
a cette décomposition ?

[Exercice 1.9]

Soit M € .#,,(K) une matrice de trace nulle.

1. Montrer que si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant
Vo € E, (z,u(x)) liée, alors u est une homothétie.

2. En déduire que M est semblable a une matrice de la forme

;/. ), avec N € #,,-1(K).

3. Montrer que M est semblable a une matrice de diagonale nulle.
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[Exercice 1.10]

Soit A € .#,(R) une matrice vérifiant A> = —1,,, E = R" et u I'endomorphisme canoniquement
associé a A.

1.
2.

3.

Justifier que n est pair.

Montrer si 2z € R™"\{0}, (z,u(x)) est libre. Si y ¢ Vect(z, u(z)), montrer que (z,u(x),y,u(y))
est libre.

En déduire que A est semblable & une matrice diagonale par blocs, avec des blocs diagonaux

0 -1
delaforme(1 0 )

[Exercice 1.11]

Soit n € N* et E = .4, (K).

1.

2.

3.

Donner une base de Ker(tr) en fonction des matrices E; ; (dont tous les coefficients sont nuls,
sauf le coefficient (7, j) qui vaut 1).

Soit f une forme linéaire de E vérifiant V(A, B) € E?, f(AB) = f(BA). Montrer que f est
proportionnelle a la trace.

Soit g un endomorphisme de E vérifiant V(A, B) € E?, g(AB) = g(BA) et g(I,) = I,,. Montrer
que g préserve la trace (c’est-a-dire que pour tout A € E| tr(g(A)) = tr(A)).

[Exercice 1.12]

2 1 1
% 3
Pour n € N*, on note D,, =
: . . 1
1 -+ 1 n+1

1.
2.

Montrer que pour n € N*, D,, .1 =nl+ (n+1)D,,.

n

D
En déduire une expression de D,, en fonction de H,, = E Z (on pourra étudier ;L ).
n!
k=1

[Exercice 1.13]

1. Soit (A, B) € #,(K)?. Montrer que ‘ g ﬁ = det(A + B) det(A — B).
2. Soit (A4, B,C, D) € .#,(K)* tel que A soit inversible et AC = C'A. Montrer que
A B
‘ o D |=det(AD—CB).
[Exercice 1.14]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et (eq,...,e,) une famille de vecteurs vérifiant
Vfe L(EK), fle)= = flen) =0= f =0.

Montrer que (eq,...,e,) est une base de E.
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Corrections

[Interro de cours]

1. La somme Ey + --- + E, est directe si I’écriture d’un élément = de cet espace sous la forme
x1+ -+ xp, avec (z1,...,2,) € By X -+ X E, est unique.
La somme EFq + --- 4+ E,, est directe si et seulement si

V(z1,...,an) EEL X X By, 14+, =0=21=-- =z, =0.

2. Soit (Po,...,P,) € Fox---x F, tel que Py+---+ P, = 0. Pour ¢ € [0,n], en prenant la valeur
en ¢, on obtient P;(i) = 0 (puisque pour j # i, P;(i) = 0). Ainsi P; admet tous les entiers entre 0
et n comme racines, ce qui lui fait n + 1 racines au moins. Comme deg(P;) < n, on en déduit que
P; =0, et comme ceci vaut pour tout ¢ € [0,n], la somme Fy + --- + F,, est directe.
De plus dim(F;) > 1 pour i € [0,n] (F; contient au moins le polynéme [ (X — j)), donc
J#i

dim(Fy @ --- @ F,) = dim(F) + - - + dim(F,) > n + 1 = dim(E)

et on en déduit que Fy & --- D F,, = F.

3. SiA= (ai)j)lgiﬂ‘gn € .//n(K), on a tr(A) = Z Qj -
=1

Siue Z(E), tr(u) est la trace de la matrice de u dans une base de E (ce scalaire ne dépend pas
de la base choisie car deux semblables ont méme trace).

4. (a) est vrai : Si A et B sont semblables, elle représente le méme endomorphisme u dans deux
bases différentes. Ainsi rg(A) = rg(u) = rg(B).
(b) est faux : Deux matrices de méme rang ne sont pas nécessairement semblables. Par exemple

A= 12 et B = é 1
P € GLy(R) tel que B= P *AP, alors B = P~'P = I,... absurde!

(c) est vrai : C’est un théoréme du cours.

(d) est faux : Deux matrices de méme trace ne sont pas nécessairement semblables. Par exemple

AIQGtB(l

ne sont pas semblables mais ont méme rang (2). En effet, si on avait

0 1

5. On pose E = R", ¢ la base canonique de E, et on considére u € Z(E) tel que Mat.(u) = A.
La relation A%2 = I,, donne u? = idg, donc u est une symétrie. C’est la symétrie par rapport a
F = Ker(u — idg) parallelement a G = Ker(u + idg).

Soit f = (f1,..., fn) une base de E adaptée a la décomposition E = F & G. Si p = dim(F'), pour
i€ [1,p], on awu(f;) = f; et pour i € [p+ 1,n], on a u(f;) = —f;. La matrice de u en base f est

> ne sont pas semblables (comme vu au b) mais ont méme trace (2).

(L 0
donc B = ( 0 —I._,

6. Un projecteur vérifie p> = p. Un polynéme annulateur d’un projecteur est donc X2 — X.
Une symétrie vérifie s> = idg. Un polyndme annulateur d’une symétrie est donc X2 — 1.
-5 —6

2 _
7. On calcule A = < 9 10

), donc A% — 3A + 21, = 0. Par suite A(3I, — A) = 21, ce qui

1 1
montre que A est inversible d’inverse A~! = 5(3]2 —A) = 3 ( _43 _21 )
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Le polynéome P = X2 — 3X + 2 est annulateur de A donc si p € N et si XP = Q,P + R, est la

division euclidienne de X? par P, on a A? = R,(A). Comme deg(R,) < deg(P) =2, R, est de la

forme a, X + by, avec (ap,b,) € R%. Les racines de P sont 1 et 2, donc R,(1) =1 et R,(2) = 27, ce

ap+b, =1

2a, + b, =27

En effectuant la combinaison Ly — L1, on obtient a, = 2P — 1. Par suite b, = 1 —a, = 2 —2P. Ainsi
3—9ptl  _optl L 9

3x2P -3 3x2P -2 )

qui montre que a, et b, sont solutions du systeme

AP = Ry(A) = apA + b,I, = <

8. En développant suivant la premiere colonne, on trouve

0 -5 -1
5 -1
D = 0 0 2:‘052‘:—10
L1+ L1+2L3 1 _2 —1
Lo«Lo+Lg
1 1 . 1
a1 as . Qp,
9. Ona . ) . = H (a; — a;).
a’l”._l a;._l ag.’l s
Y Cette formule a été prouvée dans la méthode 1.4, il est trés important de savoir la
g retrouver (et la reprouver) rapidement.

10. (a) est vrai : C’est un théoréme du cours.

(b) est faux : H est un hyperplan de E si et seulement si on a a € E non nul tel que H®Ka = E.
Dans la caractérisation donnée par 1’énoncé, a peut étre nul, et dans ce cas H = E n’est pas un
hyperplan.

(c) est faux : Dans R?, x +y = 0 et 2z + 2y = 0 sont deux équations définissant le méme
hyperplan (mais ne sont pas égales).

(d) est vrai : C’est un théoreme du cours.

[Exercice 1.1]
Soit (z1,...,x,) € Fy X -+- x I, tel que 1 + -+ 4+ x, = 0. Alors

Tp=—T1——Tp-1 EF1+ -+ Fyq,
donc z, € (Fy + -+ -+ F,_1) N F,, = {0} et 2, = 0.
Onaalorszy + - +2,_1 =0, puis ,,_1 = —x1 — - — Tp_o € I} + -+ + F,,_o. Ainsi il vient
Tp_1 € (F1 + -+ Fn_g) NFE,_1= {0} et r,_1 =0.
On continue ainsi jusqu’a arriver a 1 = 0. On a alors 1 = - - - = x,, = 0 donc la somme est directe.

c Il ne suffit pas d’avoir F; N F; = {0} pour tout i # j pour obtenir que la somme est
directe !

[Exercice 1.2]
e Supposons M inversible. Soit X € ), 1 (K) tel que AX = 0.
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Posons Y = ( OX ) € Mp1(K) (ot 0,,—, désigne le vecteur colonne nul de taille n — p). Un
n—p
calcul par blocs donne MY = ( OA X ) =0, donc Y = 0 puisque M est inversible. Ainsi X = 0
n—p

et A est inversible.
Soit X € A,,—p1(K) tel que CX = 0. On ne peut pas directement poser Y = ( O ) ici, puisqu’un

X
BX o
calcul par blocs donne MY = ( cx ) # 0 a priori.
On se donne plutdt ¥ = ( % € Mp1(K) avec U € #,1(K) & déterminer. Un calcul par blocs
donne MY = < AUC—}_XBX ) = ( AUO+ BX ) Pour obtenir MY = 0, on choisit donc U de
n—p

sorte que AU + BX = 0 soit AU = —BX ie. U = —A"'BX (licite car A est inversible). On a
alors MY =0, donc Y = 0 (puisque M est inversible) et en particulier X = 0, ce qui montre que
C' est inversible.

e Réciproquement, supposons A et C inversibles. Soit X € ., 1(K) tel que MX = 0. On dé-

compose X sous la forme X = ( ?1 ) avec X1 € M, 1(K) et Xo € M- 1(K). Un calcul par
2
AX, + BX,
CX,
est inversible, on en déduit que Xy = 0. Par suite AX; = 0, et comme A est inversible, X; = 0.
Ainsi X = 0 et M est inversible.

&  Comme vu en premicre année, dans les exercices un peu théoriques, la caractérisation
’ de M inversible la plus pratique est VX € 4, 1(K), MX =0= X = 0.

blocs donne alors M X = ), donc AX; + BXy =0, et CX5 = 0,,—p. Comme C

On a montré I’équivalence souhaitée. Si maintenant M (et donc A et C') est inversible, on cherche

1?)1 gl ) avec Al S %p(K)v Bl S %Pﬂl—l)(K) et Cl € %n—p(K) (11
1

semble raisonnable d’espérer que I'inverse d’une matrice triangulaire par blocs soit encore triangu-
laire par blocs).
En faisant le calcul par blocs, la relation M N = I,, donne

1, 0 (A B A B\ ([ AA, AB,+ BC,

0 I,., ) \0 C 0o ¢ ) 0 CcCy ’
On veut donc AA; = I,, CCy = I, et AB, +BC; = 0. 1l faut donc choisir 4; = ALy =C!
et B =—A"'BC, =—-A"'BC~.

-1 _p-lpr—1
En prenant N = ( A A” BC

0 c-t
M~1=N.

M~ sous la forme N =

), le calcul plus haut montre que MN = [,,. Ainsi on a

[Exercice 1.3]

1. Notons F' et G les espaces supplémentaires associée & p (on a ' = Imp et G = Kerp, ou
linverse). Soit e = (ey,...,e,) une base de E adaptée a la décomposition F' & G = E. Notant
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d = dim(F), pour i € [1,d], p(e;) = e;, et pour i € [d+ 1,n], p(e;) = 0. Ainsi la matrice de p en
Iy O

0 o)

Par suite, tr(p) = d = dim(F) = dim(Im p) = rg(p).

base e est

:Q: Cette formule est tres classique, il faut savoir la reprouver rapidement.

2. Pour appliquer la question précédente a B, il faut d’abord montrer que B est une matrice de
projection, soit B2 = B. Notons que comme A7 = I,,, on a

1] 1 1t 1 1t
AB=2=Y A1 =N AP =Z2N A4+ 21, ==Y A =B.
D D AT

On en déduit par récurrence aisée que pour tout k € N, A¥B = B, puis

B? = 1q_1A’“B— lq_lB—B
=LY AB=1Y BB
k=0 k=0

Ainsi B est une matrice de projection, et par la question précédente, tr(B) = rg(B).
qg—1

Par linéarité de la trace, tr(B) = — Z tr(A"). Pour avoir la formule voulue, il faut donc montrer
k=0

que rg(B) = dim(Ker(A — I,)). Ceci sera le cas si on arrive & montrer que Im(B) = Ker(A — I,).

Soit X € Ker(A — I,,). Alors AX = X, donc pour tout k € [0,q — 1], A*X = X, ce qui montre
que X = BX. Par suite X € Im(B) et Ker(4 — I,,) C Im(B).
Réciproquement, soit Y € Im(B). On a X € ., 1(K) tel que Y = BX. Par suite

AY =ABX =BX =Y

(puisque AB = B, comme vu plus haut) et Y € Ker(A — I,,), puis Im(B) C Ker(A — I,,).
En conclusion, Im(B) = Ker(A —I,,), donc rg(B) = dim(Ker(A —1,)), ce que I'on voulait montrer.

[Exercice 1.4]

2
1. On calcule A% = ( @+ beabbd ), donc

ac+cd be+d?

) ab+bd—b(a+d)

a?+bc—ala+d B
(a+d) betd—da+d) )= beadl
0.

2 _ -~
A% — tr(A)A = < oot o — atnt

ce qui montre que A% — tr(A)A + det(A) I, =

i Dans le chapitre qui suit, on verra que X2 — tr(A4)X + det(A) est le polyndome caracté-
‘Q‘ ristique de A, et que le résultat plus haut est le théoréeme de Cayley-Hamilton en taille
2.

2. Si A est inversible, on a det(A) # 0, donc la relation plus haut se réécrit

det(A) (tI‘(A)IQ — A)A = 12.
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Ainsi A est inversible, et on a

B 1 1 d —b
At= der(a) WAL = A) = o < > ‘

[Exercice 1.5]

10 —18 12
1. Oncalcule A2=| —6 22 —12 |, donc A? — 64 + 81, = 0.
-6 18 -8
2. D’apres la question précédente, on a A(61s — A) = 815, donc A est inversible, d’inverse
1 1 3 3 =2
A—1:§(612—A)=g 1 1 2
1 -3 6

3. Le polynéme P = X? — 6X + 8 est annulateur de A donc sip € N et si X? = Q,P + R, est la
division euclidienne de X? par P, on a A” = R,(A). Comme deg(R,,) < deg(P) =2, R, est de la
forme a,X + by, avec (ap,b,) € R%. Les racines de P sont 2 et 4, donc R,(2) = 27 et R,(4) = 47,
2a, + by = 27
da, + b, = 47
En effectuant la combinaison Ly — Ly, on obtient 2a, = 47 — 27 donc a, = 2 x 4P~1 — 2P=1 Par
suite b, = 2P — 2a, = 2P*1 — 4P Ainsi

2 x 4Pl 4 9P=1 G x 4Pl 43 x 2Pl 4P 2P

AP = Ry(A) = apA+byls = | —2x4p~14 0=l g x 4p=1 _ op-1 —4p 4 9P
—2 x4t 4 op=l G 4Pl — 3 x2p71 4P 4 opHL

ce qui montre que a, et b, sont solutions du systéme {

[Exercice 1.6]

Notons D,,(a,b) le déterminant & calculer (ott n € N* désigne la taille de la matrice associée). En
développant suivant la premiére ligne, on obtient (si n > 3)

a b 0o --- 0
0 a+b b

Dy (a,b) = (a+b)Dp_1(a,b) —=b| a 0
: . . . b
o - 0 a a+b

= (a+b)Dy_1(a,b) — abD,_5(a,b)

en développant le dernier déterminant par rapport a la premiere colonne. L’équation caractéristique
associée a cette relation de récurrence double est > — (a + b)r + ab = 0, dont les racines sont a et
b.

Sia#b,ona

(A, 1) € R? tel que pour tout n € N*, D,,(a,b) = Aa™ + ub™.
Comme Dy(a,b)

= (a+b)*—ab=a®+ab+b*et Di(a,b) = a+b, X et pu sont solutions du systéme

Aa+pb=a+b
Aa? + pb? = a? + b +ab



28 Chapitre 1 Compléments d’algébre linéaire

La combinaison Ly — bL; donne A(a? — ab) = a?, donc \ = i - sia#0.Sia=0, on peut poser
de méme \ = ﬁ (puisque D,,(a,b) ne dépend pas de la valeur \).
an+1 o bn+1

De méme on obtient pu = —L, donc Dy, (a,b) =
a—b a—2b

Supposons maintenant que a = b. Alors on a (\,u) € R? tel que D, (a,b) = Aa™ + una™ pour
tout n € N*. On a alors Da(a,b) = a® + ab+ b> = 3a® et Di(a,b) = a+ b = 2a donc si a # 0, A
Adpu=2
A2 =
on peut prendre ces valeurs de A et p (puisque D, (a,b) n’en dépend pas). Dans ce cas, on trouve
D, (a,b) = (n + 1)a™ pour tout n € N*.

et p sont solutions du systeme { 3 qui équivaut &4 A = p=1. Si a =0, D,(a,b) =0

[Exercice 1.7]

1. Soit F' un sous-espace strict de E, et (eq,...,eq) une base de F' (avec d = dim(F')). Comme
(e1,...,eq) est libre dans FE, on peut la compléter en une base (ey,...,e,) de E. On pose alors
H = Vect(ey,...,en—1). Comme (eq,...,en_1) est libre, dim(H) = n — 1 et H est un hyperplan
de E.

De plus, F # E, donc d < n, ce qui montre que F = Vect(ey,...,eq) C H. Ainsi F' est un inclus
dans un hyperplan de E. Pour chaque i € [1, p], on a donc H; un hyperplan de E contenant F;. Si
I'on arrive a montrer que H1U---UH, # E, comme F1U---UF, C HiU---UH,, F1U---UF, # E.
Il suffit donc de montrer le résultat voulu lorsque F1,. .., F), sont des hyperplans de E.

2. Soit ¢ € [1,p]. Comme F; est un hyperplan de E, on a ¢; une forme linéaire non nulle telle
que F; = Ker(y;). Si ¢ € E a pour coordonnées (x1,...,x,) en base e, on a donc x € F; si et
seulement si

0= (,Dz(.’li) = .%'1(,01‘(61> + 4+ xn@z(en)
et on pose a; ; = p;(e;) pour tout j € [1,n].
Comme ¢; n’est pas constante nulle, (a;1,...,a;n) # (0,...,0).
On a alors x € Fy U---U F), si et seulement si il existe i € [1, p] tel que ¢;(z) = 0, ce qui équivaut
a p1(z)...¢op(x) =0 puis &

(21 + -+ a1pnxn) ... (ap1x1 + -+ appxy) = 0.

3. Pourie [1,p], P, =a;1+ai2X+-- —i—ai,nX"_l n’est pas le polynome nul d’apres la question
précédente ('un de ses coefficients est non nul). Ainsi P = P ... P, # 0, et on peut trouver A € R
tel que P(A\) # 0 (sinon P aurait une infinité de racines).

Soit alors z ’élément de E dont les coordonnées en base e sont (1, ), ..., A"~ 1). Comme P()\) # 0,
d’apres la question précédente, x ¢ Fy U --- U F), ce qui prouve que Fy U---UF), # E.

[Exercice 1.8]

1. Soient (z1,...,2p) € By x---xEyetx = x1+---+x,. Pouri € [1,p], on a u(z;) = \;z; (puisque
x; € E;). Par récurrence aisée, on en déduit que pour tout k € N, uk (z;) = )\fa:i. En faisant des
combinaisons linéaires de ces relations, il en découle que pour tout @ € K[X], Q(u)(z;) = Q(\;);.
Par suite,

Qu)(z) = Qu)(z1) + -+ Qu)(zp) = QA1)z1 + - + Q(Ap) .



