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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux éleves de deuxiéme année de classes préparatoires scien-
tifiques de la filiere PT. Il leur propose de mettre en pratique les notions abordées
en cours de mathématiques grace a des exercices, assortis d’une correction détaillée,
dans laquelle I'accent est mis sur la méthode qui meéne a la solution.

Le livre est divisé en quinze chapitres, chacun étant consacré a une partie du pro-
gramme. Nous avons regroupé les chapitres selon les thémes classiques : Algebre,
Géométrie, Analyse et Probabilités. Au sein d’un méme chapitre, les exercices, classés
par ordre croissant de difficulté, ont été choisis de fagon a passer en revue les notions
a connaitre, mais aussi a présenter les techniques susceptibles d’étre utilisées.

En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement la réflexion
préliminaire, comprenant analyse du probleme et tatonnements, de la rédaction finale,
rigoureuse et précise. Cette derniére étape est signalée, dans le texte, par la présence

d’un liseré gris sur la gauche et du pictogramme . Insistons sur le fait que nous

ne prétendons nullement présenter 'unique cheminement permettant d’aboutir a la
solution d’un exercice donné, ni la seule rédaction acceptable. Dans les deux cas, bien
des possibilités existent.

Par ailleurs, lorsque nous avons souhaité mettre en lumieére un point important, nous

I’avons rédigé sur un fond grisé et indiqué par @ De méme, la présence d'un piege

dont il faut se méfier est signalée par o,

Un grand merci a Sabrina Bergez et Jean-Marie Monier, qui ont collaboré a la réalisa-
tion de ce livre en le relisant en détail et en me faisant bénéficier de leurs nombreuses
remarques pertinentes.
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CHAPITRE

Algebre linéaire 1

Exercice 1.1 : Utilisation des polynomes de Lagrange

On se fixe n € N* et aq,...,a, des réels deux a deux distincts.

1. Montrer que pour tout i € {0,...,n}, il existe un unique L; € R, [X] tel que
pour tout j entre 0 et n, L;(a;) = 0;; (le symbole de Kronecker, qui vaut 0 si
i# 4, 1sii=j).

2. Montrer que (Lo, ..., L;,) est une base de R,,[X]. Si P € R,,[X], quelles sont
ses coordonnées dans cette base ?

3. Soit P € R, [X] tel que Vz € [0,n], |P(z)| < 1. Montrer que :

IP(-1)|<2" -1 et |P(n+1) <2 —1.

1. Pour montrer l'existence et I'unicité, il y a deux possibilités : on peut montrer
d’une part I'unicité et d’autre part ’existence, mais il faudra avoir une idée de quoi
poser dans l'existence. On peut également raisonner par analyse/synthese. L’intérét
de ce dernier mode de raisonnement est qu’il n’y aura pas a réfléchir dans la phase de
syntheése, pour savoir quoi poser.

» Analyse :
Dans la phase d’analyse, on suppose avoir un objet vérifiant la propriété voulue et on
trouve son expression exacte. Ceci montrera 1'unicité.

Soit i € {0,...,n}. Supposons avoir L; € R,,[X] tel que pour tout j entre 0

et n, Li(a;) = 0; ;. L; admet alors tous les a; (pour j # i) comme racines. Ce
sont n réels deux a deux distincts, et deg(L;) < n, donc on a toutes les racines
de L;. La forme factorisée de L; est alors de la forme :

On trouve enfin la valeur de A grace a L;(a;) =1

n

1:Lxm)=Af1Wi—@ﬂ donc A =] :

(Li*aj/

=0 =0
i i
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ou l'on peut diviser car a; # a; pour j # i. Ainsi

et on a l'unicité.

» Synthese :
Dans la phase de synthése, on pose 'objet trouvé dans la phase d’analyse, et on
démontre qu’il convient effectivement.

()

Soit ¢ € {0,...,n}. Posons

Alors L; € R,,[X] (il est de degré n), L;(a;) =0si j # i et Li(a;) =1. On a
donc I'existence.

La phase d’analyse montre toujours l'unicité, la phase de synthese
Pexistence. Cette derniére est indispensable, puisque la phase d’analyse
montre simplement que si I'objet cherché existe, il est d'une certaine
forme, mais pas que cette forme convient effectivement.

2. La famille (Lo, ..., L,) comporte autant d’éléments que la dimension de R, [X]. Il
suffit donc de montrer qu’elle est libre.

o

La dimension de R, [X] est n + 1 et non n, puisque sa base canonique
(X° ..., X"™) comporte n + 1 éléments.

Soit (Mg, .-, An) € R™ ! tel que N\gLo + -+ + Ap Ly, = 0. Pour i € {0,...,n},
on a, en évaluant en a;,

0= Z )\ij(ai) = Z /\j(Sj)i = )\1
j=0 §=0
Ainsi la famille (Lo, ..., L,) est libre. Elle a n + 1 = dim(R,,[X]) éléments,
c'est donc une base de R, [X].
Si P € R,[X], onaalors (A, ..., \,) € R* L tel que P = N\gLo+--+ ALy
Comme plus haut, pour i € {0,...,n}, on a, en évaluant en a;,

Pai) =Y AiLj(a:) = Y Ajdji = A
j=0 j=0
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I Les coordonnées de P dans la base (L, ..., L,) sont donc (P(ag), ..., P(ay)).

3. Pour démontrer les inégalités proposées, on cherche a appliquer les questions pré-
cédentes. L’hypothese étant vérifiée sur [0,n], on pense & poser a; = @ pour tout i
entre 0 et n. On a alors P qui s’exprime en fonction des P(i) (de valeur absolue plus
petite que 1) et des L;. Il faut donc majorer les |L;(—1)| et |L;(n + 1)|.

On applique les questions précédentes a (ag,...,a,) = (0,...,n). Notons

Lo, ..., L, les polyndmes d'interpolation de Lagrange associés, on a

P =Y P(a;)Li =Y P(i)L:.
=0 1=0

Pour ¢ entre 0 et n, on a alors :

Ainsi, par I'inégalité triangulaire,

PD)] = |32 POL(-D| < S IPOL(-D] <Y (’; N 11)
=0 =0 i=0
n+1 n n+1 n .
<§_;( j1> :H)( :,”)—1:2 A )

De méme, on trouve

n . i—1 R _
RS R | ey | R

7=0 t=J 7=0 t= Jj=i1+1 J—t
G
i—1 i—1 1 n n 1
:H(n—l—l—])Hiij H(n—f—l—]) Hj ;
7=0 3=0 j=i+1 j=i+1
(n+1)! 1 1
X — X — ) x
(n+1-=4) ! ((n =)} (n—1)!
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Puis, par I'inégalité triangulaire,

ZP i((n—+1) Z|P i(n+1)|
<Z<"j1) —ontl g,
=0

[P(n+1)| =

@ On aurait également pu appliquer le résultat concernant P(—1) au po-
lyndme @ = P(n — X) qui satisfait les mémes hypotheses que P.

Exercice 1.2 : Polynéme et racines n-iemes ~

Soient n € N* et p € Z. On note U,, ’ensemble des racines n-iemes de I'unité
dans C.
1. Calculer ) aP.
zeU,
2. Soit P € C[X] un polynome de degré inférieur ou égal & n — 1. On suppose
avoir M > 0 tel que
Ve eU,, |P(z)|<M.

Montrer que les coefficients de P sont bornés par M.

1. Il s’agit d’un simple calcul d’une somme géométrique, il suffit de bien se souvenir
de I’énumération classique de U,,.

@ Lors du calcul d’'une somme géométrique, il est indispensable de bien
distinguer le cas ou la raison vaut 1.

On sait que U,, est I'ensemble de e2km/n I variant entre 0 et n — 1. Ainsi, si

p n'est pas un muItipIe de n, on a 62”’”/” # 1 et donc:

n— n—1 A
E P = E ( 27.k7r/n> E eszpfr/n _ Z < 22p7r/n)
zelU, k=0
1— e2zp7'r
= 1 — e2ipm/n =

Si maintenant p est un multiple de n, on a

n—1

Z LP_Z( 21’”/”) Se%km/”:21:n.

zel,, k=0 k=0
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n—1
2. Comme P est de degré inférieur ou égal a n — 1, il s’écrit sous la forme > azz*.
k=0
Pour isoler le coefficient de degré k, on pense, avec la question précédente, a regarder
la somme de P(z)z~* pour x € U, : les puissances autres que k vont s’annuler, et il

ne restera que n ag.

Comme P est de degré inférieur ou égal an— 1, on a (ag,...,a,—1) € C" tel

que :
n—1

P = Z apX®.
k=0

Pour k € {0,...,n — 1}, on a, d'aprés la question précédente,
n—1 n—1
g P(z)z™* = g E ajri ™k = g a; g 277 = nay,
zeU, ze€U, =0 j=0 zeU,

puisque pour j # k, j — k n’est pas un multiple de n.
Ainsi, par l'inégalité triangulaire :

> Plz)a| < % > |P)aF| < % > M=M.

zelU, zel,, zelU,

Exercice 1.3 : Etude d’un projecteur ~

Soient p et ¢ deux projecteurs de E (un K-espace vectoriel) tels que p o g = 0.
On considere r =p+ g — qop.

1. Montrer que 7 est un projecteur.

2. Montrer que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).

3. Montrer que Im(r) = Im(p) & Im(q).

1
lax| = —

1. Pour montrer qu’une application r est un projecteur, il faut montrer que ror = r.
Ici on développe cette composée (par bilinéarité de la composition dans .Z(F)) et on
simplifie les termes p o p (en p), go g (en q) et po g (qui est nul).

Par bilinéarité de la composition, et en utilisant le fait que pop =petgoqg=g¢q

¢/ . .

(puisque p et ¢ sont des projecteurs), on a

ror=(p+qg—qop)o(p+qg—qop)
=pop+pog—pogop+qop+qgoqg—qgoqgop

—gopop—qgopog+qgopoqop

=p+0—-0op+gop+qg—qop—gqop—qoO+qolop
=p+q—qop=r.
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@ Dans le développement, bien prendre garde que gop est a priori différent
de pogq!

2. Pour montrer cette égalité, il faut montrer deux inclusions. L’une est ici plus simple
que lautre.

» Inclusion réciproque :
C’est la plus facile car si p(z) = ¢(x) = 0, on a facilement r(z) = 0.

Soit = € Ker(p) N Ker(q), alors

r(z) = p(x) +q(x) = (gop)(x) = 0+ 0 —g(p(z)) = —¢(0) = 0
donc z € Ker(r) et Ker(p) N Ker(q) C Ker(r).

» Inclusion directe :
Si maintenant r(xz) = 0, on va appliquer p et ¢ & la relation qu’on en déduit pour
obtenir que p(z) = ¢q(z) = 0.

Soit « € Ker(r). Alors 0 = r(x) = p(z) + q(z) — (g o p)(z). On a donc

p(z) = q(p(x)) — q(x). En appliquant p de chaque coté, il vient

) =
p(z) = p(p(z)) = pla(p(x))) — pla(x)) = (pogop)(z) — (poq)(x)
— (0op)(x) —0=0
et © € Ker(p). Par suite, r(z) = 0+ ¢g(z) — q(0) = ¢(z), donc ¢(z) = 0
et x € Ker(g). On a donc z € Ker(p) N Ker(g), ce qui montre I'inclusion
Ker(r) C Ker(p) N Ker(q).
En conclusion, Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).

3. La encore, il y a deux inclusions & montrer. Cette fois, c’est I'inclusion directe qui
est la plus facile.

» Inclusion directe :

Soit € Im(r). Alors on a a € E tel que

z =r(a) = p(a)+q(a)—(gop)(a) = p(a)+q(a) —q(p(a)) = p(a)+q(a—p(a))
donc z € Im(p) + Im(q) et Im(r) C Im(p) + Im(q).
» Inclusion réciproque :

Pour montrer qu'un élément = de Im(p) 4+ Im(q) est dans Im(r), on va calculer r(z).
En effet les projecteurs ont la propriété qu’un élément de leur image vérifie r(x) = x.

| Soit z € Im(p) + Im(q). Alors on a (y,z) € Im(p) x Im(q) tel que z =y + z.

Comme y € Im(p), on ab € FE tel que y = p(b); comme z € Im(q),onace F
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tel que z = ¢(c¢). On a donc z = p(b) + ¢(c). On calcule alors
r(z) = p(z) +q(z) — (g0 p)(x)
= p(p(b) +q(c)) + a(p(b) + q(c)) — a(p(p(b) + gq(c)))
= (pop)()+ (pog)(c)+ (gop)(b) + (goq)(c)
—(qgopop)(b) = (gopoq)(c)
=p(b) +0+ (gop)(b) +aq(c) — (¢op)(b) — (g2 0)(c)
=p(b) +q(c) = x.
Ainsi z = r(z) € Im(r) et Im(p) + Im(q) C Im(r).

@ Lorsque p est un projecteur, Im(p) = {z € E; p(z) = z}.

A ce stade, on a montré que Im(r) = Im(p) + Im(q). Il reste & montrer que la somme
est directe. On monre pour cela que U'intersection des deux espaces est réduite a {0}.

Soit y € Im(p) N Im(g). Comme y € Im(p), on a a € E tel que y = p(a);

comme y € Im(q), on a b € E tel que y = ¢(b). On a alors p(a) = ¢(b). En
composant par p, il vient

y =p(a) = p(p(a)) = p(q(b)) = (poq)(b) =0
donc Im(p) NIm(q) = {0}, ce qui montre que la somme est directe.

Exercice 1.4 : Somme de projecteurs N

On note K = R ou C. Soient pq,...,p, des projecteurs d'un K-espace vectoriel
FE de dimension finie tels que p; + ...+ p, = ldg.

1. Montrer que pour i € {1,...,n}, rg(p;) = tr(p;).

2. Montrer que E =Tm(p;) & ... ® Im(py,).

1. Pour calculer la trace de 'un des p;, il faut calculer sa matrice dans une base de
E. On choisit une base adaptée a la décomposition E = F; & Gy, si p; projette sur F;
parallelement & G.

Soit i € {1,...,n}. Notons F; et G; les sous-espaces vectoriels de E tels que

E = F; ® G;, et que p; projette sur F; parallelement a G;.

Soit (e1,...,eq) une base de F; et (eqy1,...,€,) une base de G;. Alors
(e1,...,en) est une base de E.

Pourk € {1,...,q},onap;(ex) = e. Pourk € {g+1,...,n},onap;(e) =0.
Dans la base (e1,...,e,), la matrice de p; est donc

( I‘I 0‘17"—(1 )
On—%q 01]7‘1
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I ettr(p;) =q=dim(F;). Comme F; = Im(p;), on obtient tr(p;) = rg(p;).

@ 11 est toujours utilise de se souvenir que si p est un projecteur, il projette
sur F' = Im(p) parallelement & G = Ker(p).

2. La question précédente nous donne immédiatement une information sur les dimen-
sions : la somme des rangs de p; est la somme de leurs traces, qui est tr(Idg) (par
linéarité de la trace) donc qui vaut d = dim(E).

Il suffit donc de montrer que la somme est directe, ou qu’elle vaut E. L’hypothese
nous permettra de montrer plus facilement le fait qu’elle vaut E.

Soit x € E. On a & = p1(x) + - - - + pn(x) par hypothése, donc

z €Im(pr) + -+ + Im(py).
Comme Im(py) + -+ - + Im(p,,) est clairement inclus dans E, on en déduit que
Im(py) + -+ Im(p,) = E.

@ De maniere générale, seule 'inclusion directe est vraie dans

Im(py + -+ +pn) C Im(py) + -+ + Im(py).

D'autre part, comme tr est linéaire,

tr(pr) + -+ tr(pn) = tr(p1 + - + pp) = tr(Idg) = dim(E).

Ainsi, avec la question précédente, on a, rg(p1) + - -+ + rg(pn) = dim(E). On
a donc

dim(Im(py) + -+ - + Im(py,)) = dim(Im(py)) + - - - + dim(Im(p,,))
et la somme est directe d'aprés le cours. En conclusion :

E=Im(p;) ®... 5 Im(p,).

Exercice 1.5 : Somme de sous-espaces de polynémes N
Soient n € N* et ag,...,a, des réels deux a deux distincts. Pour ¢ € {0,...,n},
on note

F, ={P e R,[X]; Vj € {0,...,n}\{¢}, P(a;) =0}.
Montrer que Fy @ ... ® F, = R,[X].
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Commengons par montrer que la somme de ces n + 1 espaces est directe (le fait
qu’il s’agit bien de sous-espaces de R,,[X] se montre aisément). Pour ce faire, il faut
partir de (Pp,...,P,) € Fy x ... x F,, tel que Py + ...+ P, = 0 et montrer que

Py =

&y

.=P,=0.

Le fait que les intersections de deux des F; soient réduites a {0} n’im-
plique pas le fait que la somme est directe, quand on a plus de deux
espaces.

Soit (Py,...,P,) € Fy x...x F, tel que Py + ...+ P, = 0.

Pour k € {0,...,n}, on a, en prenant la valeur en ay, Py(ar) = 0 (puisque
les P;(ay) sont nuls si k #i). Le polynédme Py, admet alors ay, . .., a, comme
racines, donc au moins n + 1 racines. Comme deg(Py) < n, on en déduit que
P, =0.

Ceci vaut pour tout k € {0,...,n}, donc la somme Fy + ...+ F,, est directe.

Il reste & montrer que cette somme vaut R,,[X]. Le plus simple est de procéder par
un argument de dimension. On détermine donc la dimension de chacun des F;.

Soit i € {0,...,n}. Si P € F;, alors P admet les aj, j # i comme racines,
ce qui fait n racines. Ou bien P est nul, ou bien on a toutes ses racines (car
deg(P) < n). Dans les deux cas, on a A € R tel que

P= )\H —aj).

3752
Réciproquement, tous ces polynémes sont dans Fj, donc

F,=K H — aj)
J#z
est de dimension 1. Comme |la somme est directe, on a
dim(Fo @ ... @ F,) = dim(Fp) + - - - + dim(F,) = n + 1 = dim(R,, [X]).
Comme on avait Fy @ ... @ F, C R,[X], on en déduit que
Fo®...®F, =R,[X].
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Exercice 1.6 : Calcul par blocs N

On note K = R ou C. Soit M € .#,(K) une matrice de rang r, décomposée par
blocs sous la forme "
B
v-(25)
avec A € GL,(K).

1. Montrer que pour tout vecteur colonne Y &€ ///n—m(K), il existe un vecteur
colonne X € ., 1(K) tel que

M<(1);>:M<0ir)‘

2. En déduire que D = CA~'B.

1. Notons tout d’abord que comme A est de taille r X 7, B est de taille r x (n — ),
C est de taille (n —r) x r et D est de taille (n —r) x (n — 7).

On peut commencer par chercher X de maniére pratique, en effectuant les produits
par blocs. On se rend cependant vite compte que le calcul sera utile dans la question
suivante, pour montrer que D = C A~ B, mais ne permettra pas de répondre & cette
premieére question. Il faut ici montrer I'existence de X de maniere théorique.

Pour Y donné, le premier produit est une combinaison linéaire des n — r dernieres
colonnes de M. Le second produit correspond a une combinaison linéaire des r pre-
mieres. Il faut donc montrer que toute combinaison linéaire de colonnes de A peut
s’exprimer comme combinaison linéaire des r premiéres.

Par hypothese, la matrice A est inversible. Ainsi, ses colonnes forment une famille
libre dans ., (K). Il en est donc de méme des r premieres colonnes de M. Comme
M est de rang r, cette famille libre est en fait une base de ’espace vectoriel engendré
par les colonnes de M.

Notons Mjy, ..., M, lesn colonnes de M, Ay, ..., A, cellesde Aet Cy,...,C,
celles de C.

Comme A est inversible, (A4, ..., A,) est libre dans .#, 1 (K). Montrons que la
famille (M, ..., M,) est libre dans ., 1(K) : soit (A1,...,A,) € K" tel que
MM, 4+ MM, =0

En calculant par blocs, il vient

o [ MALH N A,
n )\101+"'+)\TCT ’

En particulier A\fA; + --- + A\ A, = 0 donc comme (Ay,...,A,) est libre,
Al=...=)\.=0.
Ainsi la famille (Mjy,..., M,) est libre dans I'espace .#,, 1(K), donc dans I'es-
pace F' = Vect(My,...,M,). Comme dim(F) = rg(M) = r, (My,...,M,)
est une base de F.
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Pour Y € #,_,1(K), on a

Y1
]V[(%):ylMT+1+~'-+yn_T]\/fnEFOI\JYZ :
Yn—r
Notons (x1,...,x,) ses coordonnés en base (M, ..., M,), on a donc :
€
0, X
M v | = oM+ -+, M, =M 0 en posant X =
T,

2. On exploite ici la question précédente en effectuant le calcul par blocs.

@ Ici, il est possible d’effectuer un calcul par blocs parce que les tailles
correspondent : X a le méme nombre de lignes que A et C' de colonnes,
Y a le méme nombre de lignes que B et D de colonnes.

Soit Y € ,,_,1(K). D'aprés la question précédente, on a X € 4, 1(K) tel

que
0\ X
JW( v )—]\/f( 0,_, )

En calculant par blocs, on obtient :

()= (o ) (5 ) =(x )

On a donc BY = AX et DY = CX. Comme A est inversible, la premiére
relation donne X = A~!BY. On en déduit que DY = (CA~!B)Y.

Ceci vaut pour tout Y € #,_,1(K). En prenant, pour i entre 1 et n —r, ¥’
égal au vecteur colonne n'ayant que des 0, sauf en 1 en position ¢, on en déduit

que D et CA~'B ont méme i-eme colonne.
Ainsi D = CA™'B.

Exercice 1.7 : Propriétés de la trace N

Ici K désigne R ou C.
1. En s’aidant des matrices élémentaires, déterminer une base Ker(tr).
2. En déduire que Ker(tr) = Vect({(AB — BA); (A, B) € #,(K)?}).
3. Soit ¢ : A, (K) — K linéaire vérifiant :

V(4,B) € #x(R)?, @(AB) = p(BA).

Montrer que ¢ est colinéaire a la trace.
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1. On sait que le noyau de I’application trace est de dimension n? — 1 par le théoréme
du rang. Il faut donc trouver une famille libre composée de n? — 1 matrices pour en
avoir une base.

L’énoncé nous invite a utiliser les matrices élémentaires F; ;, dont tous les coefficients
valent 0 sauf celui en position (4, 7) qui vaut 1. Si i # j, il est clair que tr(E; ;) = 0.
Ceci nous fait déja n? — n matrices. Il en manque n — 1, que l'on construit comme
combinaison linéaire des F; ; (pour que la famille obtenue soit libre), par exemple les
E;; — B, , pour ¢ entre 1 et n — 1.

Notons tout d'abord que par le théoréme du rang dim(Ker(tr)) + rg(tr) = n?.

Comme tr est a valeurs dans K, rg(tr) < dim(K) = 1. De plus tr n'est pas
constante nulle, donc rg(tr) = 1. Ainsi dim(Ker(tr)) = n? — 1.

Pour i # j € {1,...,n}, on a tr(E; ;) = 0. Pour i € {1,...,n — 1}, on a
tr(Em- - En,n) = 0. La famille ﬁ = (Ei,j)lgiyéjgn U (El,z - Enyn)lgignfl est
donc une famille de n? — 1 éléments de Ker(tr).

Soient (A j)1<izj<n € K" 2 et (1, pin_1) € K* 1 tels que :

n n n—1
Z Z AijEij + Z pr(Exk — Eng) = 0.
k=1

i=1 j=1

J#i

Alors

n.on n—1 n—1

SN B+ S i~ (z uk> Bup 0.

i=1 j=1 k=1 k=1

J#i

Comme la famille (E; ;)i<i j<n est libre (c'est une base de .#,(K)), on en
déduit que \; ; =0 pouri #je{l,...,n}etque pg =+ = pp—1 = 0.

Ainsi .7 est libre. Comme elle contient n? — 1 = dim(Ker(tr)) éléments, c'est
une base de Ker(tr).

2. Nous devons montrer que Ker(tr) est ensemble des combinaisons linéaires de
matrices de la forme AB— BA. Il s’agit d’une égalité d’ensembles, il faut donc montrer
deux inclusions.

La premiére vient du fait que tr(AB) = tr(BA) pour tout (4, B) € .#,(K)?, donc
par linéarité, on a tr(AB — BA) = 0.

Pour la seconde, on utilise la question précédente en montrant que tous les éléments
de la base de Ker(tr) qu’on a trouvée peuvent s’écrire sous la forme AB — BA. Pour
ce faire, il faut se souvenir de la formule F; ;£ ; = ;s ;.

Pour (A, B) € #,,(K)?, on a tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0 (puisque
tr est linéaire). Ainsi AB — BA € Ker(tr). Comme Ker(tr) est stable par
combinaison linéaire, on en déduit que
Vect({(AB — BA); (A, B) € .#,(K)?*}) C Ker(tr).
POUI’i;éj S {1,...771}, on a Ei,j :Ei,iEi,j — i,jEii-

)

Pour i € {1, oo, — 1}, on a Ei,i — En,n = Ei,n n,i En,iEi,n-
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Ainsi tous les éléments de la base de Ker(tr) déterminée dans la question pré-
cédente peuvent s'écrire sous la forme AB — BA, avec (4, B) € .#,,(K)?. Tout
élément de Ker(tr) est donc combinaison linéaire de matrices de cette forme,
et on a

Ker(tr) C Vect({(AB — BA); (A, B) € 4, (K)?}).
En conclusion, Ker(tr) = Vect({(AB — BA); (A, B) € .#,(K)?}).

3. Comme ¢ est linéaire, elle vérifie p(AB — BA) = 0 et Ker(y) contient tous les
éléments de la forme AB — BA, donc leurs combinaisons linéaires, donc Ker(tr). On
conclut alors directement en disant que tr et ¢ définissent le méme hyperplan, quand
 # 0, donc sont colinéaires.

Pour (A, B) € .#,(K)?, ¢(AB — BA) = ¢(AB) — ¢(BA) = 0 (car ¢ est
linéaire). Ker(y) contient donc toutes les matrices de la forme AB — BA, donc

toutes leurs combinaisons linéaires. D'apres la question précédente on en déduit

que Ker(tr) C Ker(yp).

Si ¢ = 0, 0onae = 0tr. Sinon rg(¢) = 1 et par le théoréme du rang

dim(Ker(p)) = n? — 1 = dim(Ker(tr)).

On a donc Ker(p) = Ker(tr) : ¢ et tr définissent le méme hyperplan. Elles sont

donc proportionnelles.

Exercice 1.8 : Projecteurs et trace ~

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C) et p un
projecteur de E. Montrer qu’on a tr(p) = rg(p).
2. Soient ¢ € N* et A € #,,(K) vérifiant A? = I,,. Montrer que

—il
1 q
dim(Ker(A —I,,)) = — Z tr(AF

7=

q—1

. . . \ 1 k
On pourra appliquer la question précédente a B = — Z A
7=

1. Pour montrer cette relation (extrémement classique), on va écrire la matrice de
p dans une base adaptée. Une telle base doit étre choisie pour correspondre a la
décomposition associée a p en deux sous-espaces supplémentaires, qui sont, d’apres le
cours, son image et son noyau.

Notons F' et G les espaces supplémentaires associée a p (on a F = Imp et
G = Kerp). Soit e = (eq,...,e,) une base de E adaptée a la décomposition

F &G = E. Notant d = dim(F), pour i € {1,...,d}, p(e;) = e;, et pour

te{d+1,...,n}, p(e;) = 0. Ainsi la matrice de p en base e est < {)d 8 >
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I Par suite, tr(p) = d = dim(F) = dim(Imp) = rg(p).

Y

La trace d'un endomorphisme se calcule toujours en écrivant sa matrice
dans une base bien choisie.

2. Pour appliquer la question précédente a B, il suffit d’abord montrer que B est une
matrice de projection, ce qui signifie B2 = B. Pour calculer facilement B2, on montre
que A*B = B pour tout k € N, ce qui provient de AB = B.

Notons que, comme A? = 1[,,, on a

124 1 122 1 14
AB=-) At =N AR =N AR, ==Y A =B,

On en déduit par récurrence aisée que pour tout k € N, A¥B = B, puis

2_1q71Ak _1q71 B
B _Ez B—EZB—B.
k=0 k=0

Ainsi B est une matrice de projection, et par la question précédente, on a
tr(B) = rg(B).

Par linéarité de la trace, le second membre de la formule voulue est tr(B). Il faut
donc maintenant montrer que rg(B) = dim(Ker(A — I,,)). Ceci sera le cas si on arrive
a montrer que Im(B) = Ker(A4 — I,,) (ce qui nécessite deux inclusions).

Soit X € Ker(A — I,). Alors AX = X, donc pour tout k € {0,...,q — 1},
Ak X = X, ce qui montre que X = BX.
Par suite X € Im(B) et Ker(A — I,,) C Im(B).
Réciproquement, soit Y € Im(B). On a X € #,1(K) tel que Y = BX. Par
suite

AY =ABX =BX =Y
(puisque AB = B, comme vu plus haut) et Y € Ker(A4 — I,,), et on en déduit
que Im(B) C Ker(A — I,).
En conclusion, Im(B) = Ker(A — I,,), donc rg(B) = dim(Ker(A — I,,)). Par

suite
q—1

dim(Ker(A — I,,)) = tr(B) = ! > tr(4k)
q k=0
par linéarité de la trace.
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Exercice 1.9 : Réduction des matrices de trace nulle ~

1. Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C) de dimension finie n > 1 et f un
endomorphisme de E. On suppose que, pour tout « € E, f(z) € Kz. Démontrer
que f est une homothétie, c’est-a-dire qu'il existe un scalaire A tel que f = \ Idg.
2. Soit M € #,(K) une matrice non nulle de trace nulle. Montrer qu’il existe
P € GL,(K) telle que la premiére colonne de P~ M P soit nulle, sauf le deuxiéme
coefficient qui vaut 1.

3. Montrer que toute matrice de .#,(K) de trace nulle est semblable & une
matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls. On pourra raisonner par
récurrence sur 7.

1. Ce résultat n’a a priori rien d’évident. L’hypothese est que, pour tout élément x
de E, il existe un scalaire A, tel que f(z) = A, z. La conclusion est qu’il existe un
scalaire \ tel que, pour tout élément = de F, f(x) = Az. Ces deux énoncés différent
par 'ordre des quantificateurs : dans le premier cas, le scalaire dépend de x, alors qu’il
n’en dépend pas dans le second! Autrement dit, il s’agit de montrer que les scalaires
A sont en fait tous égaux.

@ Il faut bien faire la distinction entre une phrase logique du type Vz, 3,
ou pour chaque z, on obtient un A dépendant de x, et une phrase du
type J\, Va qui nous donne un A constant, qui marche pour tous les x.

Soit (eq,...,e,) une base de E. |l existe des scalaires Ay, ..., A, tels que, pour

tout k € {1,...,n}, f(er) = Mg ex. Il suffit de montrer que Ay = --- = \,,.
Sin =1, il n'y arien a faire.
Sinon, pour k et [ distincts : f(ex + e;) = Mg ex + A ;. Mais il existe aussi un
scalaire i tel que f(er +e1) = p(er +€1) (4 = Aeyte, avec les notations vues
plus haut). Ainsi :

Aeer +Nep = p(er +e).
Comme (eq,...,e,) est une base de E on a

)\kZIMZ/\l.

Ainsi, A\; = - = \,.

2. Soit f ’endomorphisme de K™ canoniquement associé a M. Supposons que P existe
et soit & la base de K" telle que P est la matrice de passage de la base canonique
a % : alors P"'MP est la matrice de f dans la base Z et le fait que la premicre
colonne de cette matrice soit nulle, sauf le deuxiéme coefficient qui vaut 1, signifie que
I'image par f du premier vecteur de £ est le deuxieme vecteur de ZA. Ainsi, il s’agit
de démontrer I'existence d’une base (e, ..., e,) de E telle que f(e1) = es.





