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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux élèves de deuxième année de classes préparatoires scien-
tifiques de la filière PT. Il leur propose de mettre en pratique les notions abordées
en cours de mathématiques grâce à des exercices, assortis d’une correction détaillée,
dans laquelle l’accent est mis sur la méthode qui mène à la solution.
Le livre est divisé en quinze chapitres, chacun étant consacré à une partie du pro-
gramme. Nous avons regroupé les chapitres selon les thèmes classiques : Algèbre,
Géométrie, Analyse et Probabilités. Au sein d’un même chapitre, les exercices, classés
par ordre croissant de difficulté, ont été choisis de façon à passer en revue les notions
à connaître, mais aussi à présenter les techniques susceptibles d’être utilisées.
En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement la réflexion
préliminaire, comprenant analyse du problème et tâtonnements, de la rédaction finale,
rigoureuse et précise. Cette dernière étape est signalée, dans le texte, par la présence
d’un liseré gris sur la gauche et du pictogramme . Insistons sur le fait que nous
ne prétendons nullement présenter l’unique cheminement permettant d’aboutir à la
solution d’un exercice donné, ni la seule rédaction acceptable. Dans les deux cas, bien
des possibilités existent.
Par ailleurs, lorsque nous avons souhaité mettre en lumière un point important, nous

l’avons rédigé sur un fond grisé et indiqué par . De même, la présence d’un piège

dont il faut se méfier est signalée par .
Un grand merci à Sabrina Bergez et Jean-Marie Monier, qui ont collaboré à la réalisa-
tion de ce livre en le relisant en détail et en me faisant bénéficier de leurs nombreuses
remarques pertinentes.





Table des matières

Algèbre
1 Algèbre linéaire 8
2 Déterminants 29
3 Réduction 43
4 Espaces euclidiens 71

Géométrie
5 Fonctions vectorielles et arcs paramétrés 101
6 Courbes paramétrées du plan 113
7 Courbes et surfaces de l’espace 131

Analyse
8 Intégrales généralisées 150
9 Séries numériques 165
10 Séries entières 181
11 Équations différentielles 205
12 Fonctions de plusieurs variables 223
13 Intégrales à paramètres 243

Probabilités
14 Espaces probabilisés 267
15 Variables aléatoires discrètes 279

Index 301





Partie 1

Algèbre



Algèbre
1 Algèbre linéaire 8
1.1 : Utilisation des polynômes de Lagrange 8
1.2 : Polynôme et racines n-ièmes 11
1.3 : Étude d’un projecteur 12
1.4 : Somme de projecteurs 14
1.5 : Somme de sous-espaces de polynômes 15
1.6 : Calcul par blocs 17
1.7 : Propriétés de la trace 18
1.8 : Projecteurs et trace 20
1.9 : Réduction des matrices de trace nulle 21
1.10 : Réduction d’une matrice antisymétrique 24
1.11 : Intersection de p hyperplans 26

2 Déterminants 29
2.1 : Calcul de déterminants de taille 4 29
2.2 : Déterminant de Vandermonde 30
2.3 : Avec les coefficients du binôme 34
2.4 : Déterminant tridiagonal 36
2.5 : Déterminant et polynômes de Tchebychev 38
2.6 : Un calcul de déterminant 41

3 Réduction 43
3.1 : Éléments propres d’un endomorphisme d’un espace de polynômes 43
3.2 : Éléments propres d’un endomorphisme d’un espace de fonctions 45
3.3 : Diagonalisation 49
3.4 : Réduction d’une matrice d’ordre 3 53
3.5 : Trigonalisation 55
3.6 : Réduction d’une matrice à paramètres 59
3.7 : Une suite récurrente linéaire 60
3.8 : Diagonalisabilité et sous-espaces stables 64
3.9 : Diagonalisabilité un endomorphisme induit 65
3.10 : Diagonalisation simultanée 67

4 Espaces euclidiens 71
4.1 : Famille de polynômes orthogonaux 71
4.2 : Produit scalaire matriciel 74
4.3 : Un problème de minimisation 75
4.4 : Une caractérisation des bases orthonormées 77
4.5 : Une caractérisation des isométries antisymétriques 78
4.6 : Centre de O(E) 80



4.7 : Partie génératrice du groupe orthogonal 82
4.8 : Isométries matricielles 84
4.9 : Isométries du plan 86
4.10 : Applications conservant le produit vectoriel 86
4.11 : Isométries de l’espace 88
4.12 : Quotients de Rayleigh 91
4.13 : Décomposition polaire 92
4.14 : Matrices définies positives 94
4.15 : Réduction d’équations de coniques 95



1
CHAPITRE

Algèbre linéaire

On se fixe n ∈ N∗ et a0, . . . , an des réels deux à deux distincts.
1. Montrer que pour tout i ∈ {0, . . . , n}, il existe un unique Li ∈ Rn[X] tel que
pour tout j entre 0 et n, Li(aj) = δi,j (le symbole de Kronecker, qui vaut 0 si
i 6= j, 1 si i = j).
2. Montrer que (L0, . . . , Ln) est une base de Rn[X]. Si P ∈ Rn[X], quelles sont
ses coordonnées dans cette base ?
3. Soit P ∈ Rn[X] tel que ∀x ∈ [0, n], |P (x)| 6 1. Montrer que :

|P (−1)| 6 2n+1 − 1 et |P (n+ 1)| 6 2n+1 − 1.

Exercice 1.1 : Utilisation des polynômes de Lagrange

1. Pour montrer l’existence et l’unicité, il y a deux possibilités : on peut montrer
d’une part l’unicité et d’autre part l’existence, mais il faudra avoir une idée de quoi
poser dans l’existence. On peut également raisonner par analyse/synthèse. L’intérêt
de ce dernier mode de raisonnement est qu’il n’y aura pas à réfléchir dans la phase de
synthèse, pour savoir quoi poser.
I Analyse :
Dans la phase d’analyse, on suppose avoir un objet vérifiant la propriété voulue et on
trouve son expression exacte. Ceci montrera l’unicité.

Soit i ∈ {0, . . . , n}. Supposons avoir Li ∈ Rn[X] tel que pour tout j entre 0
et n, Li(aj) = δi,j . Li admet alors tous les aj (pour j 6= i) comme racines. Ce
sont n réels deux à deux distincts, et deg(Li) 6 n, donc on a toutes les racines
de Li. La forme factorisée de Li est alors de la forme :

Li = λ
n∏
j=0
j 6=i

(X − aj).

On trouve enfin la valeur de λ grâce à Li(ai) = 1 :

1 = Li(ai) = λ
n∏
j=0
j 6=i

(ai − aj) donc λ =
n∏
j=0
j 6=i

1
ai − aj

,
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où l’on peut diviser car ai 6= aj pour j 6= i. Ainsi

Li =
n∏
j=0
j 6=i

X − aj
ai − aj

et on a l’unicité.
I Synthèse :
Dans la phase de synthèse, on pose l’objet trouvé dans la phase d’analyse, et on
démontre qu’il convient effectivement.

Soit i ∈ {0, . . . , n}. Posons

Li =
n∏
j=0
j 6=i

X − aj
ai − aj

.

Alors Li ∈ Rn[X] (il est de degré n), Li(aj) = 0 si j 6= i et Li(ai) = 1. On a
donc l’existence.

La phase d’analyse montre toujours l’unicité, la phase de synthèse
l’existence. Cette dernière est indispensable, puisque la phase d’analyse
montre simplement que si l’objet cherché existe, il est d’une certaine
forme, mais pas que cette forme convient effectivement.

2. La famille (L0, . . . , Ln) comporte autant d’éléments que la dimension de Rn[X]. Il
suffit donc de montrer qu’elle est libre.

La dimension de Rn[X] est n+ 1 et non n, puisque sa base canonique
(X0, . . . , Xn) comporte n+ 1 éléments.

Soit (λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 tel que λ0L0 + · · ·+ λnLn = 0. Pour i ∈ {0, . . . , n},
on a, en évaluant en ai,

0 =
n∑
j=0

λjLj(ai) =
n∑
j=0

λjδj,i = λi.

Ainsi la famille (L0, . . . , Ln) est libre. Elle a n + 1 = dim(Rn[X]) éléments,
c’est donc une base de Rn[X].
Si P ∈ Rn[X], on a alors (λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 tel que P = λ0L0 + · · ·+λnLn.
Comme plus haut, pour i ∈ {0, . . . , n}, on a, en évaluant en ai,

P (ai) =
n∑
j=0

λjLj(ai) =
n∑
j=0

λjδj,i = λi.
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Les coordonnées de P dans la base (L0, . . . , Ln) sont donc (P (a0), . . . , P (an)).

3. Pour démontrer les inégalités proposées, on cherche à appliquer les questions pré-
cédentes. L’hypothèse étant vérifiée sur [0, n], on pense à poser ai = i pour tout i
entre 0 et n. On a alors P qui s’exprime en fonction des P (i) (de valeur absolue plus
petite que 1) et des Li. Il faut donc majorer les |Li(−1)| et |Li(n+ 1)|.

On applique les questions précédentes à (a0, . . . , an) = (0, . . . , n). Notons
L0, . . . , Ln les polynômes d’interpolation de Lagrange associés, on a

P =
n∑
i=0

P (ai)Li =
n∑
i=0

P (i)Li.

Pour i entre 0 et n, on a alors :

|Li(−1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=0
j 6=i

−1− j
i− j

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
i−1∏
j=0

j + 1
i− j

n∏
j=i+1

j + 1
j − i

=
i−1∏
j=0

(j + 1)
i−1∏
j=0

1
i− j

n∏
j=i+1

(j + 1)
n∏

j=i+1

1
j − i

= (i!)× 1
i! ×

(n+ 1)!
(i+ 1)! ×

1
(n− i)! = (n+ 1)!

(i+ 1)! (n− i)!

=
(
n+ 1
i+ 1

)
.

Ainsi, par l’inégalité triangulaire,

|P (−1)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

P (i)Li(−1)

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=0
|P (i)Li(−1)| 6

n∑
i=0

(
n+ 1
i+ 1

)

6
n+1∑
i=1

(
n+ 1
i

)
=
n+1∑
i=0

(
n+ 1
i

)
− 1 = 2n+1 − 1.

De même, on trouve

|Li(n+ 1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=0
j 6=i

n+ 1− j
i− j

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
i−1∏
j=0

n+ 1− j
i− j

n∏
j=i+1

n+ 1− j
j − i

=
i−1∏
j=0

(n+ 1− j)
i−1∏
j=0

1
i− j

n∏
j=i+1

(n+ 1− j)
n∏

j=i+1

1
j − i

= (n+ 1)!
(n+ 1− i)! ×

1
i! × ((n− i)!)× 1

(n− i)!

= (n+ 1)!
i! (n+ 1− i)! =

(
n+ 1
i

)
.
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Puis, par l’inégalité triangulaire,

|P (n+ 1)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

P (i)Li(n+ 1)

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=0
|P (i)Li(n+ 1)|

6
n∑
i=0

(
n+ 1
i

)
= 2n+1 − 1.

On aurait également pu appliquer le résultat concernant P (−1) au po-
lynôme Q = P (n−X) qui satisfait les mêmes hypothèses que P .

Soient n ∈ N∗ et p ∈ Z. On note Un l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité
dans C.
1. Calculer

∑
x∈Un

xp.

2. Soit P ∈ C[X] un polynôme de degré inférieur ou égal à n − 1. On suppose
avoir M > 0 tel que

∀x ∈ Un, |P (x)| 6M.

Montrer que les coefficients de P sont bornés par M .

Exercice 1.2 : Polynôme et racines n-ièmes

1. Il s’agit d’un simple calcul d’une somme géométrique, il suffit de bien se souvenir
de l’énumération classique de Un.

Lors du calcul d’une somme géométrique, il est indispensable de bien
distinguer le cas où la raison vaut 1.

On sait que Un est l’ensemble de e2ikπ/n, k variant entre 0 et n − 1. Ainsi, si
p n’est pas un multiple de n, on a e2ipπ/n 6= 1 et donc :∑

x∈Un

xp =
n−1∑
k=0

(
e2ikπ/n

)p
=
n−1∑
k=0

e2ikpπ/n =
n−1∑
k=0

(
e2ipπ/n

)k
= 1− e2ipπ

1− e2ipπ/n = 0

Si maintenant p est un multiple de n, on a∑
x∈Un

xp =
n−1∑
k=0

(
e2ikπ/n

)p
=
n−1∑
k=0

e2ikpπ/n =
n−1∑
k=0

1 = n.
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2. Comme P est de degré inférieur ou égal à n− 1, il s’écrit sous la forme
n−1∑
k=0

akx
k.

Pour isoler le coefficient de degré k, on pense, avec la question précédente, à regarder
la somme de P (x)x−k pour x ∈ Un : les puissances autres que k vont s’annuler, et il
ne restera que nak.

Comme P est de degré inférieur ou égal à n− 1, on a (a0, . . . , an−1) ∈ Cn tel
que :

P =
n−1∑
k=0

akX
k.

Pour k ∈ {0, . . . , n− 1}, on a, d’après la question précédente,∑
x∈Un

P (x)x−k =
∑
x∈Un

n−1∑
j=0

ajx
j−k =

n−1∑
j=0

aj
∑
x∈Un

xj−k = nak

puisque pour j 6= k, j − k n’est pas un multiple de n.
Ainsi, par l’inégalité triangulaire :

|ak| =
1
n

∣∣∣∣∣ ∑
x∈Un

P (x)x−k
∣∣∣∣∣ 6 1

n

∑
x∈Un

∣∣P (x)x−k
∣∣ 6 1

n

∑
x∈Un

M = M.

Soient p et q deux projecteurs de E (un K-espace vectoriel) tels que p ◦ q = 0.
On considère r = p+ q − q ◦ p.
1. Montrer que r est un projecteur.
2. Montrer que Ker(r) = Ker(p) ∩Ker(q).
3. Montrer que Im(r) = Im(p)⊕ Im(q).

Exercice 1.3 : Étude d’un projecteur

1. Pour montrer qu’une application r est un projecteur, il faut montrer que r ◦ r = r.
Ici on développe cette composée (par bilinéarité de la composition dans L (E)) et on
simplifie les termes p ◦ p (en p), q ◦ q (en q) et p ◦ q (qui est nul).

Par bilinéarité de la composition, et en utilisant le fait que p◦p = p et q ◦ q = q
(puisque p et q sont des projecteurs), on a

r ◦ r = (p+ q − q ◦ p) ◦ (p+ q − q ◦ p)
= p ◦ p+ p ◦ q − p ◦ q ◦ p+ q ◦ p+ q ◦ q − q ◦ q ◦ p
− q ◦ p ◦ p− q ◦ p ◦ q + q ◦ p ◦ q ◦ p

= p+ 0− 0 ◦ p+ q ◦ p+ q − q ◦ p− q ◦ p− q ◦ 0 + q ◦ 0 ◦ p
= p+ q − q ◦ p = r.
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Dans le développement, bien prendre garde que q◦p est a priori différent
de p ◦ q !

2. Pour montrer cette égalité, il faut montrer deux inclusions. L’une est ici plus simple
que l’autre.
I Inclusion réciproque :
C’est la plus facile car si p(x) = q(x) = 0, on a facilement r(x) = 0.

Soit x ∈ Ker(p) ∩Ker(q), alors
r(x) = p(x) + q(x)− (q ◦ p)(x) = 0 + 0− q(p(x)) = −q(0) = 0

donc x ∈ Ker(r) et Ker(p) ∩Ker(q) ⊂ Ker(r).

I Inclusion directe :
Si maintenant r(x) = 0, on va appliquer p et q à la relation qu’on en déduit pour
obtenir que p(x) = q(x) = 0.

Soit x ∈ Ker(r). Alors 0 = r(x) = p(x) + q(x) − (q ◦ p)(x). On a donc
p(x) = q(p(x))− q(x). En appliquant p de chaque côté, il vient

p(x) = p(p(x)) = p(q(p(x)))− p(q(x)) = (p ◦ q ◦ p)(x)− (p ◦ q)(x)
= (0 ◦ p)(x)− 0 = 0

et x ∈ Ker(p). Par suite, r(x) = 0 + q(x) − q(0) = q(x), donc q(x) = 0
et x ∈ Ker(q). On a donc x ∈ Ker(p) ∩ Ker(q), ce qui montre l’inclusion
Ker(r) ⊂ Ker(p) ∩Ker(q).
En conclusion, Ker(r) = Ker(p) ∩Ker(q).

3. Là encore, il y a deux inclusions à montrer. Cette fois, c’est l’inclusion directe qui
est la plus facile.
I Inclusion directe :

Soit x ∈ Im(r). Alors on a a ∈ E tel que
x = r(a) = p(a)+q(a)−(q◦p)(a) = p(a)+q(a)−q(p(a)) = p(a)+q(a−p(a))
donc x ∈ Im(p) + Im(q) et Im(r) ⊂ Im(p) + Im(q).

I Inclusion réciproque :
Pour montrer qu’un élément x de Im(p) + Im(q) est dans Im(r), on va calculer r(x).
En effet les projecteurs ont la propriété qu’un élément de leur image vérifie r(x) = x.

Soit x ∈ Im(p) + Im(q). Alors on a (y, z) ∈ Im(p)× Im(q) tel que x = y + z.
Comme y ∈ Im(p), on a b ∈ E tel que y = p(b) ; comme z ∈ Im(q), on a c ∈ E
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tel que z = q(c). On a donc x = p(b) + q(c). On calcule alors
r(x) = p(x) + q(x)− (q ◦ p)(x)

= p(p(b) + q(c)) + q(p(b) + q(c))− q(p(p(b) + q(c)))
= (p ◦ p)(b) + (p ◦ q)(c) + (q ◦ p)(b) + (q ◦ q)(c)
− (q ◦ p ◦ p)(b)− (q ◦ p ◦ q)(c)

= p(b) + 0 + (q ◦ p)(b) + q(c)− (q ◦ p)(b)− (q ◦ 0)(c)
= p(b) + q(c) = x.

Ainsi x = r(x) ∈ Im(r) et Im(p) + Im(q) ⊂ Im(r).

Lorsque p est un projecteur, Im(p) = {x ∈ E ; p(x) = x}.

À ce stade, on a montré que Im(r) = Im(p) + Im(q). Il reste à montrer que la somme
est directe. On monre pour cela que l’intersection des deux espaces est réduite à {0}.

Soit y ∈ Im(p) ∩ Im(q). Comme y ∈ Im(p), on a a ∈ E tel que y = p(a) ;
comme y ∈ Im(q), on a b ∈ E tel que y = q(b). On a alors p(a) = q(b). En
composant par p, il vient

y = p(a) = p(p(a)) = p(q(b)) = (p ◦ q)(b) = 0
donc Im(p) ∩ Im(q) = {0}, ce qui montre que la somme est directe.

On note K = R ou C. Soient p1, . . . , pn des projecteurs d’un K-espace vectoriel
E de dimension finie tels que p1 + . . .+ pn = IdE .
1. Montrer que pour i ∈ {1, . . . , n}, rg(pi) = tr(pi).
2. Montrer que E = Im(p1)⊕ . . .⊕ Im(pn).

Exercice 1.4 : Somme de projecteurs

1. Pour calculer la trace de l’un des pi, il faut calculer sa matrice dans une base de
E. On choisit une base adaptée à la décomposition E = Fi ⊕Gi, si pi projette sur Fi
parallèlement à Gi.

Soit i ∈ {1, . . . , n}. Notons Fi et Gi les sous-espaces vectoriels de E tels que
E = Fi ⊕Gi, et que pi projette sur Fi parallèlement à Gi.
Soit (e1, . . . , eq) une base de Fi et (eq+1, . . . , en) une base de Gi. Alors
(e1, . . . , en) est une base de E.
Pour k ∈ {1, . . . , q}, on a pi(ek) = ek. Pour k ∈ {q+1, . . . , n}, on a pi(ek) = 0.
Dans la base (e1, . . . , en), la matrice de pi est donc(

Iq 0q,n−q
0n−q,q 0q,q

)



Algèbre 15

et tr(pi) = q = dim(Fi). Comme Fi = Im(pi), on obtient tr(pi) = rg(pi).

Il est toujours utilise de se souvenir que si p est un projecteur, il projette
sur F = Im(p) parallèlement à G = Ker(p).

2. La question précédente nous donne immédiatement une information sur les dimen-
sions : la somme des rangs de pi est la somme de leurs traces, qui est tr(IdE) (par
linéarité de la trace) donc qui vaut d = dim(E).
Il suffit donc de montrer que la somme est directe, ou qu’elle vaut E. L’hypothèse
nous permettra de montrer plus facilement le fait qu’elle vaut E.

Soit x ∈ E. On a x = p1(x) + · · ·+ pn(x) par hypothèse, donc
x ∈ Im(p1) + · · ·+ Im(pn).

Comme Im(p1) + · · ·+ Im(pn) est clairement inclus dans E, on en déduit que
Im(p1) + · · ·+ Im(pn) = E.

De manière générale, seule l’inclusion directe est vraie dans
Im(p1 + · · ·+ pn) ⊂ Im(p1) + · · ·+ Im(pn).

D’autre part, comme tr est linéaire,
tr(p1) + · · ·+ tr(pn) = tr(p1 + · · ·+ pn) = tr(IdE) = dim(E).

Ainsi, avec la question précédente, on a, rg(p1) + · · · + rg(pn) = dim(E). On
a donc

dim(Im(p1) + · · ·+ Im(pn)) = dim(Im(p1)) + · · ·+ dim(Im(pn))
et la somme est directe d’après le cours. En conclusion :

E = Im(p1)⊕ . . .⊕ Im(pn).

Soient n ∈ N∗ et a0, . . . , an des réels deux à deux distincts. Pour i ∈ {0, . . . , n},
on note

Fi = {P ∈ Rn[X] ; ∀j ∈ {0, . . . , n}\{i}, P (aj) = 0}.
Montrer que F0 ⊕ . . .⊕ Fn = Rn[X].

Exercice 1.5 : Somme de sous-espaces de polynômes
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Commençons par montrer que la somme de ces n + 1 espaces est directe (le fait
qu’il s’agit bien de sous-espaces de Rn[X] se montre aisément). Pour ce faire, il faut
partir de (P0, . . . , Pn) ∈ F0 × . . . × Fn tel que P0 + . . . + Pn = 0 et montrer que
P0 = . . . = Pn = 0.

Le fait que les intersections de deux des Fi soient réduites à {0} n’im-
plique pas le fait que la somme est directe, quand on a plus de deux
espaces.

Soit (P0, . . . , Pn) ∈ F0 × . . .× Fn tel que P0 + . . .+ Pn = 0.
Pour k ∈ {0, . . . , n}, on a, en prenant la valeur en ak, Pk(ak) = 0 (puisque
les Pi(ak) sont nuls si k 6= i). Le polynôme Pk admet alors a0, . . . , an comme
racines, donc au moins n + 1 racines. Comme deg(Pk) 6 n, on en déduit que
Pk = 0.
Ceci vaut pour tout k ∈ {0, . . . , n}, donc la somme F0 + . . .+ Fn est directe.

Il reste à montrer que cette somme vaut Rn[X]. Le plus simple est de procéder par
un argument de dimension. On détermine donc la dimension de chacun des Fi.

Soit i ∈ {0, . . . , n}. Si P ∈ Fi, alors P admet les aj , j 6= i comme racines,
ce qui fait n racines. Ou bien P est nul, ou bien on a toutes ses racines (car
deg(P ) 6 n). Dans les deux cas, on a λ ∈ R tel que

P = λ
n∏
j=0
j 6=i

(X − aj).

Réciproquement, tous ces polynômes sont dans Fi, donc

Fi = K
n∏
j=0
j 6=i

(X − aj)

est de dimension 1. Comme la somme est directe, on a
dim(F0 ⊕ . . .⊕ Fn) = dim(F0) + · · ·+ dim(Fn) = n+ 1 = dim(Rn[X]).

Comme on avait F0 ⊕ . . .⊕ Fn ⊂ Rn[X], on en déduit que
F0 ⊕ . . .⊕ Fn = Rn[X].
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On note K = R ou C. Soit M ∈Mn(K) une matrice de rang r, décomposée par
blocs sous la forme

M =
(
A B
C D

)
avec A ∈ GLr(K).
1. Montrer que pour tout vecteur colonne Y ∈ Mn−r,1(K), il existe un vecteur
colonne X ∈Mr,1(K) tel que

M

(
0r
Y

)
= M

(
X

0n−r

)
.

2. En déduire que D = CA−1B.

Exercice 1.6 : Calcul par blocs

1. Notons tout d’abord que comme A est de taille r × r, B est de taille r × (n − r),
C est de taille (n− r)× r et D est de taille (n− r)× (n− r).
On peut commencer par chercher X de manière pratique, en effectuant les produits
par blocs. On se rend cependant vite compte que le calcul sera utile dans la question
suivante, pour montrer que D = CA−1B, mais ne permettra pas de répondre à cette
première question. Il faut ici montrer l’existence de X de manière théorique.
Pour Y donné, le premier produit est une combinaison linéaire des n − r dernières
colonnes de M . Le second produit correspond à une combinaison linéaire des r pre-
mières. Il faut donc montrer que toute combinaison linéaire de colonnes de A peut
s’exprimer comme combinaison linéaire des r premières.
Par hypothèse, la matrice A est inversible. Ainsi, ses colonnes forment une famille
libre dans Mr(K). Il en est donc de même des r premières colonnes de M . Comme
M est de rang r, cette famille libre est en fait une base de l’espace vectoriel engendré
par les colonnes de M .

NotonsM1, . . . ,Mn les n colonnes deM , A1, . . . , Ar celles de A et C1, . . . , Cr
celles de C.
Comme A est inversible, (A1, . . . , Ar) est libre dans Mr,1(K). Montrons que la
famille (M1, . . . ,Mr) est libre dans Mn,1(K) : soit (λ1, . . . , λr) ∈ Kr tel que
λ1M1 + · · ·+ λrMr = 0.
En calculant par blocs, il vient

0 =
(
λ1A1 + · · ·+ λrAr
λ1C1 + · · ·+ λrCr

)
.

En particulier λ1A1 + · · · + λrAr = 0 donc comme (A1, . . . , Ar) est libre,
λ1 = . . . = λr = 0.
Ainsi la famille (M1, . . . ,Mr) est libre dans l’espace Mn,1(K), donc dans l’es-
pace F = Vect(M1, . . . ,Mn). Comme dim(F ) = rg(M) = r, (M1, . . . ,Mr)
est une base de F .
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Pour Y ∈Mn−r,1(K), on a

M

(
0r
Y

)
= y1Mr+1 + · · ·+ yn−rMn ∈ F où Y =

 y1
...

yn−r

 .

Notons (x1, . . . , xr) ses coordonnés en base (M1, . . . ,Mr), on a donc :

M

(
0r
Y

)
= x1M1 + · · ·+ xrMr = M

(
X

0n−r

)
en posant X =

 x1
...
xr

 .

2. On exploite ici la question précédente en effectuant le calcul par blocs.

Ici, il est possible d’effectuer un calcul par blocs parce que les tailles
correspondent : X a le même nombre de lignes que A et C de colonnes,
Y a le même nombre de lignes que B et D de colonnes.

Soit Y ∈ Mn−r,1(K). D’après la question précédente, on a X ∈ Mr,1(K) tel
que

M

(
0r
Y

)
= M

(
X

0n−r

)
.

En calculant par blocs, on obtient :

M

(
0r
Y

)
=
(
BY
DY

)
et M

(
X

0n−r

)
=
(
AX
CX

)
.

On a donc BY = AX et DY = CX. Comme A est inversible, la première
relation donne X = A−1BY . On en déduit que DY = (CA−1B)Y .
Ceci vaut pour tout Y ∈ Mn−r,1(K). En prenant, pour i entre 1 et n − r, Y
égal au vecteur colonne n’ayant que des 0, sauf en 1 en position i, on en déduit
que D et CA−1B ont même i-ème colonne.
Ainsi D = CA−1B.

Ici K désigne R ou C.
1. En s’aidant des matrices élémentaires, déterminer une base Ker(tr).
2. En déduire que Ker(tr) = Vect({(AB −BA) ; (A,B) ∈Mn(K)2}).
3. Soit ϕ : Mn(K)→ K linéaire vérifiant :

∀(A,B) ∈Mn(R)2, ϕ(AB) = ϕ(BA).
Montrer que ϕ est colinéaire à la trace.

Exercice 1.7 : Propriétés de la trace
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1. On sait que le noyau de l’application trace est de dimension n2−1 par le théorème
du rang. Il faut donc trouver une famille libre composée de n2 − 1 matrices pour en
avoir une base.
L’énoncé nous invite à utiliser les matrices élémentaires Ei,j , dont tous les coefficients
valent 0 sauf celui en position (i, j) qui vaut 1. Si i 6= j, il est clair que tr(Ei,j) = 0.
Ceci nous fait déjà n2 − n matrices. Il en manque n − 1, que l’on construit comme
combinaison linéaire des Ei,i (pour que la famille obtenue soit libre), par exemple les
Ei,i − En,n pour i entre 1 et n− 1.

Notons tout d’abord que par le théorème du rang dim(Ker(tr)) + rg(tr) = n2.
Comme tr est à valeurs dans K, rg(tr) 6 dim(K) = 1. De plus tr n’est pas
constante nulle, donc rg(tr) = 1. Ainsi dim(Ker(tr)) = n2 − 1.
Pour i 6= j ∈ {1, . . . , n}, on a tr(Ei,j) = 0. Pour i ∈ {1, . . . , n − 1}, on a
tr(Ei,i−En,n) = 0. La famille F = (Ei,j)16i6=j6n ∪ (Ei,i−En,n)16i6n−1 est
donc une famille de n2 − 1 éléments de Ker(tr).
Soient (λi,j)16i6=j6n ∈ Kn2−2 et (µ1, . . . , µn−1) ∈ Kn−1 tels que :

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

λi,jEi,j +
n−1∑
k=1

µk(Ek,k − En,n) = 0.

Alors
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

λi,jEi,j +
n−1∑
k=1

µkEk,k −

(
n−1∑
k=1

µk

)
En,n = 0.

Comme la famille (Ei,j)16i,j6n est libre (c’est une base de Mn(K)), on en
déduit que λi,j = 0 pour i 6= j ∈ {1, . . . , n} et que µ1 = · · · = µn−1 = 0.
Ainsi F est libre. Comme elle contient n2 − 1 = dim(Ker(tr)) éléments, c’est
une base de Ker(tr).

2. Nous devons montrer que Ker(tr) est l’ensemble des combinaisons linéaires de
matrices de la forme AB−BA. Il s’agit d’une égalité d’ensembles, il faut donc montrer
deux inclusions.
La première vient du fait que tr(AB) = tr(BA) pour tout (A,B) ∈ Mn(K)2, donc
par linéarité, on a tr(AB −BA) = 0.
Pour la seconde, on utilise la question précédente en montrant que tous les éléments
de la base de Ker(tr) qu’on a trouvée peuvent s’écrire sous la forme AB −BA. Pour
ce faire, il faut se souvenir de la formule Ei,jEk,l = δj,kEi,l.

Pour (A,B) ∈Mn(K)2, on a tr(AB −BA) = tr(AB)− tr(BA) = 0 (puisque
tr est linéaire). Ainsi AB − BA ∈ Ker(tr). Comme Ker(tr) est stable par
combinaison linéaire, on en déduit que

Vect({(AB −BA) ; (A,B) ∈Mn(K)2}) ⊂ Ker(tr).
Pour i 6= j ∈ {1, . . . , n}, on a Ei,j = Ei,iEi,j − Ei,jEi,i.
Pour i ∈ {1, . . . , n− 1}, on a Ei,i − En,n = Ei,nEn,i − En,iEi,n.
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Ainsi tous les éléments de la base de Ker(tr) déterminée dans la question pré-
cédente peuvent s’écrire sous la forme AB−BA, avec (A,B) ∈Mn(K)2. Tout
élément de Ker(tr) est donc combinaison linéaire de matrices de cette forme,
et on a

Ker(tr) ⊂ Vect({(AB −BA) ; (A,B) ∈Mn(K)2}).
En conclusion, Ker(tr) = Vect({(AB −BA) ; (A,B) ∈Mn(K)2}).

3. Comme ϕ est linéaire, elle vérifie ϕ(AB − BA) = 0 et Ker(ϕ) contient tous les
éléments de la forme AB − BA, donc leurs combinaisons linéaires, donc Ker(tr). On
conclut alors directement en disant que tr et ϕ définissent le même hyperplan, quand
ϕ 6= 0, donc sont colinéaires.

Pour (A,B) ∈ Mn(K)2, ϕ(AB − BA) = ϕ(AB) − ϕ(BA) = 0 (car ϕ est
linéaire). Ker(ϕ) contient donc toutes les matrices de la forme AB−BA, donc
toutes leurs combinaisons linéaires. D’après la question précédente on en déduit
que Ker(tr) ⊂ Ker(ϕ).
Si ϕ = 0, on a ϕ = 0 tr. Sinon rg(ϕ) = 1 et par le théorème du rang
dim(Ker(ϕ)) = n2 − 1 = dim(Ker(tr)).
On a donc Ker(ϕ) = Ker(tr) : ϕ et tr définissent le même hyperplan. Elles sont
donc proportionnelles.

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C) et p un
projecteur de E. Montrer qu’on a tr(p) = rg(p).
2. Soient q ∈ N∗ et A ∈Mn(K) vérifiant Aq = In. Montrer que

dim(Ker(A− In)) = 1
q

q−1∑
k=0

tr(Ak).

On pourra appliquer la question précédente à B = 1
q

q−1∑
k=0

Ak.

Exercice 1.8 : Projecteurs et trace

1. Pour montrer cette relation (extrêmement classique), on va écrire la matrice de
p dans une base adaptée. Une telle base doit être choisie pour correspondre à la
décomposition associée à p en deux sous-espaces supplémentaires, qui sont, d’après le
cours, son image et son noyau.

Notons F et G les espaces supplémentaires associée à p (on a F = Im p et
G = Ker p). Soit e = (e1, . . . , en) une base de E adaptée à la décomposition
F ⊕ G = E. Notant d = dim(F ), pour i ∈ {1, . . . , d}, p(ei) = ei, et pour

i ∈ {d+ 1, . . . , n}, p(ei) = 0. Ainsi la matrice de p en base e est
(
Id 0
0 0

)
.
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Par suite, tr(p) = d = dim(F ) = dim(Im p) = rg(p).

La trace d’un endomorphisme se calcule toujours en écrivant sa matrice
dans une base bien choisie.

2. Pour appliquer la question précédente à B, il suffit d’abord montrer que B est une
matrice de projection, ce qui signifie B2 = B. Pour calculer facilement B2, on montre
que AkB = B pour tout k ∈ N, ce qui provient de AB = B.

Notons que, comme Aq = In, on a

AB = 1
q

q−1∑
k=0

Ak+1 = 1
q

q∑
k=1

Ak = 1
q

q−1∑
k=1

Ak + 1
q
In = 1

q

q−1∑
k=0

Ak = B.

On en déduit par récurrence aisée que pour tout k ∈ N, AkB = B, puis

B2 = 1
q

q−1∑
k=0

AkB = 1
q

q−1∑
k=0

B = B.

Ainsi B est une matrice de projection, et par la question précédente, on a
tr(B) = rg(B).

Par linéarité de la trace, le second membre de la formule voulue est tr(B). Il faut
donc maintenant montrer que rg(B) = dim(Ker(A− In)). Ceci sera le cas si on arrive
à montrer que Im(B) = Ker(A− In) (ce qui nécessite deux inclusions).

Soit X ∈ Ker(A − In). Alors AX = X, donc pour tout k ∈ {0, . . . , q − 1},
AkX = X, ce qui montre que X = BX.
Par suite X ∈ Im(B) et Ker(A− In) ⊂ Im(B).
Réciproquement, soit Y ∈ Im(B). On a X ∈ Mn,1(K) tel que Y = BX. Par
suite

AY = ABX = BX = Y

(puisque AB = B, comme vu plus haut) et Y ∈ Ker(A− In), et on en déduit
que Im(B) ⊂ Ker(A− In).
En conclusion, Im(B) = Ker(A − In), donc rg(B) = dim(Ker(A − In)). Par
suite

dim(Ker(A− In)) = tr(B) = 1
q

q−1∑
k=0

tr(Ak)

par linéarité de la trace.
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1. Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C) de dimension finie n > 1 et f un
endomorphisme de E. On suppose que, pour tout x ∈ E, f(x) ∈ Kx. Démontrer
que f est une homothétie, c’est-à-dire qu’il existe un scalaire λ tel que f = λ IdE .
2. Soit M ∈ Mn(K) une matrice non nulle de trace nulle. Montrer qu’il existe
P ∈ GLn(K) telle que la première colonne de P−1MP soit nulle, sauf le deuxième
coefficient qui vaut 1.
3. Montrer que toute matrice de Mn(K) de trace nulle est semblable à une
matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls. On pourra raisonner par
récurrence sur n.

Exercice 1.9 : Réduction des matrices de trace nulle

1. Ce résultat n’a a priori rien d’évident. L’hypothèse est que, pour tout élément x
de E, il existe un scalaire λx tel que f(x) = λx x. La conclusion est qu’il existe un
scalaire λ tel que, pour tout élément x de E, f(x) = λx. Ces deux énoncés diffèrent
par l’ordre des quantificateurs : dans le premier cas, le scalaire dépend de x, alors qu’il
n’en dépend pas dans le second ! Autrement dit, il s’agit de montrer que les scalaires
λx sont en fait tous égaux.

Il faut bien faire la distinction entre une phrase logique du type ∀x,∃λ,
où pour chaque x, on obtient un λ dépendant de x, et une phrase du
type ∃λ,∀x qui nous donne un λ constant, qui marche pour tous les x.

Soit (e1, . . . , en) une base de E. Il existe des scalaires λ1, . . . , λn tels que, pour
tout k ∈ {1, . . . , n}, f(ek) = λk ek. Il suffit de montrer que λ1 = · · · = λn.
Si n = 1, il n’y a rien à faire.
Sinon, pour k et l distincts : f(ek + el) = λk ek + λl el. Mais il existe aussi un
scalaire µ tel que f(ek + el) = µ (ek + el) (µ = λek+el avec les notations vues
plus haut). Ainsi :

λk ek + λl el = µ (ek + el).
Comme (e1, . . . , en) est une base de E on a

λk = µ = λl.

Ainsi, λ1 = · · · = λn.

2. Soit f l’endomorphisme de Kn canoniquement associé àM . Supposons que P existe
et soit B la base de Kn telle que P est la matrice de passage de la base canonique
à B : alors P−1MP est la matrice de f dans la base B et le fait que la première
colonne de cette matrice soit nulle, sauf le deuxième coefficient qui vaut 1, signifie que
l’image par f du premier vecteur de B est le deuxième vecteur de B. Ainsi, il s’agit
de démontrer l’existence d’une base (e1, . . . , en) de E telle que f(e1) = e2.




