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nucléaire de l’hélium trois par pompage optique, les ondes de spin dans les gaz à
basse température, et divers aspects de la mécanique quantique fondamentale. Il a
également effectué des recherches en acoustique musicale.
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magnétique ;
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intéressant aussi bien les physiciens que les philosophes, et au-delà tous ceux
qui sont passionnés par la science aujourd’hui.
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Avant-propos

Avant-propos des auteurs au Tome III

Ce tome III poursuit l’étude de la mécanique quantique présentée dans les
tomes I et II [1, 2]. Il introduit de nouvelles approches et méthodes de calcul qui se
révèlent essentielles pour décrire et interpréter des phénomènes physiques observés
dans de nombreux domaines de la physique, dont certains sont en plein développe-
ment.

Un premier sujet étudié est l’étude des ensembles de particules identiques,
libres ou en interaction. De tels systèmes ont déjà été décrits dans le Chapitre XIV
du tome II en partant du postulat de symétrisation, qui impose à la fonction d’onde
du système global de rester invariante par permutation de deux particules (cas des
bosons, de spin entier ou nul) ou de changer de signe dans une permutation impaire
(cas des fermions, de spin demi-entier). Dans ce tome III, nous introduisons une autre
méthode qui conduit à des calculs souvent beaucoup plus simples, parfois appelée “se-
conde quantification”. Cette description est basée sur l’utilisation dans un “espace de
Fock” d’opérateurs d’annihilation ai et de création a†i , qui respectivement détruisent
ou créent une particule dans un état |ui〉 appartenant à une base orthonormée. Les
relations de commutation ou d’anti-commutation de ces opérateurs sont parfaite-
ment équivalentes aux propriétés de symétrie des fonctions d’ondes imposées par le
postulat de symétrisation du Chapitre XIV. La méthode est illustrée par l’étude de
nombreux exemples, comme les propriétés des électrons dans un solide ou celles des
atomes identiques dans un gaz à très basse température. Dans les approximations de
“champ moyen”, souvent utilisées pour prendre en compte les interactions entre par-
ticules, l’évolution de chaque particule dans un système de N particules est décrite
comme résultant de l’interaction moyenne de cette particule avec les N − 1 autres.
On établit ainsi les équations de Hartree-Fock (pour des fermions) et de Gross-
Pitaevskii (pour des bosons). L’étude de l’équation de Gross-Pitaevskii permet en
particulier de comprendre certains aspects d’un phénomène physique important, la
superfluidité des bosons. Nous présentons également le phénomène d’appariement en
mécanique quantique, de façon unifiée en traitant dans le même cadre général fer-
mions (condensation “BCS” pour Bardeen-Cooper-Schrieffer) et bosons (théorie de
Bogolubov). Pour des fermions, la théorie BCS est à la base de notre compréhension
de la supraconductivité dans les métaux. Notre étude des états appariés permet éga-
lement de discuter dans quelle mesure un système de deux fermions appariés peut se
comporter comme un boson. Mentionnons enfin que, dans le cas où la base |ui〉 est la
base |r〉 des états propres de l’opérateur position, les opérateurs d’annihilation et de
création ψ (r) et ψ† (r) sont des champs d’opérateurs et constituent un exemple de
“champ quantique ”. Ainsi, la valeur moyenne

〈
ψ† (r1)ψ† (r2)ψ (r2)ψ (r1)

〉
est une

“fonction de corrélation” spatiale, décrivant comment la détection d’une particule en
r1 influence la détection d’une autre particule en r2. On peut ainsi obtenir un nouvel
éclairage sur les interférences spatiales en physique quantique ; elles sont associées,
non plus à une interférence entre deux ondes classiques, mais à une interférence
entre deux amplitudes de probabilité quantiques associées à deux chemins différents
conduisant le système d’un même état initial à un même état final.

Un second grand sujet abordé dans ce tome III est la théorie quantique du
champ électromagnétique. Certes, le Chapitre XIII du tome II abordait la descrip-
tion des interactions matière-rayonnement, mais uniquement dans le cadre de la
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théorie des perturbations dépendant du temps où le champ est décrit classiquement ;
des notions essentielles, comme par exemple celle d’émission spontanée, sont alors
perdues. De surcroît, la compréhension de phénomènes couramment observés (par
exemple en optique quantique) requiert une description quantique du rayonnement.
Nous avons donc consacré plusieurs chapitres à ces sujets. Afin de partir d’une base
solide, nous commençons au Chapitre XVIII par des rappels d’électromagnétisme
classique, ce qui a l’avantage de considérablement simplifier l’exposé de la quantifi-
cation. Cette dernière est ensuite introduite au Chapitre XIX avec la présentation
d’une théorie quantique du champ électromagnétique de manière aussi simple que
possible, ainsi que de ses interactions avec les atomes. Nous montrons ainsi com-
ment apparaissent les excitations élémentaires du champ, les photons. Les processus
fondamentaux d’interaction atomes-photons (absorption, émissions induite et spon-
tanée) sont introduits, y compris la photo-ionisation (absorption d’un photon faisant
passer l’atome de son état fondamental vers le continuum d’ionisation). L’accent est
mis aussi sur les lois de conservation du moment cinétique total et de l’impulsion
totale lors de l’absorption d’un photon par un atome. Ces lois sont en effet à la base
de méthodes importantes, comme le pompage optique et le refroidissement et le pié-
geage d’atomes par des faisceaux laser ; elles peuvent être considérées comme des
outils de manipulation d’atomes par la lumière et ont donné naissance à de nom-
breuses applications. Des processus d’ordre supérieur, faisant intervenir plusieurs
photons dans une transition entre deux niveaux atomiques, sont également étudiés.
On montre aussi comment le comportement d’un atome dans un champ intense,
résonnant ou quasi-résonnant, peut être interprété en termes d’atome “habillé” par
les photons avec lesquels il interagit. Mentionnons enfin que, dans la théorie quan-
tique du rayonnement, les opérateurs associés au champ électrique constituent un
autre exemple de champ quantique, différent de celui mentionné plus haut pour
des particules matérielles identiques. Dans ce cas également, on peut introduire des
fonctions de corrélation spatiales très utiles pour comprendre comment des effets
d’interférence peuvent apparaître sur la distribution des positions où sont détectés
les photons, même si les deux faisceaux lumineux qui interfèrent sont incohérents
(effet Hanbury Brown et Twiss).

Les corrélations entre particules matérielles ou entre photons sont un exemple
important de corrélations entre deux systèmes dans la mesure où une observation
effectuée sur un système modifie les prédictions sur une observation effectuée sur
l’autre. Bien sûr, des corrélations peuvent aussi exister entre deux systèmes clas-
siques. Pour souligner les différences importantes entre corrélations classiques et
quantiques, nous introduisons, dans le dernier chapitre de ce tome III, la notion fon-
damentale d’intrication quantique : deux systèmes 1 et 2 sont intriqués si le vecteur
d’état qui décrit leur état n’est pas un simple produit de deux vecteurs d’état, un
pour le système 1 et un autre pour le système 2. Nous analysons en détail plusieurs
conséquences physiques intéressantes d’une telle situation qui est à la base d’un
domaine très actif de recherches à l’heure actuelle. Ce chapitre nous fournit ainsi
l’occasion de discuter le théorème d’Einstein, Podolsky et Rosen, ainsi que celui de
Bell, et de souligner certains aspects troublants de la mécanique quantique.

L’ouvrage se termine par quatre appendices, dont deux exposent une autre
façon d’introduire la mécanique quantique. L’Appendice IV expose brièvement la
méthode de l’intégrale de chemin de Feynman, qui constitue une procédure de quan-
tification différente de la quantification canonique, très importante par exemple en
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théorie quantique des champs. L’Appendice V contient une brève introduction aux
multiplicateurs de Lagrange. L’Appendice VI contient un résumé de mécanique sta-
tistique quantique et de ses principaux résultats utilisés dans cet ouvrage. Enfin,
l’Appendice VII sur la transformée de Wigner montre comment il est possible de
reformuler la mécanique quantique en termes de quasi-distributions, ce qui peut
d’ailleurs également fournir une procédure de quantification.

Malgré un intervalle de temps de plusieurs décennies, nous avons porté toute
notre attention à conserver l’esprit des deux premiers tomes, avec un style d’expo-
sition où toutes les étapes du raisonnement sont explicitées. Nous avons conservé la
structure de l’ouvrage en chapitres et en compléments où les chapitres, au nombre
de 7, peuvent être lus indépendamment des compléments ; chacun de ces derniers
est d’ailleurs rédigé comme un tout, de façon à pouvoir être utilisé séparément, sans
nécessiter la lecture des autres compléments. Leur but est de prolonger ou d’ap-
profondir tel ou tel aspect abordé dans le chapitre qui précède, et de présenter des
applications possibles. Un point • figurant dans l’en-tête de la page de chaque com-
plément permet au lecteur de voir immédiatement s’il se trouve dans un chapitre ou
dans un complément.

En première lecture, il est déconseillé de lire tous les compléments dans l’ordre
où ils se présentent. En fonction de ses intérêts et de son degré d’avancement dans
la lecture, chacun pourra choisir ceux qui l’intéressent. Il sera guidé pour cela, à la
fin de chaque chapitre, par une liste commentée de l’ensemble de ses compléments.

Il est indéniable que le niveau du tome III est (un peu) supérieur à celui des
deux premiers tomes, qui s’adressent à ceux qui débutent en mécanique quantique.
Nous n’avons pas hésité à procéder à de nombreux renvois vers les tomes I et II,
au cas où le lecteur n’aurait plus en tête les bases de la théorie. Mais ce n’est pas
pour autant que ce tome III se place au niveau d’un cours de mécanique quantique
avancée. Nous renvoyons d’ailleurs à plusieurs reprises le lecteur à des ouvrages plus
complets que le nôtre ou des références plus avancées.
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Introduction

Pour un système composé de particules identiques, la numérotation des par-
ticules qui apparaît dans le chapitre XIV [1, 2] n’a en fait aucun sens physique. De
plus, dès que le nombre de particules dépasse quelques unités, les calculs où l’on



CHAPITRE XV OPÉRATEURS DE CRÉATION ET D’ANNIHILATION POUR DES
PARTICULES IDENTIQUES

part de particules numérotées pour appliquer ensuite le postulat de symétrisation
se révèlent souvent compliqués. Par exemple, le calcul de la valeur moyenne d’un
opérateur symétrique demande de symétriser le bra, le ket, puis enfin l’opérateur,
ce qui introduit un grand nombre de termes 1 ; ils semblent a priori différents, alors
qu’on constate souvent à la fin du calcul que beaucoup de ces termes sont simple-
ment égaux entre eux, ou parfois s’annulent mutuellement. Il existe cependant une
méthode qui permet d’éviter ces lourdeurs, tout en étant parfaitement équivalente :
l’utilisation des opérateurs de création et d’annihilation agissant dans l’espace de
Fock. Le postulat de symétrisation (ou d’antisymétrisation) est alors entièrement
contenu dans de simples règles de commutation (ou d’anticommutation) satisfaites
par ces opérateurs de création et d’annihilation. La numérotation non physique des
particules disparaît totalement, remplacée par la notion de “nombre d’occupation”
des états individuels, bien plus naturelle pour des particules identiques.

La méthode exposée dans ce chapitre et le suivant est parfois appelée “seconde
quantification” 2. Elle met en jeu des opérateurs qui ne conservent pas le nombre
de particules, agissant ainsi dans un espace des états plus vaste que ceux que nous
avons considérés jusqu’ici ; ce nouvel espace est appelé “espace de Fock” (§ A). Ces
opérateurs qui changent le nombre de particules apparaissent cependant surtout
comme des intermédiaires de calcul, qui souvent se regroupent de façon qu’au bout
du compte le nombre total de particules reste bien conservé. Nous en verrons des
exemples avec l’expression des opérateurs symétriques à une particule (§ B), tels
que l’impulsion totale ou le moment angulaire total d’un système de particules iden-
tiques. Nous étudierons ensuite les opérateurs symétriques à deux particules (§ C),
comme l’énergie d’un système de particules identiques en interaction, leur fonction
de corrélation spatiale, etc. En mécanique statistique quantique, l’utilisation de l’es-
pace de Fock est bien adaptée aux calculs effectués dans le cadre de l’ensemble
“grand canonique”, où l’on autorise des fluctuations du nombre total de particules
par échange avec un réservoir extérieur. De plus, et comme nous le verrons dans les
chapitres suivants, cet espace de Fock est particulièrement bien adapté à la prise
en compte des processus physiques où le nombre de particules varie, par exemple
l’absorption ou l’émission de photons.

A. Formalisme général

Nous appelons EN l’espace des états d’un système deN particules discernables,
produit tensoriel de N espaces des états E1 individuels :

EN = E1(1)⊗ E1(2)⊗ ..⊗ E1(N) (A-1)

Deux sous-espaces de EN sont particulièrement importants pour les systèmes de
particules identiques, puisqu’ils contiennent tous les états physiques qui leur sont
accessibles : pour des bosons c’est l’espace ES(N) des états complètement symé-
triques, pour des fermions l’espace EA(N) des états totalement antisymétriques. Les

1. Pour un opérateur symétrique à une particule qui comprend la somme de N termes, le ket
et le bra contiennent chacun N ! termes ; l’élément de matrice fait donc apparaître N (N !)2 termes.
Ce nombre devient rapidement très élevé dès que N dépasse quelques unités.

2. Cette dénomination est quelque peu illogique, puisqu’aucune nouvelle quantification ne
vient se superposer à celle des postulats habituels de la mécanique quantique ; c’est plutôt la
symétrisation des particules identiques qui en constitue l’ingrédient essentiel. Mais cette appellation
reste souvent utilisée.
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relations (B-49) et (B-50) du Chapitre XIV donnent les projecteurs sur ces deux
sous-espaces :

SN =
1

N !

∑

α

Pα (A-2)

et :

AN =
1

N !

∑

α

εαPα (A-3)

où les Pα sont les N ! opérateurs de permutation pour les N particules et εα la parité
de Pα (dans le présent chapitre, il est commode d’ajouter un indice N à la notation
de ces projecteurs).

A-1. Etats et espace de Fock

Partant d’une base orthonormée {|uk〉} arbitraire de l’espace des états à une
particule, nous avons construit au § C-3-d du Chapitre XIV une base de l’espace des
états pour N particules identiques ; ses vecteurs sont caractérisés par des nombres
d’occupation ni, avec :

n1 + n2 + ..+ nk + .. = N (A-4)

où n1 désigne le nombre d’occupation du premier vecteur de base |u1〉, n2 celui de
|u2〉, ..,nk celui de |uk〉. Dans cette suite de nombres, certains (ou même beaucoup)
peuvent être nuls : il n’y a aucune raison particulière qu’un état déterminé soit
toujours occupé. Il est donc souvent commode de ne spécifier que la suite des nombres
d’occupation non nuls, que nous noterons ni, nj , .., nl, .. pour indiquer que le premier
état de la base qui recueille au moins une particule est |ui〉 avec une population
ni, le second |uj〉 avec une population nj , etc. Comme dans (A-4), ces nombres
d’occupation se somment à N .

Remarque :
Dans ce chapitre, nous aurons constamment à utiliser des indices de types différents,
qu’il ne faut pas confondre entre eux. Les indices i, j, k, l, .. repèrent les différents
vecteurs d’une base {|ui〉} dans l’espace des états E1 d’une particule ; le nombre
de valeurs que peut prendre chacun d’entre eux est donné par la dimension de cet
espace des états – d’ailleurs souvent infinie. Ils ne doivent pas être confondus avec
les indices qui repèrent des particules numérotées ; ces derniers prennent N valeurs
différentes, que nous noterons q, q′, etc. Enfin, l’indice α distingue les différentes
permutations de N particules, et peut prendre N ! valeurs différentes.

A-1-a. Etats de Fock pour des bosons identiques

Pour des bosons, les vecteurs de base s’écrivent selon la formule (C-15) du
Chapitre XIV :

|ni, nj , .., nl, ..〉
= c SN |1 : ui; 2 : ui; ..; ni : ui; ni + 1 : uj ; .. ni + nj : uj ; ..〉 (A-5)
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Longitudinaux (champs), 389
Longueur de cohérence BCS, 336
Longueur de relaxation, 67
Lorentz (équations de), 387

Magnétisme spontané de fermions, 157
Magnétisme spontané de Stoner, 157
Maxwell (équations de), 387
Mécanique statistique (rappels de), 721
Mesure idéale de von Neumann, 632
Métastabilité de l’écoulement superfluide,

88
Micro-canonique (ensemble), 721
Millikan, 543
Miroirs pour atomes, 587
Modèle de Cooper, 355
Modes du rayonnement, 402, 404
Mollow, 578
Moment cinétique du champ électro-

magnétique, 396, 473
Moments conjugués, 411, 416, 423
Monogamie quantique, 657
Mössbauer (effet), 468
Multiphotoniques (transitions), 469, 529
Multiplicateurs de Lagrange, 717
Multipolaires (ondes), 483

Nécessité d’un traitement quantique,
550, 553

Négatives et positives (composantes du
champ), 502

Niveau de Fermi, 33
Nombre d’occupation, 3
Nombre d’occupation (opérateur), 9
Nombre de photons, 567
Nombre total de particules (gaz par-

fait), 47
Non destructive (détection d’un pho-

ton), 593
Non diagonal (ordre à longue distance),

195, 200
Non-localité, 641
Non-séparabilité, 644
Normale (fonction de corrélation), 204,

210

Ondes multipolaires, 483
Opérateur champ, 172
Opérateur champ (évolution), 184, 186

Opérateur d’annihilation, 7
Opérateur d’évolution, 499
Opérateur de création, 6
Opérateur de création d’une paire de

particules, 238, 272
Opérateur de Weyl, 738
Opérateur densité à une particule de

Hartree-Fock, 110
Opérateur “densité de particules”, 177
Opérateur densité réduit, 18
Opérateur nombre d’occupation, 9
Opérateur réduit à une particule, 18
Opérateurs à deux particules, 19, 22,

44, 176
Opérateurs à une particule, 14, 17, 40,

176
Opérateurs de création et annihilation,

419
Opérateurs symétriques, 14, 17, 19, 22,

40, 44, 175
Optiques (réseaux), 588
Orbital (moment cinétique du rayon-

nement), 482
Ordre non diagonal à longue distance,

195, 200
Oscillation de Rabi, 566

Paire de particules (opérateur de créa-
tion), 238, 272

Pairers de Cooper, 355
Paires (fonction d’onde de), 277
Paires BCS (fonction d’onde de), 328,

336
Paires brisées et paires excitées, 347
Paquet d’ondes (un photon), 603
Paquet d’ondes gaussien, 743
Paquets d’ondes (photons), 597
Paquets d’ondes à deux photons, 615
Paramètre d’ordre des paires, 277
Paramétrique (conversion), 615
Parité, 538
Particules et trous, 33
Particules identiques, 1
Penrose-Onsager (critère de), 198, 287,

375
Peres, 648
Phase relative (condensats à spin), 689
Phase relative de deux condensats, 673
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Phase relative entre condensats, 685
Phase relative entre deux condensats,

694
Phonons de Bogolubov, 76
Photo-détection double, 607, 619
Photo-détection simple, 604, 605
Photo-électrique (effet), 542
Photo-ionisation, 541, 599
Photo-ionisation (deux photons), 556
Photo-ionisation (taux de), 547, 557
Photons, 432, 434, 542
Photons (absorption et émission), 497
Photons (nombre de), 567
Photons (vide de), 435
Pièges dipolaires, 585
Pièges laser, 585
Planck (loi de), 513
Point de vue d’interaction, 500
Point de vue de Heisenberg, 184
Pointeurs (états), 636
Polarisation du champ électromagné-

tique, 398
Pompage optique, 492, 573
Postulat de projection de Von Neumann,

638
Potentiel chimique, 723
Potentiel de Hartree-Fock, 124
Potentiel thermodynamique (minimisa-

tion), 133
Potentiels scalaire et vecteur, 388, 391
Pression (gaz parfait), 52
Pression de radiation, 452
Principe de moindre action, 409
Probabilité d’absorption d’un photon,

506
Processus d’annihilation-création de paires,

256, 303, 312
Produit d’opérateurs (transformée de

Wigner), 751
Propagateur d’une particule, 704, 708

Quantification d’un champ, 186
Quantification du champ, 427
Quasi-classique (état du champ), 436
Quasi-classiques (situations), 745
Quasi-distribution, 738, 748
Quasi-particules, 156, 265

Quasi-particules (phonons de Bogolu-
bov), 382

Quasi-particules (vide de), 261
Quel chemin (expérience), 639

Rabi (oscillation de), 566
Ralentissement des atomes, 453
Raman (diffusion), 521
Raman (laser), 523
Raman stimulée (diffusion), 523
Rang de Schmidt, 632
Rayleigh (diffusion), 519
Rayon de Fermi, 33
Rayonnement isotrope, 509
Réalisme local, 641, 646, 666
Recul (atome libre), 448
Recul (énergie de), 451
Refroidissement des atomes, 453
Refroidissement Doppler, 454
Refroisdissement par évaporation, 462
Refroidissement Sisyphe, 462
Refroidissement subrecul, 462
Règle de quantification, 710
Règles de sélection, 442, 486
Relais (état), 517, 530, 532, 539
relation de Gibbs-Duhem, 732
Relativiste (effet Doppler), 451
Relaxation (longueur de), 67
Renormalisation, 435
Réseaux optiques, 588
Résonannte (diffusion), 520

Schmidt (décomposition de), 629
Schmidt (rang de), 632
Schrödinger, 626
Seconde quantification, 187
Semi-classiques (situations), 745
Séparabilité, 644, 659
Séparable (opérateur densité), 659
Sisyphe (effet), 589
Sisyphe (refroidissement), 462
Slater (déterminant), 97
Spectre des excitations BCS, 351
Spectroscopie sans effet Doppler, 538
Spin 1 et rayonnement, 474, 479, 480
Spontanée (émission), 512, 568
Sub-Doppler (refroidissement), 589
Subrecul (refroidissement), 462
Superfluidité, 83, 92
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