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Avant-propos des éditeurs scientifiques

En tant que directeurs de la collection “ Savoirs Actuels”, nous sommes par-
ticuliérement heureux d’y publier I'ouvrage “Mécanique quantique, tome III” par
Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu et Franck Laloé. Les deux premiers tomes,
publiés en 1973, ont connu un énorme succés dans le monde entier et ont fait 1’ob-
jet de nombreuses traductions. Ils contiennent un exposé approfondi des principes
et des applications de la mécanique quantique qui a servi de base & ’apprentis-
sage du domaine pour des générations d’étudiants dans de nombreuses disciplines.
Le tome IIT qui leur fait suite développe la seconde quantification et la théorie
de l'opérateur champ, ainsi que plusieurs de ses applications : méthodes du champ
moyen (Hartree-Fock, Gross-Pitaevskii), théorie de Pappariement, etc., puis la quan-
tification du champ électromagnétique (émission spontanée, atome habillé, etc.); le
dernier chapitre est consacré a divers aspects de l'intrication quantique.

Les trois auteurs sont des physiciens de trés grande réputation internationale :

Claude Cohen-Tannoudji a été chercheur CNRS, professeur a& I’Université de
Paris puis au Collége de France, ot il a donné pendant trente années des cours dont
le rayonnement a été considérable dans de nombreux laboratoires. Il a été lauréat
du Prix Nobel en 1997 avec Steve Chu et William Phillips pour ses nombreuses
contributions a la physique atomique et 'optique quantique, en particulier dans le
domaine du refroidissement et du piégeage d’atomes par des faisceaux laser.

Bernard Diu a été professeur a I’'Université de Paris et y a enseigné avec grand
succeés diverses disciplines de la physique, en particulier la mécanique quantique ainsi
que la mécanique statistique. Son domaine de recherche principal est la physique des
particules élémentaires. Il a toujours fait preuve d’un intérét soutenu pour ’ensei-
gnement et la diffusion des sciences, et il a publié plusieurs livres destinés au grand
public dont “Traité de physique a l'usage des profanes”.

Franck Laloé a été maitre assistant attaché aux cours de mécanique quan-
tique, puis chercheur CNRS au sein du Laboratoire Kastler-Brossel. Ses travaux de
recherche ont porté sur divers effets liés aux statistiques quantiques, I'orientation
nucléaire de I’hélium trois par pompage optique, les ondes de spin dans les gaz a
basse température, et divers aspects de la mécanique quantique fondamentale. Il a
également effectué des recherches en acoustique musicale.

Ces auteurs ont déja publié de nombreux autres ouvrages. Nous tenons a
signaler les livres précédemment édités dans “Savoirs Actuels” auxquels ont collaboré
ces auteurs :

“Photons et atomes, introduction & I’électrodynamique quantique” (1987, nou-
velle édition 2001), par Claude Cohen-Tannoudji, Jacques Dupont-Roc et Gil-
bert Grynberg, traite en grand détail de la quantification du champ électro-
magnétique ;



Avant-propos

“Processus d’interaction entre photons et atomes” (1988, nouvelle édition
1996), par les mémes auteurs, décrit les applications a la physique atomique,
et détaille en particulier la méthode de ’atome habillé qui est & la base des
travaux qui ont valu le prix Nobel & Claude Cohen-Tannoudji;

“Comprenons-nous vraiment la mécanique quantique ?” (2011, nouvelle édition
prévue en 2018) par Franck Laloé a fait date dans les ouvrages consacrés aux
fondements de la mécanique quantique ; il est destiné & devenir un “classique”,
intéressant aussi bien les physiciens que les philosophes, et au-dela tous ceux
qui sont passionnés par la science aujourd’hui.

Micheéle Leduc, physicienne, directrice ~ Michel Le Bellac, professeur de physique
de recherche émérite au CNRS et au émérite a 1’Université de Nice-Sophia
Laboratoire Kastler Brossel, directrice  Antipolis, directeur adjoint de la col-
de la collection “Savoirs Actuels” lection “Savoirs Actuels” pour la série

xii

Physique et Astrophysique



Avant-propos

Avant-propos des auteurs au Tome III

Ce tome III poursuit I’étude de la mécanique quantique présentée dans les
tomes I et II 1, 2]. Il introduit de nouvelles approches et méthodes de calcul qui se
réveélent essentielles pour décrire et interpréter des phénoménes physiques observés
dans de nombreux domaines de la physique, dont certains sont en plein développe-
ment.

Un premier sujet étudié est ’étude des ensembles de particules identiques,
libres ou en interaction. De tels systémes ont déja été décrits dans le Chapitre XIV
du tome II en partant du postulat de symétrisation, qui impose & la fonction d’onde
du systéme global de rester invariante par permutation de deux particules (cas des
bosons, de spin entier ou nul) ou de changer de signe dans une permutation impaire
(cas des fermions, de spin demi-entier). Dans ce tome III, nous introduisons une autre
méthode qui conduit a des calculs souvent beaucoup plus simples, parfois appelée “se-
conde quantification”. Cette description est basée sur 'utilisation dans un “espace de
Fock” d’opérateurs d’annihilation a; et de création a;-r, qui respectivement détruisent
ou créent une particule dans un état |u;) appartenant a une base orthonormée. Les
relations de commutation ou d’anti-commutation de ces opérateurs sont parfaite-
ment équivalentes aux propriétés de symétrie des fonctions d’ondes imposées par le
postulat de symétrisation du Chapitre XIV. La méthode est illustrée par ’étude de
nombreux exemples, comme les propriétés des électrons dans un solide ou celles des
atomes identiques dans un gaz a trés basse température. Dans les approximations de
“champ moyen”, souvent utilisées pour prendre en compte les interactions entre par-
ticules, I’évolution de chaque particule dans un systéme de N particules est décrite
comme résultant de l'interaction moyenne de cette particule avec les N — 1 autres.
On établit ainsi les équations de Hartree-Fock (pour des fermions) et de Gross-
Pitaevskii (pour des bosons). L’étude de ’équation de Gross-Pitaevskii permet en
particulier de comprendre certains aspects d’'un phénomeéne physique important, la
superfluidité des bosons. Nous présentons également le phénomeéne d’appariement en
mécanique quantique, de fagon unifiée en traitant dans le méme cadre général fer-
mions (condensation “BCS” pour Bardeen-Cooper-Schrieffer) et bosons (théorie de
Bogolubov). Pour des fermions, la théorie BCS est a la base de notre compréhension
de la supraconductivité dans les métaux. Notre étude des états appariés permet éga-
lement de discuter dans quelle mesure un systéme de deux fermions appariés peut se
comporter comme un boson. Mentionnons enfin que, dans le cas o la base |u;) est la
base |r) des états propres de 'opérateur position, les opérateurs d’annihilation et de
création 1 (r) et ¥' (r) sont des champs d’opérateurs et constituent un exemple de
“champ quantique ”. Ainsi, la valeur moyenne (7 (r1) %" (r2) 1 (r2) ¢ (r1)) est une
“fonction de corrélation” spatiale, décrivant comment la détection d’une particule en
ry influence la détection d’une autre particule en ro. On peut ainsi obtenir un nouvel
éclairage sur les interférences spatiales en physique quantique; elles sont associées,
non plus & une interférence entre deux ondes classiques, mais & une interférence
entre deux amplitudes de probabilité quantiques associées a deux chemins différents
conduisant le systéme d’un méme état initial & un méme état final.

Un second grand sujet abordé dans ce tome III est la théorie quantique du
champ électromagnétique. Certes, le Chapitre XIII du tome II abordait la descrip-
tion des interactions matiére-rayonnement, mais uniquement dans le cadre de la
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Avant-propos

théorie des perturbations dépendant du temps ot le champ est décrit classiquement ;
des notions essentielles, comme par exemple celle d’émission spontanée, sont alors
perdues. De surcroit, la compréhension de phénomeénes couramment observés (par
exemple en optique quantique) requiert une description quantique du rayonnement.
Nous avons donc consacré plusieurs chapitres a ces sujets. Afin de partir d’une base
solide, nous commencons au Chapitre XVIII par des rappels d’électromagnétisme
classique, ce qui a I'avantage de considérablement simplifier I’exposé de la quantifi-
cation. Cette derniére est ensuite introduite au Chapitre XIX avec la présentation
d’une théorie quantique du champ électromagnétique de maniére aussi simple que
possible, ainsi que de ses interactions avec les atomes. Nous montrons ainsi com-
ment apparaissent les excitations élémentaires du champ, les photons. Les processus
fondamentaux d’interaction atomes-photons (absorption, émissions induite et spon-
tanée) sont introduits, y compris la photo-ionisation (absorption d’un photon faisant
passer 'atome de son état fondamental vers le continuum d’ionisation). L’accent est
mis aussi sur les lois de conservation du moment cinétique total et de I'impulsion
totale lors de I’absorption d’un photon par un atome. Ces lois sont en effet a la base
de méthodes importantes, comme le pompage optique et le refroidissement et le pié-
geage d’atomes par des faisceaux laser; elles peuvent étre considérées comme des
outils de manipulation d’atomes par la lumiére et ont donné naissance a de nom-
breuses applications. Des processus d’ordre supérieur, faisant intervenir plusieurs
photons dans une transition entre deux niveaux atomiques, sont également étudiés.
On montre aussi comment le comportement d’un atome dans un champ intense,
résonnant ou quasi-résonnant, peut étre interprété en termes d’atome “habillé” par
les photons avec lesquels il interagit. Mentionnons enfin que, dans la théorie quan-
tique du rayonnement, les opérateurs associés au champ électrique constituent un
autre exemple de champ quantique, différent de celui mentionné plus haut pour
des particules matérielles identiques. Dans ce cas également, on peut introduire des
fonctions de corrélation spatiales trés utiles pour comprendre comment des effets
d’interférence peuvent apparaitre sur la distribution des positions ou sont détectés
les photons, méme si les deux faisceaux lumineux qui interférent sont incohérents
(effet Hanbury Brown et Twiss).

Les corrélations entre particules matérielles ou entre photons sont un exemple
important de corrélations entre deux systémes dans la mesure otl une observation
effectuée sur un systéme modifie les prédictions sur une observation effectuée sur
l’autre. Bien str, des corrélations peuvent aussi exister entre deux systémes clas-
siques. Pour souligner les différences importantes entre corrélations classiques et
quantiques, nous introduisons, dans le dernier chapitre de ce tome III, la notion fon-
damentale d’intrication quantique : deux systémes 1 et 2 sont intriqués si le vecteur
d’état qui décrit leur état n’est pas un simple produit de deux vecteurs d’état, un
pour le systéme 1 et un autre pour le systéme 2. Nous analysons en détail plusieurs
conséquences physiques intéressantes d’une telle situation qui est a la base d’un
domaine trés actif de recherches & ’heure actuelle. Ce chapitre nous fournit ainsi
I’occasion de discuter le théoréme d’Einstein, Podolsky et Rosen, ainsi que celui de
Bell, et de souligner certains aspects troublants de la mécanique quantique.

L’ouvrage se termine par quatre appendices, dont deux exposent une autre
fagon d’introduire la mécanique quantique. L’Appendice IV expose briévement la
méthode de l'intégrale de chemin de Feynman, qui constitue une procédure de quan-
tification différente de la quantification canonique, trés importante par exemple en
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théorie quantique des champs. L’Appendice V contient une bréve introduction aux
multiplicateurs de Lagrange. I’Appendice VI contient un résumé de mécanique sta-
tistique quantique et de ses principaux résultats utilisés dans cet ouvrage. Enfin,
I’Appendice VII sur la transformée de Wigner montre comment il est possible de
reformuler la mécanique quantique en termes de quasi-distributions, ce qui peut
d’ailleurs également fournir une procédure de quantification.

Malgré un intervalle de temps de plusieurs décennies, nous avons porté toute
notre attention & conserver ’esprit des deux premiers tomes, avec un style d’expo-
sition ou toutes les étapes du raisonnement sont explicitées. Nous avons conservé la
structure de 'ouvrage en chapitres et en compléments ou les chapitres, au nombre
de 7, peuvent étre lus indépendamment des compléments; chacun de ces derniers
est d’ailleurs rédigé comme un tout, de facon & pouvoir étre utilisé séparément, sans
nécessiter la lecture des autres compléments. Leur but est de prolonger ou d’ap-
profondir tel ou tel aspect abordé dans le chapitre qui précéde, et de présenter des
applications possibles. Un point ® figurant dans I’en-téte de la page de chaque com-
plément permet au lecteur de voir immédiatement s’il se trouve dans un chapitre ou
dans un complément.

En premiére lecture, il est déconseillé de lire tous les compléments dans ’ordre
ou ils se présentent. En fonction de ses intéréts et de son degré d’avancement dans
la lecture, chacun pourra choisir ceux qui 'intéressent. Il sera guidé pour cela, a la
fin de chaque chapitre, par une liste commentée de I’ensemble de ses compléments.

Il est indéniable que le niveau du tome IIT est (un peu) supérieur a celui des
deux premiers tomes, qui s’adressent a ceux qui débutent en mécanique quantique.
Nous n’avons pas hésité a procéder & de nombreux renvois vers les tomes I et II,
au cas ol le lecteur n’aurait plus en téte les bases de la théorie. Mais ce n’est pas
pour autant que ce tome III se place au niveau d’un cours de mécanique quantique
avancée. Nous renvoyons d’ailleurs & plusieurs reprises le lecteur a des ouvrages plus
complets que le ndtre ou des références plus avancées.
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Introduction

Pour un systéme composé de particules identiques, la numérotation des par-
ticules qui apparait dans le chapitre XIV [1, 2] n’a en fait aucun sens physique. De
plus, dés que le nombre de particules dépasse quelques unités, les calculs ou 1'on



CHAPITRE XV OPERATEURS DE CREATION ET D’ANNIHILATION POUR DES
PARTICULES IDENTIQUES

part de particules numérotées pour appliquer ensuite le postulat de symétrisation
se révélent souvent compliqués. Par exemple, le calcul de la valeur moyenne d’un
opérateur symétrique demande de symeétriser le bra, le ket, puis enfin I'opérateur,
ce qui introduit un grand nombre de termes ' ; ils semblent a priori différents, alors
qu’on constate souvent & la fin du calcul que beaucoup de ces termes sont simple-
ment égaux entre eux, ou parfois s’annulent mutuellement. Il existe cependant une
méthode qui permet d’éviter ces lourdeurs, tout en étant parfaitement équivalente :
I'utilisation des opérateurs de création et d’annihilation agissant dans l’espace de
Fock. Le postulat de symétrisation (ou d’antisymétrisation) est alors entiérement
contenu dans de simples régles de commutation (ou d’anticommutation) satisfaites
par ces opérateurs de création et d’annihilation. La numérotation non physique des
particules disparait totalement, remplacée par la notion de “nombre d’occupation”
des états individuels, bien plus naturelle pour des particules identiques.

La méthode exposée dans ce chapitre et le suivant est parfois appelée “seconde
quantification”2. Elle met en jeu des opérateurs qui ne conservent pas le nombre
de particules, agissant ainsi dans un espace des états plus vaste que ceux que nous
avons considérés jusqu’ici; ce nouvel espace est appelé “espace de Fock” (§ A). Ces
opérateurs qui changent le nombre de particules apparaissent cependant surtout
comme des intermédiaires de calcul, qui souvent se regroupent de facon qu’au bout
du compte le nombre total de particules reste bien conservé. Nous en verrons des
exemples avec 'expression des opérateurs symétriques & une particule (§ B), tels
que 'impulsion totale ou le moment angulaire total d’un systéme de particules iden-
tiques. Nous étudierons ensuite les opérateurs symétriques a deux particules (§ C),
comme [’énergie d’un systéme de particules identiques en interaction, leur fonction
de corrélation spatiale, etc. En mécanique statistique quantique, 1’utilisation de 1’es-
pace de Fock est bien adaptée aux calculs effectués dans le cadre de ’ensemble
“grand canonique”, ot 'on autorise des fluctuations du nombre total de particules
par échange avec un réservoir extérieur. De plus, et comme nous le verrons dans les
chapitres suivants, cet espace de Fock est particuliérement bien adapté a la prise
en compte des processus physiques ot le nombre de particules varie, par exemple
I’absorption ou ’émission de photons.

A. Formalisme général

Nous appelons £y 'espace des états d’un systéme de N particules discernables,
produit tensoriel de N espaces des états & individuels :

En=6(1)®&(2)®..®&E(N) (A-1)

Deux sous-espaces de £y sont particuliérement importants pour les systémes de
particules identiques, puisqu’ils contiennent tous les états physiques qui leur sont
accessibles : pour des bosons c’est l'espace Eg(N) des états complétement symé-
triques, pour des fermions ’espace £4(N) des états totalement antisymétriques. Les

1. Pour un opérateur symétrique & une particule qui comprend la somme de N termes, le ket
et le bra contiennent chacun N! termes; I’élément de matrice fait donc apparaitre N (N!)2 termes.
Ce nombre devient rapidement trés élevé dés que N dépasse quelques unités.

2. Cette dénomination est quelque peu illogique, puisqu’aucune nouvelle quantification ne
vient se superposer a celle des postulats habituels de la mécanique quantique; c’est plutot la
symétrisation des particules identiques qui en constitue I’ingrédient essentiel. Mais cette appellation
reste souvent utilisée.
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relations (B-49) et (B-50) du Chapitre XIV donnent les projecteurs sur ces deux
sous-espaces :

1
et :

1
Av = > eaPs (A-3)

ot les P, sont les N! opérateurs de permutation pour les N particules et ¢, la parité
de P, (dans le présent chapitre, il est commode d’ajouter un indice N a la notation
de ces projecteurs).

A-1. Etats et espace de Fock

Partant d’une base orthonormée {|uy)} arbitraire de l'espace des états a une
particule, nous avons construit au § C-3-d du Chapitre XIV une base de I’espace des
états pour N particules identiques; ses vecteurs sont caractérisés par des nombres
d’occupation n;, avec :

n+ne+.+ng+..=N (A—4)

ou n; désigne le nombre d’occupation du premier vecteur de base |u1), no celui de
|ug), ..,nk celui de |ug). Dans cette suite de nombres, certains (ou méme beaucoup)
peuvent étre nuls : il n’y a aucune raison particuliere qu’un état déterminé soit
toujours occupé. Il est donc souvent commode de ne spécifier que la suite des nombres
d’occupation non nuls, que nous noterons n;, n;, .., n, .. pour indiquer que le premier
état de la base qui recueille au moins une particule est |u;) avec une population
n;, le second |u;) avec une population n;, etc. Comme dans (A-4), ces nombres
d’occupation se somment a N.

Remarque :

Dans ce chapitre, nous aurons constamment & utiliser des indices de types différents,
qu’il ne faut pas confondre entre eux. Les indices ¢, 7, k, [, .. repérent les différents
vecteurs d’une base {|u;)} dans l'espace des états £ d’une particule; le nombre
de valeurs que peut prendre chacun d’entre eux est donné par la dimension de cet
espace des états — d’ailleurs souvent infinie. Ils ne doivent pas étre confondus avec
les indices qui repérent des particules numérotées ; ces derniers prennent N valeurs
différentes, que nous noterons ¢, ¢’, etc. Enfin, I'indice o distingue les différentes
permutations de N particules, et peut prendre N! valeurs différentes.

A-1-a. Etats de Fock pour des bosons identiques

Pour des bosons, les vecteurs de base s’écrivent selon la formule (C-15) du
Chapitre XIV :

|7’Li, Mg,y N, >

=cSNnITuw; 2w o5 ntu ng+ 1y o ng+ngug; L) (A-5)
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