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Avant-propos 

Le manue l  « Démographie  Ma théma t ique  » est  le f ru i t  de 
l 'expérience d 'un  cours  organisé  pendan t  une  douzaine d 'années  
à l ' Ins t i tu t  de Fo rma t ion  et de Recherche  Démograph iques  
(IFORD) de Yaoundé.  Il est  éga lement  le résu l ta t  d 'une  a u t r e  con- 
cept ion de l ' ense ignement  de la démographie ,  qui cons idère  que 
la p résen ta t ion  des phénomènes  en continu,  la jus t i f ica t ion  des 
p r inc ipaux  résu l ta t s  c o u r a m m e n t  uti l isés et la conna issance  de 
cer ta ines  techniques  d 'analyse,  s ' imposen t  p o u r  une  extension 
nécessaire  du  champ  de l 'analyse démograph ique  classique.  

Le manue l  « Démographie  Ma théma t ique  » s ' adresse  à des 
é tud ian ts  en démograph ie  du  niveau de la maî t r ise .  Son objet  est 
de p e r m e t t r e  à l ' é tud ian t  non  ma théma t i c i en  d 'origine,  de se 
fami l ia r i ser  avec les outi ls  du  cont inu  en analyse  démographi -  
que, et par tan t ,  de lui p e r m e t t r e  d 'avoi r  accès à  des résu l ta t s  fon- 
damen taux  de cet te  discipline,  auxquels  le mode  de descr ip t ion  
en discret  ne condui t  pas  tou jours  a isément .  

En d ' au t r e s  termes,  le b u t  qui est  visé p a r  ce manuel ,  c 'est  
un  appro fond i s semen t  de l 'analyse démograph ique  telle qu'el le 
est enseignée dans  les p r o g r a m m e s  class iques  de maî t r i se  des 
centres de format ion ou universi tés f rancophones  ou anglophones.  

L 'ouvrage n ' abo rde  pas l ' é tude des phénomènes  démographi -  
ques pris  individuel lement ,  mais  uti l ise essent ie l lement  l ' é tude  
du  phénomène  de la mor ta l i t é  p o u r  m e t t r e  en évidence les con- 
cepts et les mé thodes  de l 'analyse en continu.  

Les p r inc ipaux  é léments  du manue l  sont  cons t i tués  p a r  des 
concepts  nouveaux comme  celui de la fonct ion de densi té  d ' un  
phénomène,  des outi ls  d 'analyse  r eposan t  essent ie l lement  sur  le 
Calcul différentiel  et in tégral  et les Probabi l i tés ,  des justifica- 
t ions de n o m b r e u x  résul ta ts ,  jus t i f ica t ions  auxquel les  l ' é tud ian t  
de maî t r i se  a r a r e m e n t  accès, et des déve loppements  nouveaux  
p a r  r a p p o r t  aux p r o g r a m m e s  classiques de maî t r i se  de démogra-  
phie. 



Compte tenu du but poursuivi, le manuel « Démographie 
Mathématique » réserve une place de choix aux concepts et aux 
méthodes. 

Le chapitre 1 traite des modes de description des phénomè- 
nes en discret et en continu et introduit le concept de fonction de 
densité des phénomènes. 

Le chapitre 2 présente la description de la mortalité en temps 
continu. Ce sont ce chapitre 2 et les chapitres 1 et 6 qui contien- 
nent l'essentiel des outils de l'analyse en continu. 

Le chapitre 3 traite des fondements de l'une des hypothèses 
les plus couramment utilisées en analyse démographique, à 
savoir l'uniforme répartition des événements dans un intervalle 
d'âge ou dans un intervalle de temps donné. 

Le chapitre 4 tente d'approfondir le concept de l'espérance 
de vie, un concept souvent mal assimilé par les étudiants de maî- 
trise. 

Les chapitres 5, 7, 8 et 9 sont consacrés à l'étude des modèles 
de population stationnaire, de population malthusienne et de 
population stable. L'étude du phénomène de la fécondité est large- 
ment abordée dans les chapitres 8 et 9, ce qui compense quelque 
peu l'importance donnée à l'étude de la mortalité au chapitre 2. 

Enfin, le chapitre 10 traite des modèles stochastiques sim- 
ples de croissance des populations humaines. 

Comment le présent manuel se situe-t-il par rapport aux 
publications existantes ? Le manuel « Démographie Mathémati- 
que » constitue une introduction utile pour l'étude des manuels 
de démographie mathématique que sont les ouvrages de Nathan 
Keyfitz, 

— Introduction to the Mathematics of Population, 
— Applied Mathematical Demography 

et celui de J. H. Pollard, 

— Mathematical models for the growth of human populations. 

A ce t i tre,  il es t  davan tage  or ienté  vers  une  ini t iat ion aux 
out i ls  de la démograph ie  m a t h é m a t i q u e  et util ise une  démarche  
adap tée  p o u r  des é tud ian ts .  

A l 'opposé,  les manue l s  de Keyfitz et  de Pol lard  s ' a t t achen t  
davantage  à la p ré sen ta t ion  des résul ta ts .  Ils supposen t  en out re  
de solides conna issances  en Mathémat iques  et en Probabi l i tés  
que  possèden t  peu  d ' é tud ian t s  de maî t r i se  de démographie .  

Enfin, le m a n u e l  « Démographie  Mathémat ique  » est dest iné 
à combler  u n  vide dans  les publ ica t ions  de langue française.  



Il est heureux de noter aujourd'hui que le cours de démogra- 
phie mathématique, dans l'esprit du manuel « Démographie 
Mathématique », est désormais un enseignement obligatoire à 
l'Institut de Démographie de Paris, après avoir été pendant long- 
temps, un enseignement facultatif réservé à un petit groupe d'étu- 
diants. L'Institut de Formation et Recherche Démographiques 
(IFORD) de Yaoundé avait fait de cet enseignement, un enseigne- 
ment obligatoire depuis plusieurs années, et introduisit ainsi une 
innovation qui fut décriée par beaucoup. 

Aujourd'hui, le mouvement semble irréversible et des élé- 
ments de démographie mathématique devront nécessairement 
trouver leur place désormais dans les programmes de formation 
démographique, sinon peu de démographes seront capables de 
comprendre les fondements théoriques de nombreux articles 
comme celui de Nicolas Brouard publié dans la revue Population 
n° 6 de novembre-décembre 1987 (Sida : durée d'incubation, taux 
de croissance, taux de reproduction nette). 

Le manuel « Démographie Mathématique » est un ouvrage 
d'introduction idéal pour les étudiants des écoles de Statistique 
qui abordent l'étude de la démographie pour la première fois. Il 
leur permet une initiation à la démographie sous un tout autre 
angle. S'il est certain que ce sont les étudiants des écoles de Statis- 
tique ou des statisticiens inscrits dans un programme de maîtrise 
de démographie qui tireront le plus de profit de ce manuel, ce der- 
nier de par son objet et sa conception, s'adresse cependant à des 
étudiants qui ont bien moins que le bagage mathématique d'un 
statisticien, Cadre de Gestion Statistique de l'ENSAE ou Ingé- 
nieur des Travaux Statistiques du CESD. 

Le manuel « Démographie Mathématique » possède une 
petite histoire. Ce manuel n'aurait pas vu le jour si je n'avais pas 
été contraint durant presque toute l'année 1986, à un chômage 
forcé ou ce qu'un ami a appelé un congé sabbatique sans solde. 
C'est parce que j'ai disposé de beaucoup de temps au cours de 
cette période d'inactivité professionnelle que j'ai pu réaliser ce 
manuel, en donnant ainsi vie à un projet vieux de plusieurs 
années. 

Et finalement, ce qui peut être considéré comme une situa- 
tion difficile m'a permis de réaliser quelque chose dont je tire 
aujourd'hui beaucoup de satisfaction, un sentiment de satisfac- 
tion au moins aussi fort que le sentiment de difficulté que j'ai 
connu au cours de l'année 1986. C'est ici que la déclaration de 
Paul Twitchell, un des plus grands penseurs de notre temps, 
prend tout son relief. « Toutes les actions et réactions sont égales, 
mais de nature opposée. C'est le pouvoir gouvernant le royaume 
de l'esprit et de la matière »' 

1. L'Étranger au Bord de la Rivière. 



De l ' h i s t o i r e  q u i  e s t  a t t a c h é e  à  ce m a n u e l ,  il r e s s o r t  q u e  t o u t e  
s i t u a t i o n  d i f f i c i l e  o u  é p r e u v e  a  t o u j o u r s  u n e  c o n t r e  p a r t i e  h e u -  
r e u s e  v é c u e ,  s o i t  a v a n t ,  s o i t  a p r è s .  Le p r i x  à  p a y e r  p o u r  m a  sa t i s -  
f a c t i o n  d ' a u j o u r d ' h u i  n ' e s t - e l l e  p a s  l ' e x p é r i e n c e  p é n i b l e  d u  
c h ô m a g e  f o r c é  q u i  f u t  la  m i e n n e  e n  1986 ? 

L a  d e u x i è m e  l e ç o n  à  t i r e r  de  c e t t e  h i s t o i r e  e s t  q u e  j e  n ' a u r a i s  
j a m a i s  p u  t r o u v e r  le t e m p s  p o u r  m e t t r e  à e x é c u t i o n  m o n  p r o j e t  
d e  m a n u e l  si j e  n ' a v a i s  p a s  é t é  c o n t r a i n t  à  l ' i n a c t i v i t é  p r o f e s s i o n -  
ne l l e .  B e a u c o u p  d e  p e r s o n n e s  se  t r o u v e n t  d a n s  le m ê m e  cas ,  t a n t  
les  c h a r g e s  p r o f e s s i o n n e l l e s  a d m i n i s t r a t i v e s  s o n t  c o n t r a i g n a n t e s  
a u j o u r d ' h u i  p o u r  de  n o m b r e u x  e n s e i g n a n t s  o u  c h e r c h e u r s .  E t  il 
f a u t  u n e  b o n n e  d o s e  d ' e f f o r t ,  d e  t r a v a i l  e t  d e  p r i v a t i o n  p o u r  
m e n e r  d e  f r o n t  a v e c  s u c c è s ,  d e s  t â c h e s  p r o f e s s i o n n e l l e s  a d m i n i s -  
t r a t i v e s  e t  d e s  a c t i v i t é s  d e  p u b l i c a t i o n .  

C ' e t  p o u r q u o i  p o u r  le m o n d e  f r a n c o p h o n e  d e s  e n s e i g n a n t s  e t  
d e s  c h e r c h e u r s ,  j e  p l a i d e  p o u r  d e s  c o n g é s  s a b b a t i q u e s ,  à  l ' i m a g e  
d e  ce q u i  se f a i t  c h e z  les  a n g l o - s a x o n s ,  p o u r  d o n n e r  u n  p e u  p l u s  
d ' e s s o r  a u x  p u b l i c a t i o n s  s c i e n t i f i q u e s .  

M e s  r e m e r c i e m e n t s  v o n t  e n  p r e m i e r  l i eu  à m o n  a n c i e n  p ro -  
f e s s e u r  d e  S t a t i s t i q u e ,  M. G é r a r d  Ca lo t .  I l s  v o n t  e n s u i t e  à  M. 
A n t o i n e  H o u e h o u g b é  p o u r  les  n o m b r e u x  e n c o u r a g e m e n t s  e t  con-  
se i l s  q u ' i l  m ' a  p r o d i g u é s  t o u t  a u  l o n g  d e  m o n  e n t r e p r i s e .  I ls  v o n t  
é g a l e m e n t  à  MM.  N i c o l a s  B r o u a r d ,  F r a n c i s  G e n d r e a u ,  J u s t i n  
P a r a ï s o  e t  D o m i n i q u e  W a l t i s p e r g e r  q u i  m ' o n t  l a r g e m e n t  f a i t  
b é n é f i c i e r  d e  l e u r s  o b s e r v a t i o n s  et  s u g g e s t i o n s .  

E n f i n ,  m e s  r e m e r c i e m e n t s  v o n t  a u x  é t u d i a n t s  d e s  p r o m o -  
t i o n s  de  1975 à  1986 d e  l ' I n s t i t u t  d e  F o r m a t i o n  et  de  R e r c h e r c h e  

D é m o g r a p h i q u e s  ( IFORD)  d e  Y a o u n d é ,  a v e c  l e s q u e l s  le  c o n t e n u  
d e  ce  m a n u e l  a é t é  e x p é r i m e n t é ,  a i n s i  q u ' a u x  m e m b r e s  d e  l ' é q u i p e  
d e  l ' U n i t é  d e  R e c h e r c h e  D é m o g r a p h i q u e  de  l ' U n i v e r s i t é  N a t i o -  
n a l e  d u  Togo,  a u p r è s  d e s q u e l s  j ' a i  t r o u v é  a c c u e i l  e t  s o u t i e n  t o u t  
a u  l o n g  d e  l ' a n n é e  1986 a u  m o m e n t  o ù  le m a n u s c r i t  d e  c e t  o u v r a g e  
a é t é  r é d i g é .  

E n f i n ,  ce m a n u e l  e s t  m o n  h u m b l e  t r i b u t  à  la  d é m o g r a p h i e  à  
l a q u e l l e  j e  s u i s  v e n u  p a r  h a s a r d  e t  q u i  m ' a  f a i t  v i v r e  p e n d a n t  u n  
p e u  p l u s  d ' u n e  d o u z a i n e  d ' a n n é e s .  



CHAPITRE 1 

Méthodes de description 
des phénomènes en temps continu 

L'objet de ce chapitre introductif est de présenter quelques 
méthodes courantes utilisées dans la description des phénomè- 
nes en temps continu. L'utilité de ce chapitre s'explique par la 
place de choix accordée dans la plus grande partie de l'ouvrage 
au mode de description des phénomènes en temps continu. 

Les outils d'analyse qui sont exposés ici portent sur les modes 
de description des phénomènes en temps discret et en temps con- 
tinu ainsi que sur les fonctions de densité. 

1. LES MODES DE DESCRIPTION DES P H É N O M È N E S  
EN TEMPS DISCRET ET EN TEMPS CONTINU 

La variable temps étant l'une des principales variables ser- 
vant de support à l'observation et à l'analyse des phénomènes, il 
est utile d'en préciser ici les deux modes de représentation discret 
et continu. 

Dans le cas particulier des phénomènes démographiques étu- 
diés dans cet ouvrage, l'âge constitue une deuxième variable fon- 
damentale d'analyse. Et du fait qu'elle est de la même nature que 
la variable temps, la variable âge possède les deux mêmes modes 
de représentation discret et continu. 

En conséquence, la description des phénomènes démogra- 
phiques en temps discret et en temps continu est entièrement 
déterminée par les modes de représentation discret et continu de 
la variable temps et de la variable âge. 

1.1. Représentation discrète du temps et de l'âge 
En représentation discrète, la variable temps prend seule- 

ment des valeurs entières quelle que soit l'unité de mesure choi- 
sie. Chaque valeur possible de la variable temps est donc un entier 
de fois l'unité de mesure. Il s'ensuit qu'aucune valeur possible du 
temps ne peut être égale à une fraction de l'unité. Plus générale- 
ment, la variable temps ne peut prendre une valeur de l'ensemble 



0  des rationnels qui ne soit pas une valeur entière. Les valeurs 
possibles de la variable temps en représentation discrète appar- 
tiennent donc à l'ensemble discret N = [0, 1, 2,..., n, ...j quelle que 
soit l'unité de mesure retenue. 

Lorsque l'on utilise la représentation discrète pour la varia- 
ble temps, l'observation d'un phénomène se fait uniquement à des 
dates définies par des éléments de l'ensemble N. Entre deux dates 
consécutives définies par deux éléments consécutifs de l'ensem- 
ble N, l'observation du phénomène étudié n'est guère possible. 
L'observation d'un phénomène correspond ainsi à une succession 
d'images obtenues à des dates définies par des éléments de N. 

Ce qui vient d'être dit de la variable temps s'applique égale- 
ment à la variable âge. En représentation discrète, la variable âge 
ne peut prendre que des valeurs entières quelle que soit l'unité 
de mesure retenue. Si l'unité de mesure est l'année, l'âge d'un 
individu est le nombre d'années révolues vécues par l'individu. 
Dans ce cas, l'âge d'un individu peut prendre les seules valeurs 
de l'ensemble discret D = [0, 1, 2,..., w -  1], où w représente l'âge 
limite de la vie. 

Ainsi, si un individu décède peu de temps avant le ke anni- 
versaire, il aura vécu k -  1 années révolues. Il ne sera pas tenu 
compte du temps qu'il aura vécu entre les anniversaires des rangs 
k -  1 et k, car ce qui se produit entre les deux anniversaires ne 
peut être observé mais seulement ce qui se produit aux dates 
constituées par les deux anniversaires. 

En représentation discrète de la variable âge, l'observation 
des phénomènes est une succession d'images ponctuelles obte- 
nues à des âges précis. 

1.2. Représentation continue du temps et de l'âge 

Contrairement à ce qui a lieu en représentation discrète, en 
représentation continue, la variable temps peut prendre toute 
valeur égale à une fraction de l'unité. Plus généralement, tout 
nombre réel positif, qu'il soit rationnel ou non, est une valeur pos- 
sible du temps en représentation continue. L'ensemble de défini- 
tion de la variable temps en représentation continue est donc la 
demi-droite positive [0, + oo [. 

En temps continu, un phénomène peut donc être observé à 
toute date t élément de l'ensemble [0, + oo [. Dans ce cas, la succes- 
sion d'images obtenues aux dates k = 0, 1, 2, .... n,... en représenta- 
tion discrète, fait place à une succession ininterrompue d'images. 

L'observation d'un phénomène en temps continu est donc par 
rapport à l'observation en temps discret, ce que représente le 
cinéma par rapport à la photographie. 



Ce qui vient d'être dit de la variable temps est également vala- 
ble pour la variable âge. En représentation continue, l'âge d'un 
individu est un nombre réel quelconque positif, c'est-à-dire un 
élément de la demi-droite [0, + 00 [. Si X désigne l'âge d'un indi- 
vidu, l'ensemble Dx des valeurs possibles de X est donc défini 
par Dx = [0, + 00 [. 

Toutefois, lorsque l'on prend en compte l'âge limite w de la 
vie, l'ensemble Dx des valeurs possibles de X est défini par 
Dx = [0, w [. 

Si un individu décède peu de temps avant son kt: anniver- 
saire, son âge au décès inclura tout le temps qu'il aura vécu entre 
les anniversaires des rangs k -  1 et k. Aussi aucune perte d'infor- 
mation n'est-elle possible en représentation continue dans l'éva- 
luation de l'âge d'un individu. 

Si XI désigne l'âge d'un individu en représentation discrète 
et X2 l'âge du même individu en représentation continue, les 
deux grandeurs sont liées par la relation Xi = [X2] où [X2] dési- 
gne la partie entière de X2. 

1.3. Présentation des phénomènes en temps continu 
La description d'un phénomène se fait au moyen de gran- 

deurs mesurables dont le but est de rendre compte du phénomène 
étudié dans ses aspects observables les plus importants. Ces 
grandeurs qui servent à caractériser les phénomènes se présen- 
tent souvent comme des fonctions de la variable temps ainsi que 
d'autres variables. 

Dans le cas des phénomènes démographiques, ces grandeurs 
sont des fonctions, soit du temps, soit de l'âge, soit des deux varia- 
bles âge et temps simultanément. Ces phénomènes seront dits 
décrits en temps continu ou simplement en continu si le temps 
et l'âge reçoivent une représentation continue et si les grandeurs 
caractérisant les phénomènes sont des fonctions remplissant cer- 
taines conditions. 

La principale condition imposée à ces grandeurs est qu'elles 
doivent être des fonctions continûment dérivables dans l'ensem- 
ble de définition, c'est-à-dire des fonctions possédant leurs déri- 
vées de tous les ordres dans l'ensemble de définition. Bien 
souvent, il pourra suffire que ces grandeurs soient des fonctions 
continûment dérivables par intervalles. 

La dernière condition s'avère indispensable du fait que la 
description des phénomènes en continu fait un usage abondant 
de techniques du Calcul Différentiel et Intégral qui reposent sur 
cette condition. 

D'autres conditions peuvent être imposées selon les besoins 
aux grandeurs retenues pour caractériser les phénomènes démo- 
graphiques étudiés. 



La fonction de survie 1 qui décrit le nombre de survivants 
d'une cohorte de 1(0) individus nés tous à une même date est un 
exemple de ces grandeurs caractéristiques des phénomènes 
démographiques. Elle rend compte du phénomène de la mortalité 
au sein de la cohorte étudiée. La fonction de survie apparaît 
comme une application définie sur l'ensemble D = [0, w[ et à 
valeurs dans l'ensemble R+ ; d'où 

1 : [0, w [ -  R+ 

1 (x) désigne l'effectif des survivants de la cohorte à l'âge x. 
Nous verrons plus loin que pour avoir un modèle complet de 

description du phénomène de la mortalité dans la cohorte, nous 
devons supposer la fonction de survie 1 continûment dérivable 
ou tout au moins continûment dérivable par intervalles. 

Considérons maintenant un autre exemple de grandeur 
caractéristique des phénomènes démographiques. Il s'agit de la 
répartition par âge d'une population. Elle sera vue comme une 
fonction à la fois de l'âge et du temps. Exprimée sous la forme 
d'une proportion, elle apparaît comme une fonction c de deux 
variables, définie sur l'ensemble [0, w[ x [0, + 00 [ et à valeurs dans 
l'ensemble [0, 1]. D'où 

c : [0, w[ x [0, + oo [ -> [0, 1] 

c (x, t) désigne la valeur prise par la fonction c en tout point (x, 
t) correspondant à l'âge x et à la date d'observation t. La fonction 
de répartition par âge c devrait être prise pour une fonction de 
deux variables continûment dérivable pour pouvoir constituer 
un outil d'un usage plus facile. 

1.4. Le passage du discret au continu 
L'observation des faits en continu étant pratiquement irréa- 

lisable, pour définir les grandeurs caractéristiques d'un phéno- 
mène en continu, l'on est bien souvent obligé de les construire à 
partir  des données d'observation discrètes obtenues et de quel- 
ques hypothèses. 

Examinons un exemple de telles constructions. Le tableau ci- 
après fournit la variation de la fonction de survie 1 pour une 
cohorte donnée, de l'âge de 50 ans à l'âge de 54 ans. 

TABLEAU 
Var ia t ion  de la fonct ion de survie  1 de 50 ans  à 54 ans 

Age x 1 (x) 
50 3 240 
51 3178 
52 3 110 
53 3 040 
5 4 2 957 



L ' o b s e r v a t i o n  d e  l ' e f f e c t i f  d e s  s u r v i v a n t s  a  é t é  f a i t e  a u x  

â g e s  e x a c t s  d e  5 0  a n s  à  5 4  a n s .  L a  f o n c t i o n  d e  s u r v i e  1 e s t  d o n c  
u n e  f o n c t i o n  d i s c r è t e  d é f i n i e  s u r  l e  d o m a i n e  D  =  [50, 51 ,  5 2 ,  53 ,  

54] .  

P o u r  c o n s t r u i r e  u n e  f o n c t i o n  d e  s u r v i e  1* q u i  r e n d e  c o m p t e  

d e s  o b s e r v a t i o n s  d u  t a b l e a u  c i - d e s s u s  e t  q u i  s o i t  c o n t i n u e  d a n s  

l ' i n t e r v a l l e  (50 ,  54) ,  n o u s  a l l o n s  d é f i n i r  1* d e  t e l l e  s o r t e  q u ' e l l e  

r e m p l i s s e  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

—  1* s ' i d e n t i f i e  à  1 s u r  l ' e n s e m b l e  d i s c r e t  D  =  [50, 5 1 ,  52 ,  5 3 ,  54! ; 

—  1* e s t  u n e  f o n c t i o n  a f f i n e  d a n s  t o u t  i n t e r v a l l e  d é f i n i  p a r  2 

p o i n t s  c o n s é c u t i f s  d e  l ' e n s e m b l e  D.  

A i n s i  l a  f o n c t i o n  1* d a n s  l ' i n t e r v a l l e  (52 ,  5 3 )  p a r  e x e m p l e  s e  
d é f i n i t  c o m m e  s u i t  : 

(1.1) 

(1.2) 

En  outre,  nous  avons 

(1.3) 

La relat ion (1.3) expr ime que 1 * est affine dans  l ' interval le  (52, 53). 
Il vient a lors  

(1.4) 

(1.5) 

Des relations (1.4) et (1.5), nous déduisons 

(1.6) 

1* est une  fonction cont inue dans  l ' interval le  (52, 53) y compr i s  
aux points  52 et 53. 

Ainsi à la fonct ion 1 définie seu lement  aux ext rémi tés  de 
l ' intervalle (52, 53), on a subs t i tué  une  fonct ion 1* cont inue  dans  
l ' intervalle fermé [52, 53]. En outre,  la fonct ion 1* de p a r  sa n a t u r e  
est con t inûment  dérivable dans  l ' intervalle ] 52, 53 [ pu i sque  
V c G ] 52, 53 [ , l' (x) =  -  70 et 1("1> =  0 p o u r  n > 2. 

La fonction 1* n 'es t  dér ivable en aucun  des points  52 et 53. 
Il s 'agit  de 2 points  anguleux du g raphe  de 1*, c 'est-à-dire des 
points  où les dérivées à gauche et à dro i te  sont dist inctes.  



Cette méthode qui permet de construire des fonctions conti- 
nues caractéristiques des phénomènes étudiés à partir de don- 
nées d'observation, est l'un des outils d'analyse les plus 
couramment utilisés dans la description des phénomènes en con- 
tinu. Elle est connue sous le nom de méthode d'interpolation 
linéaire. 

2. LE CONCEPT DE FONCTION DE D E N S I T É  

La description des phénomènes démographiques fait un 
grand usage de ce que nous appellerons des fonctions de densité 
et dont le but est de rendre compte de la répartition dans le temps 
ou selon l'âge des événements d'un phénomène. Le rôle des fonc- 
tions de densité est capital particulièrement dans la description 
des phénomènes en continu. 

Nous parlerons de densité moyenne associée à un domaine 
d'observation et de densité ponctuelle ou instantanée associée à 
un point d'observation. 

Avant d'examiner ces deux types de fonction de densité, défi- 
nissons d'abord les notions de valeur moyenne et de valeur ins- 
tantanée ou ponctuelle. 

2.1. Valeur moyenne et valeur instantanée 
Nous allons introduire les notions de valeur moyenne et de 

valeur instantanée à l'aide d'un exemple emprunté à la Mécani- 
que et qui historiquement situe bien le concept de valeur instanta- 
née. Cet exemple concerne la vitesse moyenne et la vitesse 
instantanée d'un mobile. 

Considérons un point mobile de trajectoire rectiligne pour 
simplifier les choses. Désignons par X (t) la position du mobile 
à l'instant t, c'est-à-dire la distance séparant le point mobile à 
l'instant t, d'une position initiale donnée considérée comme ori- 
gine de l'axe des abcisses sur la trajectoire du point. 

La distance parcourue par le point mobile dans l'intervalle 
de temps (t, t +  At) est égale à l'accroissement X (t+ At) -  X (t) 
de X (t) dans l'intervalle. 

La grandeur Vm (t, At) définie par la relation 

(1.7) 

désigne la distance moyenne parcourue par unité de temps dans 
l'intervalle (t, t +  At). Cette grandeur est appelée vitesse moyenne 
du mobile dans l'intervalle (t, t +  At). Intéressons-nous au com- 
portement asymptotique de Vm (t, At) quand At, la longueur de 
l'intervalle de temps (t, t +  At), tend vers 0. 



La valeur limite si elle existe, de Vm (t, At) quand At tend 
vers 0, est une caractéristique de l'instant t appelée vitesse du 
point mobile à l'instant t ou vitesse instantanée' du point mobile 
en t. 

Désignons par V (t) la vitesse instantanée du mobile en t. Il 
vient donc 

(1.8) 

De la dernière relation de définition (1.8) on déduit 

(1.9) 

Ce qui distingue fondamentalement la vitesse moyenne 
Vm (t, At) de V (t), la vitesse à l'instant t, est que Vm (t, At) est une 
fonction d'intervalle tandis que V (t) est une fonction ponctuelle. 
Pour cette raison, la vitesse instantanée en t peut être encore 
appelée vitesse ponctuelle en t. 

Voyons maintenant comment s'interprète la vitesse instanta- 
née en t. De la relation de définition (1.8), il vient d'après une pro- 
priété des limites 

(1.10) 

où 0 (At) est  un  inf in iment  pet i t  d ' o rd re  s u p é r i e u r  p a r  r a p p o r t  à 
At et p a r  conséquent  une  quan t i t é  qui tend  vers  0 avec At. 

La re la t ion (1.10) expr ime que  les g r a n d e u r s  X (t +  At) -  X (t) 
et V (t) At sont des inf in iment  pet i ts  équivalents ,  c 'est-à-dire des 
g randeur s  t rès  voisines. 

La g randeur  V (t) At désigne la dis tance qu ' aura i t  pa r cou rue  le 
mobile dans l ' intervalle de temps  (t, t +  At) s'il avait conservé dans 
cet intervalle,  la vitesse V (t) a t te in te  à l ' ins tan t  t ; V (t) At fourn i t  
une  mesu re  approchée  de la d is tance p a r c o u r u e  X (t +  At) -  X (t). 

En ra ison  de la re la t ion (1.9), V (t) At est  en fait la différentiel le  
de X (t) tandis  que la g r a n d e u r  X (t + At) -  X (t) m e s u r e  l 'accrois- 
sement  de X (t) dans l ' intervalle (t, t +  At). Un résu l t a t  du  Calcul 

1. Vitesse intantanée en t signifie vitesse de l'instant t. Le vocable instantané 
tire donc son origine du concept de vitesse instantanée. 



D i f f é r e n t i e l  é n o n c e  q u e  la  d i f f é r e n t i e l l e '  e t  l ' a c c r o i s s e m e n t  s o n t  
d e u x  i n f i n i m e n t  p e t i t s  é q u i v a l e n t s ,  ce  q u i  e s t  e x p r i m é  p a r  la  re la-  
t i o n  (1.10). 

N o u s  a c h e v o n s  d ' i n t e r p r é t e r  l a  v i t e s s e  m o y e n n e  Vm (t, At) e t  
la  v i t e s s e  p o n c t u e l l e  V (t) e n  o b s e r v a n t  q u e  d ' a p r è s  les  r e l a t i o n s  
(1.7) e t  (1.10) 

(1.11) 

où 0 (At) est  un  inf in iment  pet i t  d ' o rd re  supé r i eu r  p a r  r appor t  à 
At. 

Les g r a n d e u r s  Vm (t, At) At et V (t) At sont donc des infini- 
men t  pe t i t s  équivalents  ; Vm (t, Llt) At désigne la d is tance parcou-  
rue  p a r  le mobi le  dans  l ' interval le  de temps  (t, t +  At) et V (t) At 
est une m e s u r e  approchée  de cet te  distance.  

Il résul te  de ce qui p récède  que  Vm (t, At) et V (t) sont des 
g r a n d e u r s  t rès  voisines pu isque  Vm (t, At) At et V (t) At le sont. 

Voilà précisées  les not ions  de va leur  moyenne  et de va leur  
ins tan tanée  à p a r t i r  des concepts  de vitesse moyenne  et de vitesse 
ins tantanée .  Nous  allons les u t i l i ser  ma in t enan t  p o u r  définir  les 
concepts  de densi té  moyenne  et de densi té  ins tan tanée  ou ponc- 
tuelle. 

2.2. La fonct ion de densi té  de probabi l i té  

La fonct ion de densi té  de probabi l i té  fourn i t  l 'un des exem- 
ples les p lus  connus  de la not ion  de fonction de densité. Nous 
al lons la déf ini r  en d i s t inguan t  la densi té  de probabi l i té  moyenne 
et la densi té  de probabi l i té  ins tan tanée  ou ponctuelle.  

Considérons une  variable aléatoire continue X dont l 'ensemble 
de définition, c'est-à-dire l 'ensemble des valeurs  possibles, est noté 
Dx. La loi de probabi l i té  de la variable X exprime les poids rela- 
tifs des différents événements EA définis p a r  EA =  jX e AI A C Dxi, 
c 'est-à-dire leurs  degrés  relat ifs  de probabi l i té  ou de vraisem- 
blance.  

La fonct ion de densi té  de probabi l i té  cons t i tue  l 'un des 
moyens  p a r  lesquels s 'expr ime la loi de probabi l i té  d 'une  variable 
aléatoire.  Elle rend  compte  de la maniè re  dont  une masse  de pro- 
babi l i té  un i té  est r épa r t i e  su r  un  ensemble  de définit ion Dx, 
c 'est-à-dire la man iè re  dont  les poids relatifs des différents  événe- 
men t s  EA sont  définis. 

1. L 'exis tence de la vi tesse ins t an tanée  V (t) implique que le chemin  par- 
cou ru  X (t) est une fonct ion  dérivable.  En outre,  la différent iel le  dt de la var iable  
i n d é p e n d a n t e  t est égale à son acc ro i s semen t  At, ce qui p e r m e t  d ' a f f i rmer  que 
X' (t) At est  iden t ique  à la différent ie l le  X' (t) dt de X (t). 



S u p p o s o n s  l ' e n s e m b l e  d e  d é f i n i t i o n  D x  d e  l a  v a r i a b l e  X  c o n -  

f o n d u  a v e c  l a  d r o i t e  r é e l l e  R .  D é s i g n o n s  p a r  P r  !x <  X  <  x  +  L1xj 

l a  p r o b a b i l i t é  q u e  l a  v a r i a b l e  X  a p p a r t i e n n e  à  l ' i n t e r v a l l e  (x, x  +  

Ax). P o u r  r e n d r e  c o m p t e  d e  l a  d e n s i t é  d e  m a s s e  d e  p r o b a b i l i t é  

c o n t e n u e  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  (x, x +  Ax),  n o u s  r a p p o r t o n s  l a  p r o b a b i -  

l i t é  P r  ix <  X  <  x +  Llx: a t t a c h é e  à  l ' i n t e r v a l l e  (x, x +  Ax)  à  l a  l o n -  

g u e u r  Ax d e  c e t  i n t e r v a l l e .  N o u s  d é f i n i s s o n s  a i n s i  l ' i n d i c e  P r  ;x 

<  X  <  x +  Ax j / A x  q u i  m e s u r e  l a  m a s s e  d e  p r o b a b i l i t é  m o y e n n e  

p a r  u n i t é  d e  l o n g u e u r  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  (x, x +  Ax).  C e t  i n d i c e  e s t  

l a  d e n s i t é  m o y e n n e  d e  p r o b a b i l i t é  p a r  u n i t é  d e  l o n g u e u r  d a n s  

l ' i n t e r v a l l e  (x, x +  Ax).  

E n  f a i s a n t  t e n d r e  Ax v e r s  0,  l a  v a l e u r  l i m i t e  d e  P r  'x  <  X  <  

x +  L1X! / Ax f o u r n i t  l a  d e n s i t é  d e  p r o b a b i l i t é  p o n c t u e l l e  o u  i n s t a n -  

t a n é e  a u  p o i n t  x.  

S i  f  (x) d é s i g n e  l a  d e n s i t é  d e  p r o b a b i l i t é  p o n c t u e l l e  d e  l a  v a r i a -  

b l e  X  a u  p o i n t  x, il  v i e n t  a l o r s  

(1.12) 

La fonction f est appelée fonction de densité de probabilité 
de la variable X. Elle fournit pour tout point x de l'ensemble de 
définition de la variable, la densité de probabilité ponctuelle ou 
instantanée f (x). 

De la relation de définition (1.12) nous déduisons la relation 

(1.13) 

où 0 (Llx) est un  inf iniment  pet i t  d ' o rd re  s u p é r i e u r  p a r  r appor t  à 
Ax; 0 (Ax) tend donc vers 0 avec Ax. 

La connaissance  de la fonct ion de densi té  de probabi l i té  f per- 
met  ainsi d 'ob ten i r  p o u r  tout  intervalle (x, x +  Ax) une  m e s u r e  
approchée  f (x) Ax de la masse  de probabi l i té  qu' i l  contient .  

Ce p remie r  exemple  de fonct ion de densi té  pa ra î t  quelque  
peu abstra i t .  La fonction de densi té  de probabi l i té  n 'en a pas 
moins son util i té dans  la descr ip t ion  des phénomènes .  La répar t i -  
tion des événements  d 'un  phénomène  dans un  intervalle d 'âge 
donné peut  se faire au  moyen d 'une  fonct ion de densi té  de proba-  
bilité comme nous le ver rons  dans  les t rois  sous -paragraphes  3.1, 
3.2 et 3.3. 

2.3. La fonct ion de densi té  des na issances  

Le deuxième exemple de fonct ion de densi té  nous  est  fourni  
p a r  la fonction de densi té  des naissances.  



Considérons le phénomène de la natalité dans une population 
donnée et à une époque donnée. 

Désignons par 91 (t, At) le nombre des naissances qui survien- 
nent dans la population étudiée dans l'intervalle de temps (t, t + 
At). Nous pouvons rendre compte d'une certaine manière du phé- 
nomène de la natalité dans l'intervalle (t, t + At) en rapportant 
le nombre des naissances 91 (t, At) à la longueur At de l'intervalle. 
Nous construisons ainsi l'indice 91 (t, At) / At qui mesure le nom- 
bre moyen de naissances par unité de temps dans l'intervalle (t, 
t + At). Cet indice est la densité moyenne des naissances par unité 
de temps dans l'intervalle (t, t +  At). C'est bien une fonction de 
l'intervalle (t, t + At). 

La notion de densité ponctuelle des naissances est obtenue 
par le passage à la limite de la densité moyenne 91 (t, At) / At quand 
At tend vers 0. Si cette limite existe et si elle est notée N (t), il vient 

(1.14) 

La fonction N sera appelée fonction de densité instantanée 
des naissances et N (t) densité ponctuelle des naissances ou den- 
sité instantanée des naissances à la date t. 

De la relation de définition (1.14) on déduit 

(1.15) 

où 0 (At) est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à 
At. 

Comme dans l'exemple précédent, la connaissance de la fonc- 
tion de densité des naissances permet d'obtenir pour tout inter- 
valle (t, t +  At) une mesure approchée N (t) At du nombre des 
naissances qu'il renferme. 

3. ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS 
DE D E N S I T É  PARTICULIÈRES UTILISÉES E N  DÉMOGRAPHIE 

Nous allons examine r  à p r é sen t  quelques  fonctions de den- 
sité par t i cu l iè res  ut i l isées dans  l 'é tude des phénomènes  démo- 
graphiques .  La p remiè re  de ces fonct ions  est la fonct ion de décès, 
une  des ca rac té r i s t iques  de la table de morta l i té .  La deuxième 
fonct ion est la fonct ion de fécondité,  et la t roisième,  la densi té  p a r  
âge ou r épa r t i t i on  p a r  âge. 

3.1. La fonct ion de décès 

Considérons  une  cohor te  d ' individus nés tous à la même date 
et  sous t ra i t s  à la migrat ion.  Désignons p a r  1 la fonct ion de survie 



de la table  de mor ta l i t é  associée. La g r a n d e u r  1 (x) expr ime  l'effec- 
tif des survivants  de la cohor te  à l 'âge x. 

Soit d (x, Ax) le n o m b r e  des décès observés  au sein de la 
cohorte  dans l ' interval le  d 'âge (x, x +  Ax). Pour  r e n d r e  compte  
de l ' impor tance  relat ive des décès dans cet  intervalle,  r a p p o r t o n s  
le nombre  des décès d (x, Ax) à la longueur  Ax de l ' intervalle.  
L'indice d (x, Ax) / Ax ainsi défini expr ime  la densi té  moyenne  des 
décès p a r  uni té  de temps  dans  l ' in terval le  d 'âge (x, x +  Ax). Cet 
indice est essent ie l lement  une  fonct ion de l ' interval le  (x, x +  Ax). 

De cet te  fonct ion d ' intervalle ,  on dédui t  la fonct ion de densi té  
ponctuel le  8 associée définie p a r  la re la t ion 

(1.15) 

sous réserve de l 'existence de la limite. 

Dans la suite, nous  supposons  l 'existence de cet te  l imite p o u r  
tout  x posit if  ou  nul, ce qui impl ique que la fonct ion 8 est  définie 
à tout  âge x. 

La fonction 8 est dite auss i  fonct ion de densi té  ins t an tanée  
des décès ou s implement  fonct ion de décès ; 8 (x) désigne la densi té  
ponctuel le  des décès à l 'âge x ou  encore  la densi té  ins t an tanée  des 
décès à l 'âge x. 

La fonct ion 8 définit  le ca lendr ie r  des décès de la cohorte ,  
c 'est-à-dire la r épar t i t ion  selon l 'âge des décès observés  dans la 
cohorte.  On l 'appelle  fonct ion ca lendr i e r  des décès. 

En exp r iman t  la r épar t i t ion  des décès selon l'âge, la fonct ion 
de décès 8 expr ime bien une  densi té  au  sens p r e m i e r  du terme,  
c 'est-à-dire le degré de concen t ra t ion  des décès selon l'âge. 

De la re lat ion de défini t ion (1.15) on dédui t  

(1.16) 

où 0 (Ax) est  un inf in iment  pet i t  d ' o rd re  supé r i eu r  p a r  r a p p o r t  à 
Ax. 

La relat ion (1.16) expr ime que les g r a n d e u r s  d (x, Ax) et 
8 (x) Llx sont  deux inf in iment  pet i ts  équivalents ,  et  ainsi 8 (x) Ax 
représen te  une va leur  approchée  du n o m b r e  des décès observés  
dans l ' interval le  d 'âge (x, x +  Ax). 

Supposons  la fonct ion de décès 8 cont inue  p o u r  tout  x posi t i f  
ou nul. Elle est alors in tégrable  su r  tou t  segment  [a, a +  h], ce qui 
signifie que l ' intégrale  définie \ l +  h 8 (x) dx existe p o u r  tout  a et 
pour  tout  h. 



La grandeur J: + 8 (x) dx mesure le nombre des décès observés 
dans l'intervalle d'âge (a, a + h), et l'intégrale définie f. S (v) dv, 
la somme cumulée des décès de la cohorte à l'âge x. 

La somme cumulée des décès à l'âge limite de la vie étant 
égale à 1 (0), la racine de la table de mortalité, il vient 

(1.17) 

A la fonction de densité des décès 3, nous pouvons associer 
une nouvelle fonction 8* définie par la relation 

(1.18) 

La fonct ion 8* ainsi définie expr ime  elle auss i  la répar t i t ion  
des décès selon l 'âge mais  p o u r  une  cohor te  d 'effectif  initial unité.  
Elle possède les 2 p ropr i é t é s  suivantes  

(1.19) 

(1.20) 

qui découlent des relations (1.17) et (1.18). 
La fonction 8* apparaît donc comme une fonction de densité 

de probabilité, celle de la variable aléatoire X, durée de vie ou âge 
au décès d'un individu quelconque de la cohorte. Et il vient 

(1.21) 

où 0 (dx) est un  inf in iment  pet i t  d ' o rd re  supé r i eu r  p a r  r a p p o r t  à 
dx. 

La g r a n d e u r  8* (x) dx a p p a r a î t  ainsi  comme une  va leur  appro- 
chée de la probabi l i té ,  p o u r  un  individu de la cohorte,  de décéder  
dans  l ' in terval le  d 'âge  (x, x +  dx). 

En exp r iman t  la d i s t r ibu t ion  de probabi l i té  de l 'âge au décès 
p o u r  la cohor te  étudiée,  la fonct ion 8* expr ime la densité ponc- 
tuelle des décès p a r  âge p o u r  une  cohor te  d 'effectif  initial unité.  
En  d ' au t r e s  termes,  la fonct ion 8* expr ime  la densi té  des décès 
p a r  âge en t e rme  rela t i f  p o u r  l ' ensemble  de la cohorte.  

D'un a u t r e  côté, la fonct ion de décès 8 expr ime la densi té  des 
décès p a r  âge en t e rme  absolu,  c 'est-à-dire en t e rme  d'effectif. 
Elle dépend  de l ' impor tance  numér ique  de la cohor te  en cause  ; 
plus cette cohor te  est nombreuse ,  plus la fonct ion de décès 8 est 
grande.  Cela signifie, toutes  choses égales p a r  ail leurs,  que la 
fonct ion 8 devient  k fois plus g rande  si la racine de la table de mor- 
tal i té  est k fois plus grande.  



3.2. La fonction de fécondité  

La fonct ion de fécondité cons t i tue  un  deuxième exemple  de 
fonction de densi té  uti l isée dans la descr ip t ion  des phénomènes  
démographiques .  Avant l ' é tude de cet te  fonction,  nous  allons 
d ' abo rd  p ré sen te r  deux au t re s  fonct ions : 

— la densité p a r  âge des na issances  dans  une  généra t ion  fémi- 
nine ; 

— la densité p a r  âge des na issances  chez une  f emme d 'une  géné- 
ra t ion féminine. 

3.2.1. La densi té  p a r  âge des  na i s sances  
p o u r  une  généra t ion  fémin ine  

Considérons  une  généra t ion  de filles nées à la m ê m e  date  et 
d 'effectif  1 (0). Cette généra t ion  est supposée  fe rmée  et sous t ra i t e  
à la mortal i té .  In téressons-nous  aux na issances  vivantes engen- 
drées  p a r  cet te  généra t ion  aux dif férents  âges de la pér iode  géné- 
sique. 

Désignons p a r  n (x , Ax) le n o m b r e  des na i s sances  engendrées  
dans l ' intervalle d 'âge (x , x +  Ax) p a r  l ' ensemble  de la généra- 
tion. La fonct ion n (x , Ax) est de p a r  son expression,  supposée  
indépendante  du  temps  ou de l ' époque de l 'observat ion.  

Considérons le n o m b r e  moyen des na issances  p a r  un i té  de 
temps dans l ' intervalle (x , x +  Ax) mesu ré  p a r  n (x , Ax) / Ax. Cet 
indice expr ime la densi té  moyenne  p a r  un i té  de t emps  des nais- 
sances engendrées  dans  l ' interval le  d 'âge (x , x +  Ax). La fonct ion 
de densité ponctuel le  N associée à cet te  fonct ion de densi té  
moyenne est définie p a r  la re la t ion 

(1.22) 

sous réserve de l'existence de la limite. 

Si nous supposons l'existence de cette limite à tout âge de 
l'intervalle génésique, alors la fonction N est définie partout dans 
cet intervalle. La fonction N est appelée fonction de densité ponc- 
tuelle par âge des naissances ou fonction de densité instantanée 
par âge des naissances pour l'ensemble de la génération. La gran- 
deur N (x) désigne la densité ponctuelle ou la densité instantanée 
des naissances à l'âge x pour l'ensemble de la génération. 

De la relation de définition (1.22), on déduit la relation 

(1.23) 

où 0 (Ax) est  un  inf iniment  pet i t  d ' o rd re  supé r i eu r  p a r  r a p p o r t  à 
Ax. 



La re la t ion (1.23) expr ime  que  les g randeur s  n (x , Ax) et 
N (x) L1X m e s u r e n t  de façon approchée,  le n o m b r e  des naissances  
engendrées  p a r  la généra t ion  dans  l ' intervalle (x, x +  Ax) ou plus 
géné ra l emen t  dans tout  interval le  de longueur  Ax pris  dans  un  
voisinage de x. 

La fonct ion de densi té  ponctuel le  p a r  âge des na issances  dans 
la généra t ion  défini t  en t e rme  absolu,  c 'est-à-dire en t e rme  
d'effectif,  la r épa r t i t i on  des na issances  selon l'âge. Il s 'agit  de la 
fonct ion ca lendr i e r  p o u r  les na issances  issues de la générat ion.  

3.2.2. La densi té  p a r  âge des na i s sances  
chez une  f e m m e  d 'une  généra t ion  

La fonct ion de densi té  p a r  âge des na issances  p o u r  une  géné- 
ra t ion  féminine,  peu t  ê t re  définie a u t r e m e n t  si l 'on s ' in téresse  à 
la r épa r t i t i on  selon l 'âge des seules na issances  engendrées  p a r  
une  f emme de la générat ion.  

Désignons p a r  f la fonct ion de densi té  ponctuel le  p a r  âge des 
na issances  issues d 'une  f emme de la générat ion.  Les fonctions f 
et N sont  a lors  liées p a r  la re la t ion  

(1.24) 

du fait que  la généra t ion  é tudiée  est supposée  sous t ra i te  à la mor- 
tal i té  et que  son effectif  reste  cons tan t  et égal à sa va leur  initiale 
1(0). 

Il r ésu l te  des re la t ions  (1.23) et (1.24) la re la t ion 

(1.25) 

où 0 (Ax) est  un  inf in iment  pet i t  d ' o r d r e  supé r i eu r  p a r  r a p p o r t  à 
Ax. 

Ainsi la g r a n d e u r  f (x) Ax appa ra î t  comme une  va leur  appro- 
chée du  n o m b r e  des na issances  engendrées  p a r  une  femme de la 
généra t ion  dans  l ' interval le  d 'âge (x , x +  Ax), d 'où  la re lat ion 

(1.26) 

On r e m a r q u e  que  n 'es t  au t r e  que le taux de fé- 

condité  générale  à l 'âge x re la t ivement  à l ' intervalle (x , x +  Ax) 
p o u r  la généra t ion  étudiée.  Il s ' ensui t  donc que f (x) est le taux 
ins tan tané  de fécondi té  générale  à l 'âge x p o u r  la générat ion.  De 
p a r  sa définition, f (x) est un  taux à d imens ion  unitaire .  



3.2.3. Définit ion et  p r o p r i é t é s  de la fonct ion de  fécondi té  

La fonct ion f définie plus hau t  est  ce qui est  géné ra lemen t  
appelé fonction de fécondi té ;  f (x) est  a lors  la fécondi té  à l 'âge x 
pour  une  femme de la générat ion.  On dit auss i  que  f (x) est  la fécon- 
dité ponctuel le  ou fécondité  ins tan tanée  à l 'âge x p o u r  une  femme 
de la générat ion.  

La g r a n d e u r  f (x) expr ime  su r  une  base  un i ta i re  qui  est sou- 
vent une  base  annuelle,  le n o m b r e  des na issances  engendrées  p a r  
une  femme de la généra t ion  à l 'âge x. 

La fonct ion de fécondi té  f désigne la fécondi té  bru te ,  c'est-à- 
dire  la fécondité  en l 'absence de morta l i té ,  la généra t ion  féminine  
é tudiée  é tan t  supposée  sous t ra i t e  à la mor ta l i té .  

Examinons  ma in t enan t  quelques  p ropr i é t é s  de la fonct ion de 
fécondité.  

Si (<x, (3) désigne l ' interval le  génésique de la femme,  il vient 

(1.27) 

ce qui exprime qu'une femme ne peut procréer en dehors de 
l'intervalle d'âge (a, (3). 

Si la fonction de fécondité f est continue, elle est alors inté- 
grable sur tout segment de la demi-droite réelle positive. Ainsi 
pour deux réels positifs ou nuls quelconques a et h, l'intégrale 
définie f aa + h f (x) dx existe ; elle représente le nombre d'enfants 
mis au monde par une femme de la génération dans l'intervalle 
d'âge (a, a + h). 

Intéressons-nous plus particulièrement à la catégorie de tel- 
les intégrales définies caractérisée par la relation 

(1.28) 

La fonction D est définie comme une fonction de la borne supé- 
rieure d'intégration de l'intégrale définie Jax f (v) dv. D'après un 
résultat d'Analyse Mathématique, D est alors une fonction dériva- 
ble vérifiant la relation 

(1.29) 

En outre, D est une fonction non décroissante et jouit des pro- 
priétés suivantes 

(1.30) 

(1.31) 



(1.32) 

Les propriétés (i) et (ii) résultent de la relation (1.27) et la propriété 
(iii), de la propriété d'additivité de l'intégrale définie. La non 
décroissance de D résulte elle de la propriété (iii) et de ce que f 
est une fonction positive ou nulle. 

Maintenant, cherchons à normer la fonction de fécondité f. 
Nous associons à cet effet à la fonction f, une fonction f* définie 
par la relation 

(1.33) 

Il vient 

(1.34) 

(1.35) 

Ainsi la fonction f* associée à la fonction de fécondité f apparaît 
comme une fonction de densité de probabilité. Elle exprime la 
répartition par âge d'une descendance finale unité. La grandeur 
f* (x) dx désigne une valeur approchée de la probabilité pour 
une femme de la génération, de procréer dans l'intervalle d'âge 
(x, x + dx). Si X désigne l'âge à la procréation pour une femme 
de la génération, il vient donc 

(1.36) 

où 0 (dx) est  un  inf in iment  pet i t  d ' o rd re  supé r i eu r  p a r  r appor t  
à  x. 

On peu t  assoc ie r  à la fonct ion f* elle-même, une  fonction D* 
définie p a r  la re la t ion  

(1.37) 

La fonct ion D* possède  les mêmes  p ropr ié tés  que  la fonct ion D. 

En réalité,  la fonct ion D* n 'es t  au t r e  que la fonct ion de répar-  
t i t ion de p robabi l i t é  de la var iab le  a léatoire  X, âge à la procréa-  
t ion p o u r  la généra t ion  étudiée.  En  effet 

(1.38) 



ce qui résulte de la relation 

On constate que la fonction calendrier des naissances pour 
une génération féminine peut être exprimée en terme absolu, 
c'est-à-dire en terme d'effectif, de deux manières : soit au moyen 
de la fonction de densité N pour l'ensemble de la génération, soit 
au moyen de la fonction de fécondité f pour une femme de la géné- 
ration. Mais les expressions en terme relatif, de l'une ou l'autre 
de ces deux fonctions de densité se confondent avec la fonction 
de densité de probabilité f* qui leur est associée. 

3.3. La répartition par âge ou densité par âge d'une population 

La répartition par âge d'une population est un autre exemple 
de fonction de densité utilisée pour décrire les phénomènes 
démographiques. C'est à l'étude de cette fonction que nous allons 
consacrer ce paragraphe. 

Considérons une population à une date d'observation fixe t. 
Les fonctions qui vont être définies ici, bien qu'étant des fonc- 
tions de l'âge x et de la date d'observation t, seront considérées 
comme des fonctions de la seule variable x, la valeur de la variable 
t étant fixée. 

Désignons par Qt (x, Ax) l'effectif des individus de la popula- 
tion dont l'âge est compris entre x et x + Ax à la date d'observa- 
tion t. La grandeur Qt (x, Ax) / Ax représente le nombre moyen 
d'individus de la population par unité de temps dans l'intervalle 
d'âge (x, x + Ax) à la date d'observation t. Elle exprime ce que nous 
allons appeler la densité moyenne absolue unitaire par âge de la 
population dans l'intervalle d'âge (x, x + Ax), à la date d'observa- 
tion t. 

A cette fonction de densité moyenne, associons la fonction de 
densité ponctuelle K définie par la relation 

(1.39) 

K (x, t) désigne la densité ponctuelle absolue de population à l'âge 
x et à la date d'observation t. 

Pour la valeur fixée de t, nous postulons l'existence de la 
limite de la relation (1.39) pour tout x positif ou nul. 

De la relation (1.39) on déduit la relation 

(1.40) 
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