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Objectifs généraux développés

L’utilisation d’outils mathématiques est indispensable en physique en classe de CPGE.
Nous en avons rassemblé un certain nombre. Ce chapitre ne doit cependant pas étre
étudié de facon linéaire. Il convient de s’y reporter au fur et a mesure que le besoin
s’en fera sentir. Ces outils devront étre maitrisés progressivement, et acquis en fin
d’année.

On commence par s’intéresser aux équations différentielles, auxquelles ménent
souvent les lois de la physique. Lorsque la fonction et ses dérivées n’interviennent
qu’a la puissance unité, I’équation différentielle est dite linéaire.

En physique, on se limitera & des équations différentielles des premier et second
ordres, avec ou sans second membre. Dans le cas d’équations différentielles avec se-
cond membre, la méthode de résolution couramment utilisée en physique n’est pas la
méthode générale qui peut étre exposée en mathématiques, mais une simplification
de cette derniere, adaptée aux cas que nous rencontrons habituellement.

Dans le cas d’équations différentielles non linéaires la méthode présentée n’est plus
applicable. Il faut alors résoudre directement dans son ensemble, par séparation des
variables, ’équation différentielle proposée. Cette technique sera utilisée lors de la
résolution d’exercices de mécanique.

On aborde ensuite les nombres complexes, qui constituent un outil mathématique
largement utilisé en physique, notamment en électrocinétique, en mécanique, en
méthode de résolution de systeémes d’équations différentielles couplées...

Enfin les systémes de coordonnées seront nécessaires notamment en mécanique,
pour repérer la position d’un point de I’espace. L’idée générale consiste a décomposer
le vecteur position OM associé a M en trois vecteurs colinéaires aux trois vecteurs
orientant les axes de base du systeme de coordonnées. Cette base sera, dans tous
les cas, orthonormée et directe, de sorte que les opérateurs de base de ’analyse
vectorielle (produit scalaire, produit vectoriel...) y soient facilement utilisables.
On va rencontrer deux types de bases ; la base fixe du systéme cartésien et les bases
mobiles des systémes cylindrique et sphérique.
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|

Les équations différentielles linéaires

Exercice 1.1 : Equation homogéne du premier ordre ~

Lors de la décharge d’un condensateur de capacité C' & travers un conducteur
ohmique de résistance R, la fonction u(t) décrivant les variations de la tension
aux bornes du condensateur obéit a I’équation différentielle :

avec 7 = RC. Résoudre cette équation différentielle en prenant comme condi-
tion initiale u(t = 0) = E.

L J
e Analyse de 1’énoncé

L’équation a résoudre est bien linéaire, car seules la fonction u(t) et sa dérivée pre-
miere % a la puissance 1 interviennent. Par ailleurs, elle est a coefficients constants.
Une telle équation différentielle est appelée équation homogéne ou encore équation
sans second membre. Sa résolution est doublement importante a maitriser, puisqu’elle
constitue également la premiere étape de résolution lorsque I'on a affaire a une équa-
tion différentielle linéaire avec second membre.

L’équation étant du premier ordre (seule la dérivée premiére intervient), sa résolution
va faire apparaitre une constante d’intégration. Cette constante d’intégration sera
déterminée en fin de résolution grace a une condition, le plus souvent initiale (valeur
deu at=0).

e Méthode de séparation des variables

Pour résoudre ce type d’équation homogene, on sépare les variables, c’est-a-dire
que 'on fait en sorte de réunir d’un méme c6té de I’équation tout ce qui est en u et
du, et de I'autre tout ce qui est en t et dt. Il ne reste plus alors qu’a intégrer chacun

des deux membres.
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La séparation des variables dans |'équation différentielle proposée mene a :

du __dt
u T
qui s'intégre en :
t
Inu=—-——+4+K
T

ou K est la constante d'intégration.

Bien qu’on ait écrit une primitive de chacun des membres, il n’est pas nécessaire de
faire apparaitre une constante d’intégration de chaque c6té. On considére en fait que
K contient ces deux constantes. On isole enfin la fonction u(t) afin de déterminer la
constante d’intégration par application de la condition initiale.

On passe alors a I'exponentielle :

_t _
TE =K xe

Al

= Xe”

Al

On change le nom de la constante d’intégration en A = e’ pour alléger les notations.
e Détermination de la constante d’intégration

A ce stade, on n’a plus qu’a utiliser la valeur particuliere fournie pour u, & travers la
condition initiale u(0) = E. Rappelons que la tension aux bornes d’un condensateur
est toujours une fonction continue du temps, ce qui autorise a ’appliquer sans se
demander si cette valeur initiale est celle avant ou apres la bascule de I'interrupteur.

La condition initiale fournie permet d’écrire u(0) = E = Xe~7 = A, d'od

A = E. La solution recherchée s'écrit alors :

t

u(t) = FEe 7
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Exercice 1.2 : Equation du premier ordre avec second membre

Lors de la charge d’un condensateur de capacité C a travers un conducteur oh-
mique de résistance R par un générateur de force électromotrice F, la fonction
u(t) décrivant les variations de la tension aux bornes du condensateur obéit &
I’équation différentielle :

duv uw FE

da 7T
avec 7 = RC. Résoudre cette équation différentielle en prenant comme condi-
tion initiale u(t = 0) = 0.

" J

e Analyse de I’énoncé

On a de nouveau une équation différentielle linéaire & coefficients constants a résoudre.

La différence par rapport a l'exercice précédent est la présence d’un second membre

non nul. La solution d’une telle équation différentielle, linéaire, s’écrit comme la

somme de deux termes :

— la solution générale de I’équation homogéne (c’est-a-dire sans second membre,
notée ESSM) associée, ci-apreés notée ug ;

— une solution particuliére de I’équation compléte, cherchée de la méme forme
que le second membre de 1'équation différentielle, ci-apres notée uy,.

Par solution générale de ’ESSM, on entend solution faisant apparaitre la/les constante(s)

d’intégration. Autrement dit il ne faut pas injecter immédiatement les conditions

(initiales) fournies par 1’énoncé. Elles ne seront utilisées que dans ’expression finale

(somme de la solution générale et d’une solution particuliere) une fois Pexpression de

celle-ci établie.

e Détermination d’une solution particuliére de 1’équation compléte

Pour ce qui est de la solution particuliére on rencontrera deux types d’équations

différentielles : celles dont le second membre est une constante (comme c’est le cas

ici) et celles dont le second membre est fonction du temps.

Dans le cas d'un second membre constant, on recherche la solution particuliere uy,

sous forme d’une constante satisfaisant a I’équation complete. Il s’agit donc finalement

de trouver la valeur que va prendre la fonction u(t) en régime permanent, ¢’est-a-dire

quand on aura attendu suffisamment longtemps pour que les phénomenes transitoires

soient amortis. Pour cela, on réinjecte u, = cte dans I’équation différentielle complete

(toutes les dérivées s’annulent donc) et on en déduit up,.

Dans le cas d'un second membre dépendant du temps, on va & priori utiliser une

méthode que 'on peut qualifier d’identification. On postule la solution particuliére

comme étant une fonction du temps du méme type que le second membre. Ce dernier

point, ainsi que ses limites d’application, sont détaillés dans 1’exercice suivant.

@ Cette méthode de résolution ne s’applique pas aux équations différen-
tielles non linéaires.
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¢/
La solution générale de I'ESSM % + %8 = 0 s'écrit (cf. exercice précédent) :

Ug = de” 7
avec A une constante d'intégration.
Pour ce qui est de la solution particuliére u,, on obtient, en reportant u, = cte
dans I'équation différentielle compléte :

du, v, E  wup
— F—=—=— = u,=F
dt T T T P

Au final, on obtient donc :

u(t) = ug +up = e 7+ E

¢ Détermination de la constante d’intégration
C’est bien a la somme de la solution générale de 'ESSM et de la solution particuliere
de I’équation compléte que 'on applique la condition initiale.

0

On détermine enfin A a I'aide de |a condition (0) = 0 qui méne a E4+Xe™* =0,

soit A = —F. Finalement, on écrit :

Exercice 1.3 : Equation avec second membre fonction du temps

On parle de filiation radioactive lorsqu’un noyau pere radioactif X; se désin-
tegre pour donner un noyau fils Xy, lui-méme radioactif et menant a un noyau
X3 stable. On note respectivement A\; et Ay > A; les constantes radioactives as-
sociées aux noyaux X; et Xo. Les nombres Ny (t) et Na(t) de noyaux X; et Xo
présents a la date t, satisfont aux équations différentielles suivantes :

diVl diVQ
e _— = —
e ANy et e AN — A2 N2
Déterminer les expressions de N (t) et Na(t) en supposant qu’'a t = 0 N1(0) =

No et NQ(O) =0.

" J
e Analyse de 1’énoncé

On a ici un systéme de deux équations différentielles linéaires a coefficients constants a
résoudre. Sa particularité provient du fait que la deuxieéme fait intervenir la solution de
la premiere. On va donc commencer par résoudre la premiere, que ’on identifie comme
une équation différentielle homogene, puis réécrire la deuxieme équation différentielle
en y injectant ce premier résultat, avant de la résoudre a son tour.
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La premiere équation différentielle s'écrit (cf. exercices précédents) :

dN;
— 4+ M N =0
a + A1 Vp

La solution de cette équation différentielle s'écrit

N1 (t) = Noe_)‘lt
La deuxieme équation différentielle se réécrit alors :
dN,

—= 4+ ANy = A\ Nge !
dt+22 14Vo€

On se retrouve donc a présent en présence d’une équation différentielle avec second
membre fonction du temps. En appliquant la méthode exposée a ’exercice précédent,
on commence par chercher la solution générale de 'ESSM associée.

¢/
La solution générale de I'ESSM associée a la deuxieme équation différentielle

s'écrit :

Nog(t) = de 2!
avec A constante d'intégration.

e Utilisation de la méthode d’identification

Le second membre est du type Ae~**. On va donc injecter une solution up(t) =
Be M dans I'équation différentielle compléte, et en déduire la valeur de la constante
B. L’intérét de cette méthode réside dans le fait que la dépendance temporelle e *1*

de uﬁ(t) se simplifie lors de cette opération.

On cherche une solution particuliere de I'équation compléte sous la forme :
— d _ y .
up(t) = Be=''. On a alors 2 = —\Be~*''. En reportant dans |'équation

différentielle étudiée,on obtient :

_)\lBe_)\lt + )\2B€_>\1t = )\1N0€_>\1t

On en déduit immédiatement, apres simplification par e~ *1* :

Al
B= Ny—2L
"N — A

On peut finalement écrire la solution compléte :

)\1 — A1t

No(t) = Ae 2t 4 Ng———
2(t) = Ae™ 2" + v
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e Détermination de la constante d’intégration
Il ne reste alors plus qu’a injecter la condition initiale portant sur la fonction Ny afin
de déterminer la constante d’intégration A.

Avec N3(t =0) =0, on obtient A = —NO%, d’ou la solution finale :

A2

A1

Na(t) = No g2 [e™ = 71

[e
e Méthode de variation de la constante

Il peut vous paraitre un peu miraculeux de voir la dépendance tempo-

@ relle de la solution particuliére se simplifier ainsi avec cette méthode
par identification... Le fait est que cette méthode est loin d’étre gé-
nérale, mais il se trouve qu’elle va le plus souvent donner un résultat
avec les équations différentielles rencontrées en physique. Dans le cas
ou elle ne permet pas de conclure (simplification de la dépendance tem-
porelle impossible, ou encore obtention d’une incohérence), il faut alors
se ramener a la méthode générale de résolution des équations différen-
tielles avec second membre (variable) : la méthode de variation de
la constante.

En pratique, la méthode d’identification fonctionne toujours pour les seconds membres
constants. Un cas ou elle peut étre mise en défaut est celui ou le second membre est
de la méme forme que la solution générale de 'ESSM.

Considérons par exemple I’équation différentielle sur la fonction f(t) suivante :

% +af = Ae”

avec a et A, constantes non nulles.

La solution générale de 'ESSM s’écrit Ae™ %", et est donc de la méme forme que le
second membre. Si ’on applique la méthode d’identification, ¢’est-a-dire si ’on cherche
une solution particuliere de I’équation compléte sous la forme Be~% (B constante),

on aboutit, en reportant dans ’équation différentielle compléte a :

—at

—aBe ™ 4+ qBe ™ = Ae™

relation impossible si A # 0.

La méthode de variation de la constante est alors nécessaire. Cette méthode consiste
a rechercher la solution particuliere sous la forme B(t) x F(t), ou F(t) est de la méme
forme que la solution générale de 'ESSM et B(t) une fonction (la constante “qui
varie”..) a déterminer.
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Dans notre cas, on recherche alors la solution particuli¢re sous la forme B(t)e™%'. En
reportant dans I’équation complete on arrive a :

dB

dt
soit %} = A, d’ou B(t) = A x t 4 cte. Il est bien siir inutile d’introduire une nouvelle
constante d’intégration puisqu’on recherchait une solution particuliére.
Gardez toutefois & I'esprit que vous ne rencontrerez que tres rarement, en physique,
des situations ou la méthode d’identification sera mise en défaut, et qu’il est donc le
plus souvent inutile de compliquer la résolution mathématique par I'utilisation de la
méthode la plus générale.

9 _qB(t)e ™ 4+ aB(t)e” " = Ae”

Exercice 1.4 : Equation du deuxiéme ordre ~

Lors du mouvement horizontal d’un point matériel M de masse m relié a un
ressort de constante de raideur k et soumis a une force de frottement fluide de
coefficient f, les variations temporelles de P’abscisse z(t) du point matériel sont
régies par ’équation différentielle suivante :
d’z dx

m—s +fdt +kx=0
Déterminer I’expression de z(t) en supposant z(t = 0) = L et &(t = 0) = 0.
On écrira les différentes solutions possibles suivant les valeurs de f, mais on ne
déterminera complétement la solution que pour f = 2vmk.

. J

e Analyse de 1’énoncé

Il s’agit ici de résoudre une équation différentielle linéaire, & coefficients constants,
homogene et du second ordre. Cette derniére caractéristique nous indique que deux
constantes d’intégration vont apparaitre lors de la résolution. Il faut donc toujours
deux conditions (initiales) pour résoudre totalement ce type de probléeme. Générale-
ment 1’énoncé donne de manieére plus ou moins explicite des conditions initiales sur
la fonction recherchée d’'une part, et sur sa dérivée d’autre part. Ceci n’est cependant
pas indispensable ; par exemple deux conditions particuliéres portant sur la fonction
proprement dite (et aucune sur la dérivée) peuvent tout a fait permettre de conclure...
e Ecriture du polynéme caractéristique

On admet qu’une telle équation différentielle admet une solution de la forme z(t) =
Ae™, avec A un réel non nul et r & priori complexe. Vous pouvez alors, en reportant
dans I’équation différentielle initiale, en déduire que le nombre complexe 7 satisfait a
I’équation du deuxieme degré suivante, et est donc une racine du polyndéme carac-
téristique associé a I’équation différentielle :

mrl+ fr+k=0

La forme des solutions de ’équation différentielle dépend alors de la nature des solu-
tions du polyndme caractéristique, autrement dit du signe de son discriminant A.
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Forme des solutions possibles
si A > 0, le polynéme caractéristique admet deux racines réelles 1 et ro. La solu-
tion générale de I’équation différentielle s’écrit alors :

z(t) = Ae™" + Be™!

avec A et B deux constantes d’intégration.
si A = 0, le polynoéme caractéristique admet une racine réelle double r. La solution
générale de I’équation différentielle s’écrit alors :

z(t) =" (A + Bt)

avec A et B deux constantes d’intégration.
si A < 0, le polynome caractéristique admet deux racines complexes conjuguées 71
et 7. La solution générale de ’équation différentielle s’écrit alors :

z(t) = Aet! + Bel2!

avec A et B deux constantes d’intégration. En physique, on ne laissera générale-
ment pas I’expression sous cette forme. En effet, les racines conjuguées s’écrivant
respectivement r; = a + jb et 7o = a — jb, la solution peut se réécrire :

z(t) = e [Aejbt + Be*jbt]
L’utilisation de la formule d’Euler (e?%* = cos(bt) + jsin(bt) et e=% = cos(bt) —
jsin(bt)) mene finalement & une solution de la forme :
z(t) = e [(A + B) cos(bt) + j(A — B)sin(bt)]

On écrira donc directement en physique la solution sous la forme :

z(t) = e [A’ cos(bt) + B’ cos(bt)]
avec A’ = A+ B et B’ = j(A — B) deux constantes d’intégration complexes.

Le discriminant du polyndme caractéristique de I'équation différentielle proposée

s'écrit ici : A = f? — 4mk.
= si f > 2vmk, A > 0 et les racines réelles du polynéme sont 7 2 = —% +
2@. On a alors :
m

_ £ N _ YA
x(t):e Imt Ae2mt+Be Zm

—si f =2vmk, A = 0 et la racine double du polynéme est r = —%. La
solution générale de I'équation différentielle est donc de la forme :

o(t) = e~ 7t (A + Bt)
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On en déduit :

de i, f

Les deux conditions initiales données menent alors a :

it=0)=0 & e—zfnxo[—;n(LjLon)th}:o = B=-L

—si f <2vmk, A <0 et les racines complexes du polynéme sont :

ry =

f " V=A
S R
2m 2m

On a alors :

2m

2(t) = e~ 2t [A’cos <\/2Et> + B'sin (mt)]
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Les nombres complexes

Exercice 2.1 : Module et argument d’'un nombre complexe

On considere le nombre complexe suivant :

a
H(jz) = ————

H{jz) (1 —22) + jb

oll a et b sont deux constantes réelles et # une variable de Rt . Déterminer le
module H et 'argument ¢ de ce nombre complexe.

" J

e Analyse de I’énoncé

Le nombre complexe présenté est exprimé comme le rapport de deux nombres com-
plexes (a, réel, n’est jamais qu'un cas particulier de nombre complexe dont la partie
imaginaire est nulle). Son module est donc égal au rapport des modules des deux
nombres et son argument est égal & la différence entre les arguments du numérateur
et du dénominateur.

En physique on privilégiera souvent la présentation sous forme exponentielle (on
dit encore trigonométrique) He’¥ par rapport a la forme algébrique Re(H) +
jIm(H). En effet, passer un rapport de nombres complexes sous forme algébrique (en
multipliant le numérateur et le dénominateur par le complexe conjugué du dénomi-
nateur) alourdit inutilement les expressions.

e Détermination du module

Pour déterminer le module de H il faut distinguer les cas a positif ou négatif. En effet,
le module d’'un complexe est un nombre réel et positif. Le module du numérateur de
H dépend donc du signe de a.

@ L’expression du module ne dépend en revanche pas du signe de b.

|a| B 7(1—52)2-&472 sia Z 0

/(1_332)2_1_()2_ \/ﬁ sia <0
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e Détermination de ’argument

La détermination de I’argument présente deux subtilités.

En premier lieu, il n’est défini qu’'a 27 rad prés (“modulo-27” comme disent nos
ami(e)s mathématicien(ne)s). On sait en effet que Pargument arg(z) = ¢ d’un com-
plexe est défini par la relation :

2z =a+ jb=|z]e?¥ = |z|(cos ¢ + jsin p)

avec a et b réels, respectivement qualifiés de partie réelle (a = Re(z)) et partie ima-
ginaire (b = Im(z)), et par suite :

2zl = Va2 +bh? cos :i sin :i
2l =V ° =1 =T

On peut donc linterpréter comme ’angle formé par segment liant l'origine du plan
complexe au point d’affixe z, avec 'axe des abscisses porteur des nombres réels (cf.
schéma page suivante). A chaque fois que I'argument augmente ou diminue de 27,
le segment effectue un tour complet (dans le sens direct ou dans le sens horaire,
respectivement) et ’on se retrouve au méme point. Deux complexes de méme module
et dont les arguments different d’un nombre entier de fois 27 sont donc égaux entre
eux.

En second lieu, on voit immédiatement que cet argument vérifie I’égalité :

; _Im(z) b
e = Re(z) a

On peut étre tenté(e) d’en déduire la relation réciproque :

et Im(z)

(p = arctan {Re(z)}

mais ce serait aller un peu vite en besogne. En effet, la fonction arctangente associe a
tout nombre réel un angle compris dans ’intervalle [—%; —&—g], dont le nombre en
question est la tangente. Or ces valeurs couvrent un intervalle de 7 rad seulement, qui
exclut donc d’office les arguments de tous les complexes situés dans la partie gauche
du plan complexe, autrement dit tous les complexes a partie rélle négative.

Bon, voyons le bon c6té des choses : dés lors que la partie rélle d’'un complexe est

positive, on peut exprimer son argument simplement comme :

Re(s)—a>0 o o arctan [gggj;]

Les choses se compliquent en revanche un peu si cette partie réelle est négative, puisque
Pargument est cette fois compris dans Uintervalle [—m; —Z] (cas ot b = Im(z) < 0)

2
ou [Z;7| (cas ot b =Im(z) > 0), toujours modulo-2.
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Im(z) A Im(z) A
Re(z) <0| Re(z) >0 Re(z) <0 | Re(z)>0
Point d'affixe e
z=a+jb Point de continuité Point d'affixe
a<0;b>0 5 b z=a+jb
@ = Arctan(b/a) + T
SINQ - X
1 \m a ? | :
a / “Rez) cos @ a “Re()
Arctan(b/a)
-2 <@<+n/2
Domaine exclusif
des valeurs
de la fonction arctangente
Im(z) A Im(z) A
Re(z) <0| Re(z) >0 Re(z) <0| Re(z) >0
Point d'affixe
z=a+jb
b b a>0
Arctan(b/a) \= Actan(b/a)
a \ - >
‘ J -a Re(2) a Re(2)
¢ = Arctan(b/a) - ©
Point d'affixe
z=a+jb Point de continuité
a<0;bh<0

Dans ce cas, on utilise le fait que les arguments de deux points diamétralement opposés
ont la méme tangente; ceci se comprend facilement : les parties réelle et imaginaire
de I'un étant les opposés respectifs de celles de l'autre, leurs rapports seront égaux
entre eux :

, a = —a , ! -b b
Z=—z & , = tanyp = —=—=— =tanyp
b'=-b ad —-a a

On peut deés lors affirmer que 'argument d’un complexe a partie réelle négative se
déduit de celui du complexe opposé, en lui ajoutant ou en lui retranchant 7 rad.
Analytiquement, la chose s’interpréte comme :

Jd =y o |z’|e”’/ — eijﬂ|z|ejsa — |Z|ej(soi7r)

La question étant de savoir si 'on doit ajouter ou retrancher 7. Mathématiquement
parlant, les deux reviennent au méme. Cependant lorsque 'argument est par exemple
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