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Ce livre est une introduction autonome a la théorie des systémes dynamiques,
avec un accent particulier sur le temps discret. Cela inclut les systémes dyna-
miques topologiques, en basse dimension, hyperboliques et symboliques, ainsi
qu’une bréve introduction a la théorie ergodique. Le livre peut étre utilisé comme
manuel pour un cours d’un ou deux semestres pour les étudiants de niveau avancé
du premier cycle ou étudiants des cycles supérieurs. Il peut aussi étre utilisé pour
une étude indépendante et comme point de départ pour ’étude de sujets plus
avances.

L’exposition est directe et rigoureuse. En particulier, tous les résultats formulés
dans le livre sont prouvés. On a essayé que chaque démonstration soit la plus
simple possible. Parfois, cela nécessite une préparation ou la restriction & classes
appropriées de systémes dynamiques, ce qui se justifie pleinement dans un cours
introductif. Le texte comprend aussi de nombreux exemples qui illustrent en détail
les concepts et les résultats, ainsi que 140 exercices, avec différents niveaux de
difficulté.

La théorie des systémes dynamiques est trés large et trés active en termes
de recherche. Elle dépend aussi substantiellement de la plupart des principaux
domaines des mathématiques. Ainsi, afin de donner une vue suffisamment large,
mais toujours autonome et avec une taille contrdlée, il était nécessaire de faire
une sélection des sujets traités. De ce fait, certains sujets ont été exclus, notam-
ment la dynamique hamiltonienne et la dynamique holomorphe. On a indiqué des
références pour ces autres sujets qui sont des prolongements naturels de ce livre.

Luis Barreira et Claudia Valls
Lisbonne, avril 2013
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On introduit dans ce chapitre la notion de systéme dynamique, & temps discret
et temps continu. On décrit aussi plusieurs exemples qui, avec d’autres exemples
introduits au long du livre, sont utilisés pour illustrer les nouveaux concepts et
les nouveaux résultats. On décrit également quelques constructions de base qui
déterminent de nouveaux systémes dynamiques.

I.1.

Un systéme dynamique & temps discret est simplement une application.

Définition I.1. Une application f: X — X est appelée un systéme dynamique
a temps discret ou simplement un systeme dynamique.

On définit récursivement
fn+1 _ f o f’n
pour chaque n € N. On écrit aussi f© = Id, ot Id est I'application identité. On
note que

fm+n — fm o fn (Il)
pour m,n € Ny, ou Ny = N U {0}. Lorsque I'application f est inversible, on définit
aussi f~" = (f~1)" pour chaque n € N. Dans ce cas, I'identité (I.1) est satisfaite
pour tous m,n € Z.

Exemple I.2. Soient f: X — X et g: Y — Y des systémes dynamiques. On définit
un nouveau systéme dynamique h: X x Y — X x Y par

h(z,y) = (f(x),9(y))-



CHAPITRE 1.

On note que si f et g sont inversibles, alors 'application h est aussi inversible et
a pour application réciproque

ol (z,y) = (ffl(x),gfl(y))-

On considére maintenant le cas du temps continu.
Définition I.5. Une famille d’applications ¢;: X — X pour ¢ > 0 telles que

»o = Id et
Wirs = Py O @s pour tous t,s =0

est appelée un semi-flot. Une famille d’applications ¢;: X — X pour t € R
telles que ¢o = Id et

Virs = Y1 0 s pour tous t, s € R
est appelée un flot.
On dit aussi qu'une famille d’applications ¢; est un systéme dynamique a

temps continu ou simplement un systéme dynamique si elle est un flot ou un
semi-flot. Si ¢; est un flot, alors

©rop_t =@_t0op == Id.

Donc, chaque application ¢; est inversible et a pour application réciproque ¢, t—
P—t-

Un exemple simple d'un flot est un mouvement de translation avec vitesse
constante.
Exemple I.4. Soit y € R™. On consideére les applications ¢;: R” — R™ définies par
ot(x) =x+ty pourteRet xeR™
On a ¢y =1d et

Orrs(x) =z + (t + s)y
= (z +sy) +ty = (¢ 0 ps)(2).

Donc, la famille des applications ¢; est un flot.

Exemple I.5. On consideére les flots ;0 X — X et ¢4: Y — Y, pour t € R. La
famille des applications ay: X X Y — X x Y définies pour chaque t € R par

ar(z,y) = (ee(2), e ()
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est aussi un flot. En outre,

o (2,y) = (p—t(2), Ve (y)).

On souligne que 'expression systéme dynamique est utilisée a la fois pour les
systémes dynamiques & temps discret et les systémes dynamiques & temps continu.

I.2.

On décrit dans cette section plusieurs exemples de systémes dynamiques &
temps discret.

I.2.1.

On considére d’abord les rotations du cercle. Le cercle est défini ici par S* =
R/Z, c’est-a-dire que S* est obtenu a partir de la droite réelle en identifiant les
points z,y € R tels que x — y € Z. Autrement dit,

S'=R/Z =R/~,

ou ~ est la relation d’équivalence dans R définie par © ~ y < x — y € Z. Les
classes d’équivalence, qui sont les éléments de S', peuvent étre écrites sous la
forme

[z] ={z+m:meZ}.

En particulier, on peut introduire les opérations
[e] + [yl =[x +y] et [z]—[y] =[z—y]

On peut aussi identifier S* avec [0, 1]/{0, 1}, ot les extrémités de l'intervalle [0,1]
sont identifiées.

Définition I.6. Soit o € R. On définit la rotation R,: St — S! par
Ro([z]) = [z + o]

(voir la figure 1.1).

On écrit aussi
R.(z) = x + amod 1,



CHAPITRE 1.

. Rotation R, .

en identifiant [z] avec son représentant dans lintervalle [0,1[. L’application
R, pourrait aussi étre appelée une translation de [’intervalle. On observe que
Ry : St — St est inversible et son application réciproque est Ryt = R_,,.

On introduit maintenant la notion de point périodique.

Définition I.7. Soit ¢ € N. Un point x € X est dit g-périodique pour une appli-
cation f: X — X si f¢(x) = z. On dit aussi que x € X est un point périodique
pour f s’il est g-périodique pour un certain g € N.

En particulier, les points fixes, c¢’est-a-dire les points z € X tels que f(z) = x
sont g-périodiques pour tout ¢ € N. En outre, un point g¢-périodique est kg-
périodique pour tout k € N.

Définition I.5. On dit qu'un point périodique a pour période q s’il est g-
périodique mais n’est pas [-périodique pour tout [ < q.
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On considére maintenant le cas particulier des rotations du cercle R,. On
vérifie que leur comportement est trés différent selon que « est rationnel ou irra-
tionnel.

LY. Soit a € R.
1. Siae R\Q, alors R, n'a pas de point périodique.

2. Sia=p/ge Q avec p et q premiers entre eur, alors tous les points de S*
sont périodiques pour R, et ont pour période q.

Démonstration. On note que [x] € St est g-périodique si et seulement si [z + ga] =
[z], c’est-a-dire si et seulement si ga € Z. Les deux propriétés dans la proposition
découlent facilement de cette remarque. [

I.2.2.

On considére dans cette section une autre famille d’applications de S dans
lui-méme.

Définition I.10. Soit m > 1 un entier. L’ application dilatante E,,: S* — S' est
définie par

E,(xz) = mz mod 1.

Par exemple, pour m = 2 on a

o si e [0,1/2[,
Ey(x) = {Zx —1 size[l/2,1]

(voir la figure 1.2).

On détermine maintenant les points périodiques pour l'application dila-
tante E,,. Puisque Ej(x) = miz mod 1, un point z € S! est g-périodique si
et seulement si

miz —x =(m?— 1)z eZ.

Donc, les points ¢-périodiques pour 'application E,, sont

x:L, pour p=1,2,... , m%—1. (1.2)

md —1
En outre, le nombre n,,(q) de points périodiques pour F,, de période ¢ peut étre
calculé facilement pour chaque ¢ (voir le tableau 1.1 pour ¢ < 6). Par exemple, si
q est premier, alors
nm(q) = m? —m.
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Es(x) A

\j

N[
—_
S

. Application dilatante Fs.

. Nombre n,,(q) de points périodiques pour E,, de période q.

q nm(q)

1 m—-1

2 m2-m=m?>-1—(m—1)
3 mi—m=m?—1—(m—1)
4 m*—m?2=m*—-1-(m?>-1)
5 m>—m=m’>—-1—(m—1)
6 m®—m?—m?2+m

1.2.3.

On considére dans cette section une troisiéme famille de systémes dynamiques
a temps discret. Soit n € N. Le n-tore ou simplement le tore est défini par

Tn — RTL/ZTL — Rn/w’

ou ~ est la relation d’équivalence dans R™ définie par x ~ y < = —y € Z". Les
éléments de T™ sont donc les classes d’équivalence

[x]z{x—i-y:yeZ”},

avec x € R™. Soit maintenant A une matrice de dimension (n,n) & coefficients
dans Z.
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Définition I.11. L’endomorphisme du tore Ts: T™ — T"™ est défini par
Ta([z]) = [Az] pour [z] € T™.

On dit aussi que Ty est I’endomorphisme du tore induit par A.

Puisque A est une application linéaire,
Ax — Ay e Z" lorsque x —y € Z".

Cela montre que Ay € [Az] lorsque y € [x] et, donc, T4 est bien défini.

En général, l'application T4 n’est pas nécessairement inversible, méme si
la matrice A est inversible. Lorsque T4 est inversible, on dit aussi qu’elle est
I’ automorphisme du tore induit par A. On représente sur la figure 1.3 'automor-
phisme du tore T? induit par la matrice

A:G})

A([0,1]%)
[0,1]?
A([0,1]%)
<
[0,1]?

. Un automorphisme du tore T2.
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On détermine maintenant les points périodiques pour une classe d’automor-
phismes du tore.

L12, Soit Tx: T" — T™ un automorphisme du tore induit par une
matrice A sans valeur propre de module 1. Alors les points périodiques pour T4
sont les points de coordonnées rationnelles, c’est-a-dire les éléments de Q" /7.

Démonstration. Soit [x] = [(z1,...,2,)] € T™ un point périodique. Alors il existe
geNety=(y1,...,yn) € Z" tels que A%z = x + y, c’est-a-dire,

(A1 —1d)z = y.

Puisque A n’a pas de valeur propre de module 1, la matrice A? — Id est inversible
et on peut écrire

z=(A1—-1d)" 1.

En outre, puisque les coefficients de A% — Id sont des nombres entiers, chaque
coefficient de (A9 —Id)~! est un nombre rationnel et donc z € Q™.

On suppose maintenant que [z] = [(z1,...,2,)] € Q"/Z" et on écrit
b1 p
(xl,...,xn)z(T,...,7n>, (1.3)
ot pi,...,pn € {0,1,...,7 — 1}. Puisque les coefficients de A sont des nombres

entiers, pour chaque ¢ € N, on a

/

/
Alxy, ..., 2p) = (&,...,&> + (Y1, Yn)

T r

pour certains pi,...,pl, € {0,1,...,r — 1} et (y1,...,yn) € Z". Mais puisque le
nombre de points de la forme (1.3) est 7", il existe q1, g2 € N avec g1 # ¢ tels que

AD (21, ... xy) — AR (21, ..., 2p) € Z"™.
En supposant, sans perte de généralité, que q; > ¢2, on obtient
AR (y, oo ) — (1,0, 2p) €Z"
(voir l'exercice 1.12) et donc 77" #([z]) = [z]. [

L’exemple suivant montre que la proposition .12 ne peut étre étendue a tout
endomorphisme du tore.
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Exemple I.13. Considérons 1'endomorphisme du tore T4: T? — T? induit par la

matrice
31
A= (1 1) |

On remarque que T4 n’est pas un automorphisme puisque det A = 2 (voir I'exer-
cice 1.12). On observe maintenant que

TA<O,%) - (%%) TAG%) —(0,0) et Ta(0,0) = (0,0).

Cela montre que les points de coordonnées rationnelles (0,1/2) et (1/2,1/2) ne

sont pas périodiques. D’autre part, les valeurs propres 2 ++/2 et 2 —+/2 de A ont
des modules différents de 1.

I.3.

On donne dans cette section plusieurs exemples de systémes dynamiques a
temps continu.

1.3.1.

On considére d’abord des équations différentielles (ordinaires) autonomes,
c’est-a-dire des équations différentielles qui ne dépendent pas explicitement du
temps. On vérifie qu’elles donnent lieu naturellement a la notion de flot.

L14, Soit f: R® — R™ une fonction continue telle que, pour chaque
xo € R", le probléeme de Cauchy

x/ = f(x)7
{x(o) o (1.4)

a une solution unique x(t,xo) définie par t € R. Alors la famille des applications
¢ R® — R™ définies pour chaque t € R par

pr(w0) = (t, o)
est un flot.
Démonstration. Pour chaque s € R, considérons la fonction y: R — R"™ définie par

y(t) = x(t + s,20).
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On a y(0) = z(s,z) et

Y (t) = 2'(t+s,20) = f(x(t + 5,20)) = f(y(t))

pour t € R. Donc, la fonction y est aussi une solution de Iéquation z’ = f(x).
Puisque par hypothése le probléme de Cauchy (I.4) a une solution unique, on
obtient

y(t) = 2(t,y(0)) = x(t, x(s, x0)),

x(t + s,x0) = z(t, (s, x0)) (L.5)

pour tous t,s € R et 2p € R™. Il résulte de (I.5) que @5 = @ © ps. En outre,
wo(zo) = x(0,20) = z0,

c’est-a-dire g = Id. Cela montre que la famille des applications ¢; est un
flot. ]

On considére maintenant deux exemples spécifiques d’équations différentielles
autonomes et on décrit les flots qu’elles déterminent.

Exemple I.15. Considérons 1’équation différentielle

{w’ = —y,
Yy = x.
Si (x,y) = (x(t),y(t)) est une solution, alors
(2% + %) = 222’ + 2yy’ = —2zy + 2yz = 0.
Donc, il existe une constante r > 0 telle que
z(t)? + y(t)* = r’.

Soient
x(t) =rcosf(t) et y(t)=rsind(t),

oul 6 est une fonction différentiable. Il résulte de I'identité 2’ = —y que
—r0'(t)sin(t) = —rsinO(t).
Donc, 0'(t) = 1 et il existe une constante ¢ € R telle que 0(t) = ¢ + ¢. Pour

(z0,10) = (rcose,rsinc) € R?,
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on obtient

x(t)\  (rcos(t+c)

(y<t>> - <rsin<t - c>>
_ [cost-rcosc—sint-rsinc
B (sint-rcosc+cost-rsinc>

_ [cost —sint\ (xo
- \sint cost ) \yg /)’

cost —sint
R(t) = | .
(*) (smt cost >
est une matrice de rotation pour chaque t € R. Puisque R(0) = Id, il résulte de la
proposition 1.14 que la famille des applications ¢;: R? — R? définies par

aon) =20 (0)

est un flot. On note que l'identité ¢, s = @y 0 s est équivalente a l'identité entre
matrices de rotation

On remarque que

R(t + s) = R(t)R(s).

Exemple I.16. On considére maintenant I’équation différentielle

=y,
{y’ = 1.
Si (x,y) = (x(t),y(t)) est une solution, alors
(22 — y?) = 222’ — 2yy’ = 2zy — 2yx = 0.
Donc, il existe une constante r = 0 telle que
z(t)? —yt)> =r* ou z(t)® —y(t)* = —r’ (1.6)
Dans le premier cas, on peut écrire
x(t) =rcoshf(t) et y(t) =rsinhf(t),
ol 6 est une certaine fonction différentiable. Puisque 2’/ = y, on a

r0'(t)sinh §(t) = rsinh 6(t)
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