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Avant-propos

Les travaux théoriques en finance trouvent chaque jour de nouvelles ap-
plications dans la vie des entreprises, des marchés financiers et des institutions
financiéres. Cette pénétration dans le milieu économique suit celles de I'infor-
matique et de I'analyse numérique, qui rendent solubles des équations trop
complexes pour posséder des solutions sous la forme de formules explicites.

L’étudiant et le praticien de la finance seraient donc rapidement frappés
d’obsolescence s'ils n’étaient pas mis au courant des travaux économiques
récents. Au-dela méme de ces travaux se dégagent un certain nombre de
principes dont la connaissance facilitera la compréhension des mécanismes
pratiques. Il n'est pas excessif de dire que la finance est un des domaines
de la gestion ou la pratique a été profondément affectée par les développe-
ments théoriques. Le modéle de décision rationnelle, qui fut enfanté par les
théoriciens dans le but de représenter de maniére fruste les comportements
des décideurs, a joué partiellement un role normatif et a influencé en retour
la facon dont les décisions financiéres sont prises aujourd’hui. La conception
etlaréglementation des marchés financiers actuels ' ont été en grande partie le
produit de réflexions théoriques et empiriques sur I'optimalité et I'efficience
de marchés en équilibre. C'est au point que I'on peut légitimement se deman-
der si les théories modernes peuvent faire 1'objet de vérifications empiriques
sur des données anciennes. Les marchés évoluent au fur et a mesure que les
praticiens adoptent les modes de raisonnement les plus ¢laborés.

Ce cours de théorie financiére est enseigné depuis 1983 a I'Ecole H.E.C.
(Hautes Etudes Commerciales), en deuxiéme année de scolarité. C'est un
¢lectif destiné aux éléves qui ont I'intention de se spécialiser en finance. Le
niveau de mathématiques exigé pour suivre les cours de ce livre est celui du
bac C plus une année de scolarité en enseignement supérieur. Le livre n’est
donc pas destiné a des mathématiciens chevronnés et n’utilise que les notions
usuelles d’analyse et d’algébre. Certains compléments seront apportés ici, sans
que nous puissions faire cela avec beaucoup de rigueur, la présentation restant,
dans la mesure du possible, simple, intuitive et «concréte».

1. Par exemple, I'introduction de contrats de futures sur indice boursier.
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Notre livre couvre trois sujets élémentaires, sans la connaissance desquels il
n’est pas possible de comprendre les autres aspects du domaine de la finance.
Outre leur caractére élémentaire, ces trois sujets ont été sélectionnés égale-
ment comme étant ceux qui ont suscité le plus grand nombre d’applications
pratiques au cours des vingt derniéres années. Chacun d’eux est traité dans
une partie du livre :

Premiére partie : le comportement de l'investisseur vis-a-vis du risque
(chapitre I), les choix de portefeuille (chapitre II) et I'équilibre (partiel) sur
le marché des actions (chapitres Il et IV);

deuxiéme partie : I'évaluation des options (chapitres V, VI et VII);

troisiéme partie : I’évaluation des obligations et I'étude de la gamme des
taux d’intérét (chapitres VIIIL, IX et X).

Le premier sujet a profondément influencé la facon dont sont gérés
les fonds de placement, méme si le modéle d’équilibre auquel il conduit
(le Modéle d’Evaluation des Actifs Financiers, MEDAF) n’est pas toujours
couronné de succeés lors des tentatives de vérification empirique (voir chapitre
IV). Le second et le troisiéme sujet ont servi de fil conducteur au cours
de I'extraordinaire croissance qu’ont connue les marchés d’options et les
marchés destinés a couvrir les risques de taux d’intérét. De plus, la théorie
des options sert de véritable «algébre juridique *» dans la conception des
contrats financiers qui définissent les droits des émetteurs et porteurs de titres
et dans I’évaluation des passifs des sociétés anonymes et de certains de leurs
actifs (chapitre VII). Ce livre se veut donc d'un grand intérét pratique, méme
s'il n’entre pas dans le détail du fonctionnement des marchés et institutions
financiéres, dans la description des contrats et des marchés existants ou dans
I’analyse des pratiques commerciales.

Le présent livre n’est pas une encyclopédie de la finance. Il ne couvre
qu'une faible fraction du domaine. Il ne comporte aucun élément sur I'opti-
misation dynamique et la gestion des portefeuilles sur plusieurs périodes, et
nous n’étudions pas I'équilibre du marché financier sur plusieurs périodes,
méme si nous faisons allusion a cette derniére question ici ou la. Il n’aborde
pasla finance d’entreprise, le microfonctionnement des marchés ou la théorie
économique des institutions financieres, tous développements récents qui re-
posent sur la théorie des jeux et 'asymétrie de 'information des agents. Il ne
traite pas non plus les domaines d’application : gestion de 'entreprise (tréso-
rerie, structure du bilan, fusions et acquisitions, politique de dividendes...),
gestion bancaire, gestion de portefeuille, finance internationale, économie de
I'assurance, etc. Enfin, ce livre fait une part faible aux études empiriques, méme
si le chapitre IV dans sa totalité est consacré aux techniques économétriques
modernes de vérification du MEDAF.

A P'intérieur méme des sujets traités, nous avons laissé de coté certaines
méthodes. S’agissant du marché des actions, seul le MEDAF est traité ici,
I’Arbitrage Pricing Theory (A.P.T.) de Ross étant passé sous silence. S’agissant

2. Ce vocable est dii 4 notre colléegue Romain Laufer, que nous remercions.
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de la théorie des options et de la théorie des obligations, nous faisons
un usage trés restreint d’une approche mathématique moderne, celle des
«martingales», qui n’est abordée qu’indirectement dans les chapitres VI, IX
et X 3. L'évaluation des options et obligations se fait toujours, en définitive,
par solution d'une équation différentielle ou d'une équation aux dérivées
partielles. Il nous a paru plus simple du point de vue pédagogique d’obtenir
directement les dites équations, c’est-d-dire de nous cantonner aux méthodes
usuelles de calcul différentiel et intégral. Développer en paralléle I'approche
«martingale», méme si celle-ci est indéniablement plus élégante, aurait exigé
des suppléments importants en mathématiques et aurait occasionné des allers-
retours et des redites. Il nous a semblé que le développement systématique de
cette méthode constituait un projet pédagogique distinct.

Un mot, pour conclure, sur le style. Bien qu’il s’agisse d'un livre technique,
nous nous sommes efforcés de laisser sa place au verbal et a I'interprétation.
Nous avons tenté de prendre un certain recul par rapport aux travaux académi-
ques publiés et de faire en sorte que ce manuel constitue un tout, qui soit plus
que la simple mise bout 4 bout des contributions des divers auteurs. Trés sou-
vent, nous avons donné libre cours a nos points de vue personnels et nous nous
sommes permis des jugements sur les méthodes. Le lecteur appréciera.

Nos remerciements vont aux Presses Universitaires de France et au direc-
teur de cette collection, le Professeur Bertrand Jacquillat, qui ont fait preuve
d’une trés grande patience a notre égard. Mathieu Lepeltier, Isabelle Salatun,
qui ont enseigné ce cours a H.E.C. Pierre Collin-Dufresne, Jacques Hamon,
Bertrand Jacquillat et Roland Portait nous ont fait part de leurs commentaires
et nous ont encourageés a terminer cet ouvrage. Anne Dumas a fait en sorte que
la langue francaise ne soit pas, dans ce livre, sacrifiée sur I'autel de la finance.
Nous les en remercions ainsi que les nombreux étudiants H.E.C. qui n’ont pas
été avares de remarques au fil des ans.

Référence

Duffie D., Dynamic Asset Pricing Theory, Princeton University Press, 1992.

3. Voir le livre de Duffie (1992).






Introduction, notions de base
et rappels

1. La notion de titre financier

Un titre financier peut étre défini par la suite de flux de trésorerie futurs
que recevra son porteur. Décrire un titre suppose que 'on dispose d’un certain
nombre d’informations : quel est le calendrier des versements, c’est-a-dire a
quelle date interviendra le paiement de chacun des flux? Quel sera le montant
des versements successifs? Que se passera-t-il en cas de non-paiement? etc.

Le cas le plus simple de titre financier est un titre financier sans risque
dont tous les flux de trésorerie futurs sont connus avec certitude a tout instant.
Les obligations d’Etat sont approximativement sans risque puisque 'on est a
peu prés sur que I’Etat sera toujours en mesure de payer ses dettes libellées en
francs ’.

Dans le cas général, les flux futurs qui s’attachent a un titre ne sont pas
connus avec certitude. L'investisseur doit appréhender le titre a partir de
prévisions de flux de trésorerie, donc de données aléatoires. Pour certains titres,
comme les obligations ou les créances commerciales, ces prévisions s’appuient
sur des données contractuelles. Pour d’autres, telles les actions, elles ne sont
que le résultat de l'analyse économique que fait I'investisseur : la société
émettrice n’a fait aucune promessse quant au montant des dividendes futurs
ou au calendrier des versements.

Quelle que soit la base des prévisions de flux aléatoires, elles se traduisent
par une distribution de probabilité pour chaque flux. Mais les variables aléatoires
que sont les flux de trésorerie successifs ne sont en général pas indépendantes
les unes des autres. Dans de nombreux cas, la réalisation du flux a I'instant 1
fournit des informations quant au montant du flux a I'instant 2 : une opération
commerciale qui se solde par un succes au cours des premiéres années continue
trés souvent sur sa lancée; pareillement, une opération qui est rapidement un
échec voit rarement ses résultats ultérieurs s'améliorer. C’est ce qu’on appelle
la dépendance sérielle des flux de trésorerie. Elle est prise en compte par la

1. 1l reste cependant que le pouvoir d'achat réel d’un franc dans dix ans n’est pas
a proprement parler certain. Les flux des obligations d’Etat sont donc sans risque en valeur
nominale seulement. Ils sont probablement risqués en valeur réelle.
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distribution jointe des probabilités de tous les flux afférents au titre financier
considére.

2. Le marché financier

La question de savoir ce que vaut un titre n’a pas de sens en elle-méme. Il
est exclu de poser le probléme de I’évaluation d’un titre financier sans spécifier
le marché sur lequel la valeur doit étre appréciée. La premiére étape consiste
donc a décrire le marché financier considéré. La description la plus détaillée
précise la nature et le nombre des investisseurs présents sur le marché, et
permet d’en déduire leur demande de titres financiers. De cette analyse, puis
de la confrontation entre demande et offre, résulte pour chaque titre un prix.
C’est dire qu'il existe une fonction d ¢valuation qui associe a chaque séquence
de flux de trésorerie sa valeur sur le marché.

Il importe de souligner que cette fonction d’évaluation s’applique uni-
formément a tous les titres. Pour illustrer I'universalité de cette fonction et
en méme temps en donner une description plus concréte, considérons, a titre
d’exemple, le cas le plus simple : celui de {’avenir certain. Soit un titre financier
qui doit apporter trois paiements successifs aux instants 1, 2 et 3, égaux par
exemple a 500 F, puis 500 F, puis 10 500 F (cela correspondrait a une obligation
au nominal de 10 000 F avec un taux de coupon de 5%). Donnons par ailleurs
une description simplifiée du marché financier en précisant qu’'au cours de la
période 0-1, le taux d’intérét qui prévaut est de 6%, qu'’il est de 7% au cours
de la période 1-2, et de 8% au cours de la période 2-3 2.

Il est alors possible de calculer le comportement exact, au cours du temps,
du prix de ce titre sur ce marché. Pour ce faire, on part du principe selon
lequel, a I'instant terminal £ = 3, le titre doit avoir un prix égal a sa valeur de
remboursement, soit 10 500 F. Puis, en remontant le temps jusqu’a l'instant
t = 2 + £, on voit par actualisation que le titre vaut 10 500 F divisé par 1,08.
On passe ensuite de 'instant 2 + € a 'instant 2 — £ en ajoutant 500 F au prix
du titre *.

En continuant a reculer dans le temps, on obtient le cheminement du prix
du titre tel qu'il apparait sur la figure 1 : au cours de la premiére période, le
titre qui ne rapporte que 500 F voit sa valeur passer de 9 484,41 Fa 9 553,48 F.

2. Comme nous I'avons dit, une description compléte du marché consiste a indiquer
exactement quelle est la population des investisseurs. Les taux d’intérét constituent une
description sommaire de cette population : a ces taux, les investisseurs, compte tenu de leurs
préférences et de leur patrimoine, sont préts a échanger des francs futurs contre des francs
présents.

3. Si, au contraire, on se déplace dans le sens du temps chronologique, le prix d’un
titre chute au moment des paiements. Cela est logique, puisque le titre a ces moments-1a «perd
de sa substance ».
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Sa rentabilité au cours de cette période est bien de 6%, si I'on prend en compte
a la fois les paiements et la plus-value :

9553, 48 — 9484, 41 + 500

e = 0,06. (2.1)

Ce qui permet a la plus-value d’étre dégagée c’est le fait que le prix de
départ—qui fut calculé, rappelons-le, a reculons — était «parti» de suffisamment
bas. Si le premier paiement avait été encore plus faible (400 F par exemple),
le prix de départ aurait été inférieur a 9 484,41 F, alors que le prix de fin
de période serait resté celui qui résulte des paiements ultérieurs, a savoir
9 553,48 F. Ainsi, une plus-value plus importante aurait été dégagée.

Par ce mécanisme, tous les titres rapportent 6% sur le marché au cours de
la premiére période, preuve que la fonction d’évaluation utilisée s’applique a
a un taux de coupon de 5%, ce qui est moins que la rentabilité exigée par le
marché au cours des trois périodes successives. Les paiements étant insuffisants,
la rentabilité requise est dégagée par une plus-value qui vient compléter les
paiements (de sorte que tout au long de sa vie ce titre cote au-dessous du
«pair» 10 000 F).

10500

( Milliers de Francs)

Prix du titre au cours du temps

82+

8 t t t t Je— t + t

o+
+
dn

Temps

FIG. 1
Evolution du prix du titre au cours du temps

De fagon générale, tout titre financier doit, en avenir certain, avoir un prix
qui évolue au rythme du taux d’intérét de période du marché; mais, lorsqu’un
paiement intervient, celui-ci provoque une chute immédiate du prix. Nous
énongons donc le principe suivant :
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La valeur des titres se calcule a reculons et est telle en avenir certain que,
sur chaque période, il apparaisse une rentabilité totale (prenant en compte
paiements et plus-value éventuelle) égale au taux d’intérét de la période.

Deux types de données ont été nécessaires au calcul de prix qui précede :

— celles qui caractérisent le titre, a savoir les trois paiements successifs
(correspondant a un taux de coupon de 5%);

— et les données qui tiennent a la description du marché financier, a savoir
les trois taux d’intérét de marché successifs : 6, 7 et 8%.

L’ajustement du prix assure la cohérence entre ces deux types de données :
rien n’empéche qu’un titre ne rapportant qu'un coupon de 5% existe sur un
marché ou les rentabilités sont plus élevées : il suffit pour cela qu’il cote en
dessous du pair, de facon qu’une plusvalue puisse apparaitre ultérieurement.

3. Les choix effectués par les investisseurs

L'information fournie dans I’exemple précédent, selon laquelle les taux
d’intérét des trois périodes étaient de 6, 7, puis 8%, n’est pas, en fait,
une donnée de base. Elle résulte du comportement de consommation des
personnes, en particulier de la facon dont elles répartissent leur consommation entre
les différentes périodes. Lorsqu’elles souhaitent consommer beaucoup au regard
des ressources immeédiatement disponibles, les taux d’intérét sont élevés;
lorsqu’elles souhaitent consommer peu, les taux d’'intérét sont faibles. Les
individus effectuent donc des choix intertemporels qui engendrent les taux
d’intérét.

On rappellera a cet égard qu’en théorie économique les objets de choix
se répartissent en deux catégories. La premiére est constituée par les flux que
I'on se procure a des fins de consommation. Le flux demandé de biens et de
services consommables est une fonction de leur prix d’achat. La deuxiéme
catégorie d’objets de choix est constituée par des stocks. Un stock est un objet
que I'on peut accumuler pour le revendre ou le consommer ultérieurement;
le déterminant économique qui influence la quantité demandée est alors, non
pas le prix au moment de 1'achat, mais le prix d’achat comparé au prix de
revente €éventuel ou au prix d’'un achat effectué a une date ultérieure. C’est
le déterminant économique de la demande de stocks. Il est clair que les titres
financiers appartiennent a la catégorie des stocks.

Les choix intertemporels que nous venons d’évoquer sont le plus souvent
modélisés a 'aide d'une fonction d'utilité de la consommation propre a chaque
individu. L'utilité est fonction de la consommation présente et de la consom-
mation future. Les individus répartissent leurs ressources entre consommation
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présente et consommation future de telle facon que leur fonction d’utilité at-
teigne le niveau le plus élevé possible. Le taux marginal de substitution entre
ces deux consommations est un déterminant trés important du taux d’intérét *.

Mais la fonction d’utilité n’est pas seulement destinée a représenter les
choix de consommation effectués a deux instants différents. Elle représente
également le choix entre une consommation quasi certaine (celle d’aujour-
d’hui) et une consommation au contraire trés aléatoire (celle de demain). Le
comportement des individus vis-a-vis du risque, qui sera représenté par leur fonc-
tion d’utilité, est au coeur méme de cette étude : nous verrons qu’il engendre
une attitude particuliére vis-a-vis de la composition des portefeuilles de titres.
Au chapitre II, par exemple, nous ferons I’hypothése que les investisseurs se
préocuppent de 'espérance de la rentabilité et de la variance de la rentabilité
de leur portefeuille, et nous montrerons l'intérét que représente la diversifi-
cation. Une personne ayant une aversion au risque extrémement forte et se
préoccupant uniquement du risque global de son portefeuille s’appliquera a
choisir des titres dont les risques se compensent les uns les autres : si I'un des
titres inclus dans son portefeuille rapporte plus que prévu dans les circons-
tances ou d'autres rapportent moins que prévu (et vice-versa), le risque global
qu’elle assume est réduit. La diversification entre titres est un comportement
tout a fait caractéristique de I'aversion au risque °.

Résumons-nous : répartition de la consommation entre les périodes et
diversification entre les titres ® sont les motivations essentielles qui orientent
les choix des investisseurs.

4. Léquilibre

L’état du marché résulte de la confrontation des choix effectués par
I’ensemble des personnes qui y interviennent. L'équilibre est atteint lorsque
'offre de chaque titre est égale a la demande de chaque titre. C’est ainsi que

4. Voir un manuel standard de microéconomie (par exemple, Varian (1978) ou
Zisswiller (1975)).

5. Notons aussi que la dimension intertemporelle des choix et I'attitude vis-a-vis du ris-
que agissent conjointement pour induire un comportement de diversification « intertemporelle ».
Les périodes d'investissement et de réinvestissement se succédant, I'investisseur doit se préoc-
cuper de la facon dont la rentabilité d'un titre au cours d’'une période peut étre liée a celles
des occasions de réinvestissement qui se présenteront lors des périodes suivantes. Dans le cas
ot une telle liaison probabiliste existe, I'investisseur peut étre amené a choisir son portefeuille
de facon qu'une rentabilité anormalement faible au cours de la premiére période soit suivie
d’occasions de réinvestissement exceptionnellement favorables, cependant qu’une rentabilité
anormalement élevée au cours de la premiére période serait suivie d’occasions de réinvestis-
sement exceptionnellement faibles. Il apparait ainsi un mécanisme de compensation des risques
au fil des périodes. C’est ce que nous avons appelé la diversification intertemporelle.

6. Et diversification intertemporelle.
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sera déterminée la fonction d’évaluation, applicable, rappelons-le, a tous les
titres simultanément sur un marché donné ’.

Bien que I'équilibre ne puisse étre calculé en détail qu’en respectant la
condition d’égalité de I'offre et la demande pour chaque titre, il est possible
d’énoncer une condition minimale (condition nécessaire mais non suffisante)
qui doit prévaloir a I'équilibre et qui peut, dans certains cas, a elle seule &,
fournir des résultats d’évaluation. Cette condition est l'absence d’occasions
d’arbitrage.

Un arbitrage est défini comme une opération qui génére un profit positif sans
mise de fonds et sans prise de risque. Par exemple, s'il existait sur un méme marché
deux titres identiques a des prix différents, il est évident que chaque investisseur
choisirait d'acheter le titre le moins cher et de vendre celui dont le prix est le
plus élevé. La différence constituerait un profit immédiat sans risque et sans
mise de fonds, puisque la vente de I'un aurait permis I’achat de I'autre ?.

§'il existait des occasions d’arbitrage, le marché ne pourrait pas étre
en équilibre, car tout agent effectuerait 'opération d’arbitrage, demandant
certains titres en quantité infinie et en vendant d’autres en quantité é¢galement
infinie. Dans de telle conditions, la demande de chaque titre ne pourrait pas
étre égale a son offre '°.

L’idée de base selon laquelle un marché en équilibre ne peut offrir d’occa-
sions d’arbitrage a pour conséquence un principe important qui caractérise la
fonction d’évaluation de tout marché. Il s’agit du principe d ‘additivité des valeurs.

Si, sur un méme marché, il existe un titre A défini par sa séquence de flux
de trésorerie futurs, un titre B également défini par sa séquence de flux de
trésorerie futurs, et un titre A + B dont les flux de trésorerie sont, a chaque
instant, égaux a la somme des flux des deux titres précédents, alors :

V(A+B)= V(A) + V(B).

La fonction d’évaluation est une application linéaire.
La valeur du troisiéme titre doit étre égale a la somme des valeurs des
deux premiers. Si ce n’était pas le cas, il existerait des occasions d’arbitrage.

7. Voir chapitre III.
8. Voir, par exemple, les chapitres V et VI.

9. Nous savons que, grace aux divers mécanismes de vente a découvert, il est possible
de vendre un titre quand bien méme on ne le posséde pas. Le marché a réglement mensuel de
la Bourse de Paris, par exemple, autorise le vendeur de ne livrer qu’en fin de mois un titre qu'il
avendu en cours de mois. I lui est ainsi parfaitement loisible de vendre un titre qu'il ne détient
pas. Aux Etats-Unis, oil il n’existe qu’un marché au comptant des titres, des intermédiaires
sont disposés a préter des titres aux intervenants qui peuvent ainsi les vendre sans les posséder.
Pour permettre I'arbitrage dont nous parlons, on peut également imaginer un mécanisme
d’enchéres walrasiennes dans lequel aucune transaction n’est définitive tant qu’elles ne le
sont pas toutes. Ainsi, notre intervenant pourrait liquider simultanément son achat et sa
vente, s’évitant d’avoir a livrer le titre vendu. Quels que soient les détails institutionnels, I'idée
générale estlaméme : des différences injustifiables de prix ne peuvent subsister bien longtemps
dans un marché correctement organisé.

10. L'offre est le nombre de titre mis en circulation par les firmes, une quantité finie.
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Imaginons, par exemple, que la valeur de A+ B soit supérieure a la valeur de A
plus lavaleur de B. Une personne pourrait alors acheter A et B séparément et
vendre A+ B, au besoin a découvert. Cela ne provoquerait aucun risque pour la
personne, car tous les flux futurs s’annuleraient exactement : elle recevrait les
flux de A etles flux de B, ce qui lui permettrait d’acquitter exactement les flux
du titre A+ B qu’elle aurait vendu a découvert. Une inégalité entre les valeurs
de marché entrainerait un profit immédiat, alors méme qu’aucun risque ne
serait assumé. L'inégalité dans ce sens est donc impossible; on montrerait
également qu’elle estimpossible dans'autre sens (V(A+B) < V(A)+V(B)),
de sorte que seules I'égalité, et donc I'additivité des valeurs, sont possibles.

Remarquons que la régle d’additivité suppose 'existence simultanée des
trois titres A, B et A + B. La régle ne dit pas que, dans un marché ou il
n’existerait que le titre A et le titre B, on pourrait éliminer ces titres et les
remplacer par le titre A + B dont la valeur serait la somme des valeurs des
deux titres précédents. Ce peut ne pas étre vrai, car la suppression de certains
titres et la création d’autres peuvent modifier fondamentalement I’équilibre
du marché. Mais, lorsque les trois titres existent simultanément sur un méme
marché, le principe est d’application générale.

Signalons qu’en théorie financiéere de I'entreprise, le principe d’additivité
sous-tend le théoréme de Modigliani et Miller selon lequel :

En I'absence d’impéts, la valeur totale d'une entreprise est indépendante
de la composition de son passif.

Que la société soit financée par des capitaux propres ou par de la dette,
la valeur totale de ces deux catégories de titres n’est pas modifiée lorsqu’on
change leur valeur relative ''. Ce résultat est le produit direct du principe
d’additivité des valeurs : la valeur des actions plus la valeur de la dette est égale
a la valeur du flux total dégagé par les opérations de la société — son flux
économique - et cette valeur sur un marché donné est une quantité objective,
indépendante du mode de financement.

5. Rappels sommaires de probabilités et de statistiques

Aprés ce bref rappel de principes de base a caractére financier, nous
abordons dans les deux prochaines sections quelques notions techniques qui
relévent de la théorie des probabilités et des statistiques et de la théorie
de I'optimisation. Ces notions nous seront utiles dans les développements
ultérieurs. En effet la notion de variable aléatoire, qui fait I'objet de la théorie
des probabilités, est la représentation la plus fréquente du risque financier et

11. Par émission de capitaux propres servant a rembouser une dette, par exemple.
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I'optimisation est la base de la théorie économique des choix effectués par les
agents économiques.

Une variable aléatoire X est le plus souvent spécifiée a I'aide de sa fonction
de répartition ou fonction de distribution, définie par :

F(z)="Broba (X)) (5.1)

Cette fonction fait correspondre au nombre réel z la probabilité que la
variable aléatoire X lui soit inférieure ou égale.

On peut également spécifier la variable aléatoire X par sa densité de
probabilité f(x) qui est telle que :

F(z) = /_x £(u) du. (5.2)

Par définition, la probabilité que X < x est égale a I'aire comprise sous la
courbe f(z), a gauche de la valeur z.

Trés souvent, on se contente d'une description plus sommaire de la variable
aléatoire X : une telle description ne permet pas de connaitre la totalité de
la distribution de probabilités, mais seulement certains paramétres descriptifs.
Au premier rang de ces parametres figure lespérance mathématique, qui est une
mesure de la valeur centrale de la distribution de probabilités. L'espérance
mathématique de la variable aléatoire X est un nombre réel; elle est définie
par:

+oo
B()= f gfi(a) da. (5.3)

— 00

C’est la moyenne des valeurs possibles de la variable aléatoire, pondérées
par les probabilités respectives. En effet, la quantité f(z)dz n’est autre que
la probabilité que la variable X prenne une valeur comprise entre T et
T+ dz. L'espérance mathématique s’appelle aussi le «premier moment» de la
distribution de probabilité.

La distribution de probabilités étant en pratique rarement connue dans
sa totalité, on est amené a estimer I'espérance mathématique d’une variable
aléatoire a 'aide d'un échantillon fini d’observations. Il faut prendre soin de
distinguer deux notions :

—I’espérance mathématique elle-méme, qui est un nombre réel fixe, et qui
serait calculable a partir de la distribution de probabilités compléte;

— une estimation, ou un estimateur, de cette espérance mathématique qui
serait calculable, non pas a partir de I'’ensemble de la distribution, mais a partir
d’un échantillon de cette distribution, tiré au hasard.
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L'estimateur le plus communément utilis¢ de I'espérance mathématique
est la moyenne des valeurs de I'échantillon :

ou les différents z; sont les observations appartenant a I'échantillon.

Il est crucial de bien comprendre qu’un échantillon ayant été tiré au hasard,
un autre échantillon aurait pu étre tiré. Les valeurs numeériques qui constituent
un échantillon, et par suite leur moyenne, sont des variables aléatoires. On peut
donc en définir 'espérance mathématique : on montrerait que I'espérance
mathématique de la moyenne T est égale a I'espérance mathématique de X.
On dit que T en tant qu’estimateur de E(X) est sans biais; cela signifie que les
erreurs que comporte I'estimateur sont d’espérance mathématique nulle.

Un deuxiéme paramétre fréquemment utilisé pour décrire le comporte-
ment des variables est destiné a mesurer, non pas la valeur centrale, mais la
dispersion de la distribution de probabilité associée, ou la taille moyenne des
fluctuations de la variable. Il s’agit de la variance de la variable aléatoire X :

+00
var(X) =/ [z — E(X))2f(z)dz. (5.5)

—0o0

La variance est I'espérance des carrés des écarts par rapport a I'espérance
mathématique. La variance présente I'inconvénient purement formel d’étre
mesurée dans une unité qui est le carré de I'unité de mesure de la variable
aléatoire elle-méme, ce qui géne quelquefois I'interprétation. C’est pourquoi
on a défini une autre mesure de dispersion, [écart-type, auquel on attribue le
symbole o, et qui est la racine carrée de la variance : o(X) = ,/ var(X).
L'écart-type a I'avantage d’étre mesuré dans les mémes unités que la variable,
mais ce n'est qu'un avantage de présentation : les deux concepts sont en
fait équivalents. La variance s’appelle aussi le «deuxiéme moment» de la
distribution. Il nous serait loisible de définir de facon semblable le ni¢™e
moment.

L’estimateur de la variance le plus communément utilisé lorsqu’on dispose

d'un échantillon d’observation z;,i = ...n est défini par la formule :
n
2 zi—2)"
est. var(X)=2L (5.6)

n—1
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Le calcul se fait en obtenant les écarts de chacune des observations par
rapport a la moyenne, avant d’en prendre le carré et de calculer la moyenne
de ces carrés ',

Il nous arrivera d’utiliser non pas une variable aléatoire, mais plusieurs.
Leur comportement devra alors étre décrit par une fonction de répartition

jointe, définie par :

F(z,y)=Proba(X <z et ¥ <y, (5.7)

lorsqu’il s’agit de deux variables aléatoires X et Y. De méme que pour une
seule variable, on peut définir une densité de probabilité jointe de ces deux
variables, notée f(z,y).

Lorsque I'on a affaire a plusieurs variables aléatoires, la question se pose de
savoir quelle est la distribution de leur somme, et plus particulierement quelle
est la valeur de la variance de leur somme. La variance de la somme de deux
variables aléatoires X et Y est calculée de la facon suivante :

var(X 4+ Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X, Y). (5.8)

Elle n’est pas égale a la somme des variances de X et de Y, sauf dans le
cas particulier d’indépendance linéaire entre les deux variables. Dans le cas
général, il s’ajoute aux deux variances un terme égal a deux fois la covariance
entre X et Y; ce terme refléte les compensations d’aléas qui sont possibles
entre X et Y. La covariance entre X et Y est définie par :

+00 p+00
cov (X, ¥) = [_ f_ [z - EX)|ly - E@))f (@ y)dzdy, (5.9)

c’est-a-dire 'espérance du produit des écarts de X et de Y par rapport a leurs
espérances mathématiques respectives.

La corrélation est une autre mesure de I'interdépendance entre deux
variables qui fait abstraction de la taille de leurs fluctuations respectives. Elle
est définie par :

cov(X,Y)

COLL(R, Y ) = W.

(5.10)

Cette quantité est nécessairement comprise entre —1 et 1 : lorsqu’elle est
égale a 0, les deux variables sont linéairement indépendantes; lorsqu’elle est

12. Comme l'indique laformule, il est préférable de calculer cette derniére moyenne en
divisant par le nombre n — 1 plutét que par le nombre n. Cette manipulation vise a obtenir un
estimateur sans biais de la variance; une division par le nombre n d’observations produirait

une variance estimée dont l'espérance mathématique serait différente de la vraie variance
de X.
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égale a 1 ou —1, les deux variables sont parfaitement liées par une relation
linéaire; lorsque la corrélation est positive, les deux variables ont tendance a
fluctuer aI'unisson; lorsqu’elle est négative, elles fluctuent en opposition I'une
de I'autre. La corrélation a donc une signification intuitive plus claire que la
covariance, au point que I’'on comprendra peut-étre mieux la signification de la
covariance en lisant a I'envers la définition de la corrélation : la covariance est
le produit de la corrélation et des écarts-type des deux variables. La covariance
est donc une mesure conjointe du degré d’interdépendance et de la taille des
aléas qui affectent les deux variables. On comprend qu’elle intervienne dans
le calcul de la variance d'une somme : pour que les aléas de deux variables
puissent se compenser, il faut non seulement qu'ils varient en sens inverse,
mais encore qu'’ils soient de tailles appropriées.

Comme dans le cas de I'espérance mathématique ou de la variance, on
peut obtenir des estimateurs de la covariance; mais il faut alors disposer
d'un échantillon de paires d'observations de X et Y. Soit I'échantillon z;,

yi,© = 1...n; on peut calculer un estimateur de la covariance grace a la
formule :
n
> (@i —7)(wi—7)
t. cov(X,Y) = E1 . 5.1
est. cov(X,Y) . (511)

c’est-a-dire en prenant la moyenne des produits des écarts des observations de
X etde Y par rapportaleurs moyennes respectives. Il est nécessaire d’avoir des
observations simultanées de X et de Y pour pouvoir calculer leur covariance.

Lorsque l'on considere deux variables aléatoires X et Y qui ne sont
pas indépendantes, il est souvent utile de déterminer dans quelle mesure la
connaissance d'une réalisation  de X fournit des informations quant a la
distribution de probabilité de Y. Cette relation entre une valeur z de X etla
distribution de probabilité de Y est exprimée par la fonction de distribution
ou de répartition conditionnelle définie par ' :

_ ProbalY <y et X =1]

Proba[X = z] i)

F(Y|z)

en application du théoréme dit de Bayes.
Le concept de distribution conditionnelle est trés important en finance a
cause du role joué par le traitement de l'information sur les marchés finan-

13. La définition que nous donnons ici n’a de sens que si X est une variable aléatoire
«discréte», c'est-a-dire, par exemple, une variable qui ne peut prendre que des valeurs entiéres.
En effet, si X était une variable non discréte (prenant par exemple ses valeurs sur I'ensemble
desréels),'événement X = x auraitune probabilité nulle. Il est cependant possible d’étendre
cette définition aux variables non discrétes. Voir Métivier (1979), p. 130.
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ciers ", Soit Y la rentabilité future d’un titre, que I’on cherche a prévoir,
cependant que X est une information pertinente, susceptible d’aider a la
prévision. Quand I'information X est connue et que 'on sait qu’elle prend
la valeur z, la prévision de Y s’en trouve en général «améliorée». La distri-
bution de probabilité conditionnelle est «plus précise» que la distribution de
probabilité a prior '°.

On associe a la distribution de probabilité conditionnelle, par la méme
méthode que précédemment, la notion d’espérance mathématique condition-
nelle, notée E(Y |x), ainsi que celle de lavariance conditionnelle notée var(Y |z)
et méme que celle générale de moment conditionnel. I.’espérance mathéma-
tique conditionnelle de Y, étant donné la valeur x, est une fonction de x. Ce
n’est plus, comme dans le cas de I'espérance mathématique normale, un sim-
ple nombre : elle donne la valeur centrale prévue de Y étant donné la valeur
réalisée .

Les espérances conditionnelles sont liées aux espérances inconditionnelles
par la loi :

E[E(Y|z)] = E(Y). (5.13)

Cette loi dit que I'espérance inconditionnelle de Y s'obtient a partir de
I'espérance conditionnée par T en intégrant sur toutes les valeurs possibles
des z pondérées par leurs probabilités. En fait, les mathématiciens utilisent la
loi plus générale :

Elg(X) - E(Y|z)] = E[g(X)-Y], pour toute fonction g, (5.14)

comme définition de I'espérance conditionnelle '°.

Il est quelquefois possible d’affirmer que E(Y |z) est une fonction linéaire
de z, ce qui revient a dire que Y est égale a une fonction linéaire de X plus
un aléa d’espérance mathématique nulle étant donné z :

Y=a+p4X +¢ Ee|X) = 0. (5.15)

Cette relation s’appelle une «régression de Y sur z» etle coefficient 3 s’appelle
le «coefficient de régression». On peut vérifier que *71% :

cov(X,Y) 3 516
e i &) g
14. Voir chapitre III.

15. Cf. Blackwell (1951).
16. Voir Méuavier (1979).

17. E(e|z) = 0 pour tout = implique en vertu de (5.14) que cov (g, X), qui est égal a
E(=X), est nul.

18. Ne pas confondre coefficient de régression et coefficient de corrélation.
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Il est souvent légitime d’estimer le coefficient béta par la méthode dite
«des moindres carrés» qui produit un estimateur de 3 égal au rapport des
estimateurs de cov(X,Y) et var(X) déja donnés.

6. Rappel d'optimisation

Nous supposerons toujours dans les développements a venir que les agents
économiques prennent des décisions qui sont les meilleures possibles, au
regard d’un critére bien défini qu’ils se fixent. L'optimisation de ce critére
- encore appelé «fonction-objectif» — par un choix approprié de la valeur
de la décision permet de représenter le comportement de I'agent '?. Le cas
d’optimisation le plus simple est ['optimisation sans contrainte.

Soit un agent souhaitant prendre une décision r qui soit la meilleure
possible au regard d’un critére, ou d’'une fonction-objectif, f(z), a maximiser.
Le calcul de la décision optimale se fait trés simplement en remarquant que
le sommet de la courbe représentant la fonction f(z) est atteint en un point
ot la pente de la courbe est réduite a zéro. On le sait, la pente d'une fonction
s’obtient en calculant la dérivée premiére; la valeur optimale z* de z est donc
telle que :

g—(m*) = 0. (6.1)
dx
Cette équation — dite condition du premier ordre®” — n’est qu'une condition
nécessaire d’optimalité; il resterait a vérifier que le point obtenu est un
maximum, et non pas un minimum ou un méplat. D’autre part, ce mode
de calcul de la décision optimale suppose que le critére f soit différentiable
par rapport a la décision z.

Dans le cas plus général ot, non pas unedécision, mais plusieurs doivent étre
prises simultanément — pour maximiser un critére qui dépend d’elles toutes
— la valeur optimale de chacune des décisions peut étre obtenue en égalant
a zéro chacune des dérivées partielles de la fonction-objectif f*'. On a ainsi
un systéme comportant autant d'équations qu’il y a de décisions a prendre, et
qu’il suffit de résoudre.

19. Le chapitre Il sera un exemple d’application de ce principe. Voir aussi un cours de
microéconomie, par exemple : Varian (1978).

20. Car elle fait intervenir les dérivées premiéres de la fonction f.

21. Soit une fonction de deux variables f(xz,y). La dérivée partielle de f par rapport

a z s'obtient par un calcul de dérivée dans lequel I'autre variable, y, est traitée comme une
constante.
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En économie, cependant, il est rare que l'on puisse optimiser sans
contrainte. Des ressources limitées, I'équilibrage nécessaire des recettes et des
dépenses, etc., figurent parmi les contraintes que les agents économiques sont
obligés de prendre en compte.

Imaginons que deux décisions = et y doivent étre prises de facon a maxi-
miser un critére f(z,%), tout en respectant une contrainte g(z,y) = 0 :

Max f(.’L‘, y) (62)
contrainte g(z,y) = 0.
Lasolution de ce probléme peut étre obtenue de deux maniéres différentes.
La premiére est plus naturelle, mais moins souvent viable, que la seconde, dite
«méthode de Lagrange», qui est beaucoup plus aisée a mettre en pratique.
La premiére méthode consiste a substituer la contrainte dans la fonction-
objectif. On sait que les deux décisions a prendre T et y sontliées par la relation
g(x,y) = 0 qui doit étre obligatoirement vérifiée. Supposons que I'on puisse
exprimer cette méme contrainte sous la forme :

y = P(z). (6.3)

Pour la prendre en compte dans un probléeme d'optimisation, il suffit de
substituer y = ®(x) dans la fonction-objectif pour obtenir un nouveau critére
a maximiser :

M;Lx flz,®(z)). (6.4)

On a alors un probléme d’optimisation sans contrainte avec une seule
décision r. Cependant, la méthode est en général de peu d'utilité car il est
difficile de calculer la valeur de y satisfaisant g(z,y) = 0 pour chacune des
valeurs de z, ¢’est-a-dire d’obtenir y = ®(z).

La méthode de Lagrange, en revanche, méne facilement a un systéme
de conditions d’optimalité. Elle consiste 2 modifier le critere f(z,y), eny
introduisant une «pénalité» qui prend effet en cas de violation de la contrainte,
puis a ajuster le taux de cette pénalité de telle facon que les décisions satisfassent
exactement la contrainte. En d’autres termes, on construit ce que I'on appelle
un lagrangien :

L(z,y,A) = f(z,y) — A - g(z,y). (6.5)

La «pénalité» est égale a la déviation par rapport a la contrainte, g(z, y), multi-
pliée par le «multiplicateur de Lagrange». Une fois le lagrangien construit, on
a affaire a un probléme d’optimisation qui est formellement sans contrainte
et qui consiste a maximiser L par un choix approprié de trois variables de
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décisions z,y et A. Les conditions d’optimalité du premier ordre sont alors
obtenues par dérivation partielle par rapport a ces trois variables :

a B

af 9 . (6.6
By ¥~ A5, 1) =0, )
g(z,y) =0.

Le systéme ainsi obtenu est un systéme de trois équations a trois inconnues qui
permet de déterminer simultanément z, y et A.

Sa solution peut étre appréhendée par tous les moyens usuels, mais la
signification économique du calcul est particulierement claire lorsque 1'on
procéde de la facon suivante : on résout d’abord les deux premiéres équations,
d’ou I'on obtient z et y en fonction de A, c’est-a-dire les décisions en fonction
de la pénalité. Puis on substitue les fonctions z(A) et y(A) ainsi obtenues dans
la troisiéme équation, ce qui donne :

9(z(A),y(A)) = 0. (6.7)

La solution de cette équation fournit la valeur A telle que la contrainte soit
exactement satisfaite (c’est a ce stade que I'on ajuste la pénalité). Il ne reste
plus alors qu’a substituer, quand on le peut, la valeur de A ainsi obtenue dans
les fonctions z(.) et y(.) pour obtenir les décisions optimales.

La valeur du multiplicateur de Lagrange A a une interprétation écono-
mique tout a fait intéressante : elle est égale a 'accroissement du critére f,
par unité d’accroissement ou de déplacement de la contrainte *. Lorsque la
contrainte est assouplie, il est en général possible d’atteindre une valeur plus
élevée du critére f; le multiplicateur A indique a quel rythme se fait cette aug-
mentation. Le multiplicateur fournit donc une indication sur le caractére plus
ou moins «contraignant» de g.

Si, par exemple, la contrainte g refléte une limitation de ressource, le
multiplicateur est une mesure du caractére plus ou moins précieux de ces
ressources au regard du probléme d’optimisation a résoudre. Si I'on envisage
de faire I'acquisition d'une quantité accrue de ressources, on pourra prendre
cette décision en comparant la valeur du multiplicateur au cotit d’acquisition
d'une unité. Le multiplicateur de Lagrange est un indice de rareté des
ressources, assimilable a bien des égards a un prix.

22, g(x,y) =€ (e > 0) plutét que g(z,y) = 0.
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Conclusion

Tout bon exposé de la théorie financiére suppose connus les principes de
base de la microéconomie, ceux de 'optimisation et ceux de la théorie des
probabilités. Nous avons tout au plus fait la liste des outils dont nous ferons
usage dans la suite de ce livre. §'il souhaite acquérir une certaine maitrise
de ces concepts, le lecteur est invité a se reporter aux trois manuels qui sont
indiqués en bibliographie.

Il nous appartient maintenant de développer la théorie de I'équilibre
(partiel) sur le marché financier. Pour ce faire, nous devons tout d’abord doter
I'investisseur financier d'une fonction-objectif susceptible de rendre compte
des choix qu'’il fait entre les titres plus ou moins aléatoires (chapitre I). Il
nous appartiendra ensuite de calculer effectivement ces choix, c’est-a-dire
de déterminer les portefeuilles optimaux des individus (chapitre II), puis
d’en déduire les prix d’équilibre sur un marché financier ou intervient une
collection donnée de tels individus (chapitre III).
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CHAPITRE PREMIER

L’ attitude d’un individu rationnel
vis-a-vis du risque

La valeur des titres financiers en bourse résulte de la confrontation de
'offre etde la demande. La plupart des titres rapportant des revenus aléatoires,
on congoit que la demande ne puisse étre expliquée sans un modeéle du
comportement des investisseurs face au risque. C’est en effet ce comportement qui
détermine la préférence de 'investisseur pour des titres plus ou moins risqués
et pour les rentabilités plus ou moins élevées qu'il en attend.

Les jeux de hasard fournissent une base expérimentale commode permet-
tant d’apprécier I'attitude des individus en situation de risque '. Ils ont trés
tot retenu l'attention des philosophes, tels Blaise Pascal et Pierre de Fermat.
L'idée était communément admise par eux que l'attrait d’'une loterie X ou-
vrant la perspective de gains (z1,...,Ty) avec les probabilités (p1,...,pn)

était intégralement mesuré par I'espérance mathématique E(X) = Z Tl
i

Le paradoxe de Saint-Pétersbourg? posé par le mathématicien suisse
Nicholas Bernoulli en 1728 devait entrainer la remise en cause de cette concep-
tion. Gabriel Cramer et Daniel Bernoulli (1738) suggérérent de généraliser
I’hypothése de Pascal et Fermat : il n'y a aucune raison de penser qu'un gain
de 200 francs ait aux yeux d’un joueur nécessairement deux fois la valeur d’un
gain de 100 francs (I'un ou l'autre résultant de la méme loterie). Ils émirent

1. Néanmoins I'analogie entre jeux de hasard et investissement en bourse ne va pas
de soi et peut méme fausser le raisonnement. En principe, les investisseurs en bourse ont
pour seul but de gagner de I'argent, alors que les joueurs qui peuplent les casinos recherchent
également, et peut-étre surtout, le plaisir du jeu. Pour que I'analogie soit viable, il faut supposer
que le plaisir du jeu s’identifie a la satisfaction de gagner.

2. Il s’agissait d’un jeu qui se jouait avec une piéce de monnaie. Le joueur ayant
choisi «face» recevait 2™ francs si face sortait pour la premiére fois au n'*™ lancé. Cet

événement ayant une probabilité 1/2™ de se produire, I'espérance mathématique de ce jeu
oo

estinfinie E 2"1/2™ = oo |.Pourtant il est évident qu'aucun étre humain normalement
n=1
constitué ne préférerait ce pari a une somme certaine importante. Il s’avérait donc nécessaire

de généraliser la thése de Pascal et de Fermat pour rendre compte du comportement réel des
individus.
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I'idée qu’une fonction (croissante) concave * devait étre appliquée aux gains
avant d’en prendre |'espérance mathématique. L'intérét d’une telle transfor-
mation était de réduire 'attrait pour le joueur des valeurs trés élevées du gain,
telles que celles qui pouvaient résulter du jeu de Saint-Pétersbourg. On admit
donc que les individus possedent ce que I'on appelle aujourd’hui une fonc-
tion d'utilité, et qu'ils évaluent les loteries, non pas sur la base de I'espérance

mathématique du gain E(X) = inpi, mais sur celle de leur espérance
i

dutilité B(u(X)) =Y ulz;)p; *.

Cette idée est l'orig;ine historique de la théorie de Uespérance de l'utilité, qui ne
devait trouver sa justification axiomatique qu’avec le théoréme de von Neumann
et Morgenstern (1947).

Ce théoréme fait I'objet de la premiére section de ce chapitre. Puis, dans
la section 2, nous introduisons la théorie de 'aversion au risque de Arrow (1965)
et Pratt (1964). Nous montrons que 'attitude d’un investisseur vis-a-vis du
risque résulte de la concavité de sa fonction d’utilité. Enfin, en section 3,
nous présentons une panoplie des fonctions d’utilité les plus communément
utilisées en économie financiére.

1. La théorie de von Neumann, Morgenstern et Savage °

Toute théorie économique repose sur des hypothéses de comportement.
Elles constituent la base axiomatique de la théorie. Toute hypothese est
critiquable : en la formulant, on risque d’exclure du champ de la théorie des
modes de comportement insoupconnés mais susceptibles d’expliquer certains
phénoménes réels. Malgré tout, on ne peut admettre que les investisseurs
se comportent de maniere quelconque, car la théorie serait alors dénuée
de conséquences et incapable de produire des énoncés. Elle serait donc
inutilisable.

John von Neumann et Oskar Morgenstern cherchérent a formuler des hy-
pothéses sur les investisseurs en bourse qui menent a une théorie économique

3. Une fonction y = f(z) est dite concave si sa courbure est tournée vers le bas. Si f
est croissante et concave, y croit a un rythme décroissant au fur et a mesure qu’on considére
des valeurs de plus en plus élevées de .

4. Grice a cette transformation, le gain certain qui apporterait au parieur la méme
utilité que le jeu de Saint-Pétershourg est de I'ordre de 9 francssila fonction U est, par exemple,
une fonction logarithme (voir section 3), alors méme que I'espérance mathématique du gain
est, nous’avonsvu, infinie (voir le détail de ce calcul en note 31). Ce chiffre semble raisonnable
et conforme a ce que nous savons intuitivement du comportement humain.

5. L’exposé ci-dessous s’inspire largement de Savage (1954), chap. 2-5, Arrow (1970)
et Dréze (1974).
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aisément manipulable, donc féconde °. Ces hypothéses assemblées constituent
une définition possible de «I’homme rationnel». On entend par 1a un homme
qui poursuit de facon systématique un objectif simple. Dans le cas présent,
I'objectif simple est I'espérance mathématique de 'atilité.

Les concepts de base de la théorie de von Neumann et Morgenstern sont
au nombre de trois :

o l'ensemble S des possibles ou des divers états de la nature (indicés s) : ils
offrent une description du monde d'une précision telle que I'information
selon laquelle tel ou tel état du monde doit prévaloir ne laisse subsister aucune
incertitude aux yeux du décideur. Inversement, cette description du monde
permet d’identifier objectivement 1'état de nature qui survient ’. Les états de
la nature sont exclusifs les uns des autres : seul I'un d’eux survient, et jamais
deux d’entre eux simultanément. Le tirage des ¢tats de la nature est supposé
échapper entiérement au controle du décideur ®. On peut par ailleurs définir
un événement ou une circonstance comme €tant un sous-ensemble de S';

o l'ensemble C des conséquences (indicées ¢) : une conséquence est toute
espéce de phénomene qui motive directement le décideur. Il s’agira toujours
ici de gains pécuniaires;

o 'ensemble A des actions (indicées a) : une action a est toute application
c(a, s) de I'ensemble des états de la nature sur celui des conséquences.

Lathéorie de I'espérance de I'utilité résume les choix de 'homme rationnel
au moyen de deux indices seulement :

— un indice qui s’applique aux conséquences que ses actions auront dans
les différentes circonstances du futur; nous l'appelons «[ufilité» de ces
conséquences;

— un indice qui s’applique aux différentes circonstances du futur et que
nous appelons par commodité «la probabilité (subjective) » de ces circonstances,
telle qu’elle est percue par I'investisseur °.

6. Le cheminement de von Neumann et Morgenstern est l'inverse de celui de
Gabriel Cramer et de Daniel Bernoulli. Cramer et Bernoulli avaient constaté qu’'une théorie
préexistante (celle de Pascal et Fermat) était trop restrictive puisqu’elle menait a une
conclusion incompatible avec le comportement réel des hommes, a savoir une évaluation
excessive du pari de Saint-Pétersbourg. Von Neumann et Morgenstern, au contraire, partent
d’'un comportement arbitraire de 'homme et cherchent, au moyen d'axiomes réputés
vraisemblables, a le restreindre peu a peu jusqu'a ce qu’ils aboutissent eux aussi a la théorie
de I'espérance de I'utilité.

7. Cette condition est sans intérét dans I'immeédiat; elle ne seraimportante que lorsque
la présente théorie s’appliquera aux contrats financiers conclus entre plusieurs parties. Voir
les chapitres suivants.

8. C'est-a-dire qu’il n’y a pas de «risque de comportement» ou «risque moral».

9. Dans la théorie originelle exposée dans von Neumann et Morgenstern (1944), les
probabilités des différentes circonstances étaient supposées données et ces auteurs avaient
«seulement» démontré I'existence de I'indice d’utilité. Nous exposons en fait ici une théorie
ultérieure due a Savage (1954) qui déduit simultanément du comportement supposé rationnel
de I'individu I'existence des deux indices (voir aussi Ramsey (1926) et de Finetti (1937)).
Cette nouvelle théorie évite donc d’avoir a justifier au préalable la notion de probabilité :
les probabilités seront ici «révélées» par les décisions que prend l'individu (et pourront
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TABLEAU 1.
Données
Etat
o B ¥
Action

i 1 1 1
2 2 1 1
o 1 2 1
4 1 1 2
5 3 1 1
6 2 2 1
7 2 1 :
8 1 2 2
9 3 2 1
10 1 3 i
il 3 1 2
12 - 2 =
15 2 3 1
14 1 1 3
15 3 2 2
16 2 1 3
17 1 3 =
18 3 3 1
19 1 2 S
20 2 3 2
21 3 1 3
22 2 2 3
23 3 3 2
24 o) 2 i
2h 1 3 3
26 2 3 3
27 3 3 3

Il est souvent utile de décrire les éléments d'un probléme de décision au
moyen d'un tableau dont les colonnes correspondent aux différents états de
la nature, dont les lignes correspondent aux actions, et dont le corps indique
pour chaque action, a, et chaque état de la nature, s, la conséquence, c(a, s),
subie par le décideur. C’est sous cette forme que I'exemple qui illustre cette
section est présenté au tableau 1. L'exemple fait référence a trois états de la

ensuite servir a les reproduire). On démontre ainsi que tout décideur a implicitement en
téte des probabilités subjectives qui s’appliquent aux événements auxquels il est confronté.
L’existence nécessaire de telles probabilités est intéressante, car elle permet de faire piéce
aux objections de ceux qui prétendent que les hommes n'utilisent pas cette notion dans leurs
décisions. Cependant, du point de vue empirique, seule I’expérimentation permet de mesurer
les probabilités subjectives en tant que telles. La science économique étant plus souvent une
science d’observation qu'une science d’expérimentation, on en est réduit, pour mesurer les
probabilités, a supposer qu’elles s’identifient aux fréquences de réalisations effectivement
observées (probabilités objectives).

i
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