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Introduction

Ce livre est une introduction aux méthodes mathématiques considé-
rées de leur point de vue pratique et de leur mise en applications pour
I'imagerie médicale. C’est, & ma connaissance, le premier cours publié
en langue francaise. Il s’adresse a des physiciens ou a des ingénieurs
impliqués dans le domaine, mais aussi a des mathématiciens qui sou-
haiteraient une introduction concise a ces techniques. Il se base sur un
cours donné pendant une dizaine d’années au master 2 de Radiophy-
sique médicale et au Diplome de qualification en physique radiologique
et médicale (DQPRM). 11 doit permettre aux éleves d’acquérir rapide-
ment les outils mathématiques nécessaires a la compréhension d’articles
de recherche ou d’ouvrages plus compliqués. Il sera utile a tous ceux
qui souhaitent mettre en pratique par le développement de logiciels le
traitement d’images médicales.

Le premier chapitre donne les bases physiques principales de 'image-
rie médicale, non pas en vue de l'interprétation de ces images, mais du
point de vue de leur reconstitution a partir des instruments de mesures,
scanners et autres. Il présente la différence entre tomographie d’émission
et tomographie de transmission et introduit les principaux radiopharma-
ceutiques employés aujourd’hui. Il donne aussi quelques éléments relatifs
a I’histoire de I'imagerie a travers les techniques, mais aussi a travers la
mise au point d’algorithmes.

Le deuxieme chapitre nous introduit au cceur des méthodes mathéma-
tiques. Il présente les éléments indispensables a la transformée de Radon,
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qui est en quelque sorte, ce que les détecteurs mesurent en tomogra-
phie. La difficulté de ces mesures est de les recombiner pour reconstituer
I’objet, fragment du patient, qui a été exploré par le scanner. Il s’agit
en réalité d’inverser la transformée de Radon pour reconstituer I'objet.
Mais les reconstructions analytiques se heurtent aux diffcultés des me-
sures physiques qui sont souvent entachées d’erreurs dues au bruit des
appareils, mais aussi au nombre limité de projections.

La reconstruction analytique en tomographie computationnelle fait
I’objet du troisieme chapitre. Il s’agit d’expliciter la rétroprojection ou
inversion de la transformée de Radon et de voir comment, en pratique,
cette rétroprojection est mise en ceuvre a travers un ensemble de filtrages
destinés a améliorer la qualité et la fiabilité de I'image reconstruite.

Le quatrieme chapitre étudie de maniere tres générale la transfor-
mée de Radon sur R”, sa relation avec la transformée de Fourier et
les différentes expressions que prend son inversion selon la parité de la
dimension.

Le cinquieme chapitre présente tout d’abord les bases élémentaires
mathématiques de 'interpolation polynomiale et de I'approximation. Il
traite de l'interpolation de Lagrange, de Tchebychev et des splines cu-
biques qui sont trés souvent utilisées en imagerie. Puis le chapitre re-
prend la résolution de 1’équation fondamentale de la tomographie qui
est traitée selon une reconstruction par discrétisation directe ou par
transformée de Fourier rapide.

Le sixiéme chapitre est un résumé des méthodes d’analyse numérique
utiles pour la résolution de systémes linéaires. Il présente les méthodes
directes fondées sur les factorisations de matrices, les méthodes itéra-
tives utilisées dans la reconstruction algébrique d’images, ainsi que les
méthodes projectives, comme celle du gradient conjugué.

Le septieme chapitre traite des problemes inverses. La majorité des
problémes de reconstruction d’images sont des probléemes inverses. Ces
problemes que I'on rencontre dans de trés nombreux secteurs industriels
ont des méthodes de résolutions générales qui s’appliquent ici a 'imagerie
médicale.

Le huitieme chapitre est une application des méthodes présentées au
chapitre précédent. Il s’agit de reconstruire une image en transformant
un probleme inverse mal posé en un probléme bien posé de recherche
d’extremum, transformation que ’on appelle régularisation. Cette tech-
nique se base sur la résolution de ’équation normale. La plus célebre est
la régularisation de Tikhonov.

Le neuvieme chapitre est un résumé des principaux concepts de pro-
babilités. Il présente les différentes lois de probabilités, I'intégration par
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Monte-Carlo et quelques rudiments sur les chaines et processus de Mar-
kov que 'on retrouve dans les chapitres suivants.

Le dixiéme chapitre présente les méthodes itératives statistiques.
La méthode du maximum de varisemblance, la méthode espérance-
maximisation et ses variantes qui sont aujourd’hui au cceur des algo-
rithmes implantés sur les CT-Scans. En particulier, nous introduisons
la méthode OSEM qui est celle qu’on utilise aujourd’hui a quelques va-
riantes pres.

Le onziéme chapitre est une introduction aux méthodes de statistique
bayésienne. Il présente divers estimateurs et les techniques de choix des
lois a priori. Il propose des variantes a des algorithmes comme celui de
I’espérance-maximisation. Il se termine par ’exposé de la méthode du
maximum d’entropie.

Le douziéme chapitre montre comment en simulant les interactions
des rayonnements avec la matiere par des méthodes de Monte-Carlo,
il est possible de construire des simulations d’irradiation de tumeur.
Ces méthodes sont facilement implémentables et constituent le coeur
des grands logiciels actuels.

Le treizieme chapitre traite de I'imagerie par résonance magnétique
(IRM) qui est une technique fondée sur 'utilisation de champs ma-
gnétiques. Plus le champ est intense, plus la résolution de l'image est
meilleure. Ce chapitre nécessite une connaissance importante des phé-
nomenes physiques qui est rappelée des les premiers paragraphes.

Le quatorzieme chapitre concerne les éléments de 'image elle-méme :
présentation des différents formats d’image (TIFF, JPEG, DICOM,
etc.), suppression du flou et des artefacts, introduction aux filtrages nu-
mériques et détection de points d’intérét.

Enfin, le quinziéme et dernier chapitre traite des techniques de seg-
mentation de I'image dont on sait 'importance pour le diagnostic mé-
dical. Pour approfondir ce cours introductif, on se reportera a la bi-
bliographie qui termine 'ouvrage. En particulier, aux ouvrages de J.T.
Bushberg et al. [4], de B. Chalmond [5], de R. Chityala et S. Pudipeddi
[7] qui inclut des exemples en Python, de C.L. Epstein [15], de T.G.
Feeman [17], de F. Natterer [37], de P. Suetens [51], ainsi qu’au recueil
d’articles publiés par T. Farncombe et L. Iniewski [16] en 2017.

Lors de la rédaction de cet ouvrage de nombreux collegues et étudiants
anonymes ont bien voulu me faire part de leurs avis et suggestions pour
améliorer la lisibilité du texte. Je tiens a les remercier ici trés sincere-
ment.






1

L’imagerie médicale

L’imagerie médicale est apparue au début du XX® siecle. Grace aux
progres de l'informatique et de la maitrise technologique, elle a connu
une vive progression tant par les appareils employés que par les algo-
rithmes utilisés. Ces progres permettent aujourd’hui au corps médical
d’envisager un diagnostic fiable. L’imagerie s’appuie sur différents phé-
nomenes physiques comme ’absorption des rayons X, la résonance ma-
gnétique nucléaire, la réflexion d’ultrasons ou la radioactivité. On dis-
tingue 'imagerie structurelle qui porte sur la visualisation des organes
du corps humain et I'imagerie fonctionnelle qui, elle, s’intéresse a la
physiologie et au métabolisme de ces organes.

Parmi les techniques d’imagerie structurelle, on peut citer la radio-
graphie par rayons X, le tomodensitometre ou CT-scan, ’angiographie,
la résonance magnétique nucléaire (IRM), I’échographie et les méthodes
optiques comme l’endoscopie.

Parmi les méthodes d’imagerie fonctionnelles figurent la tomographie
par émission de positons (TEP en francais, PET en anglais), la tomo-
graphie par émission monophotonique (TEMP en francais, SPECT en
anglais), 'IRM fonctionnelle ou la spectrographie infrarouge.

La tomographie (du grec tomé, coupe) est une technique générale qui
se fonde sur la mesure de rayonnement émis, transmis ou réfléchis par la
matiere pour produire une carte du corps humain ou de ses structures
locales. Elle ne s’applique pas seulement au domaine médical. La tomo-
graphie sismique, par exemple, est une discipline de pratique courante,
qui est apparue au début du XX siecle. Dans le domaine médical, la
mesure du rayonnement se fait par des tomographes a émissions de po-
sitons ou de photons. Elle est souvent couplée a l'injection de traceurs
radioacteurs émetteurs d’un rayonnement gamma (photons a haute fré-
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quence). Le principe de la tomographie repose sur 1’émission de rayons
X qui traversent le corps humain et sont mesurés en sortie. L’absorption
du rayonnement initial varie avec la densité de la matiére traversée. Si le
signal mesuré est proche du signal source, les rayons n’ont pratiquement
pas interagi avec la matiére (c’est le cas des poumons par exemple). Au
contrairement, si le signal mesuré est tres différent du signal source, cela
signifie que les rayons ont été fortement absorbés. Le probleme de I'ima-
gerie est alors de reconstituer 'image a partir des mesures effectuées.

On distingue la tomographie de transmission dans laquelle le rayon-
nement mesuré traverse le corps humain et la tomographie d’émission
qui consiste & mesurer 1’émission du corps lui-méme (apres injection de
traceurs).

Les images reconstituées sont des images bidimensionnelles. Selon les
plans de coupe, on parle de coupe sagittale (coupe menée suivant un plan
vertical qui passe d’avant en arriére, divisant le corps en deux moitiés
droite et gauche), de coupe coronale ou frontale (coupe menée suivant un
plan de gauche a droite du corps et perpendicualire & la coupe sagittale)
et de coupe transverse ou tranversale ou encore axiale (coupe menée selon
un plan horizontal partageant la partie crdniale de la partie caudale).
Ces trois coupes définissent les trois dimensions de ’espace.

1.1 Les techniques d’imagerie

Parmi les techniques d’imagerie, on distingue :

La radiographie qui consiste a envoyer des rayons X sur un objet placé
devant une plaque photo, comme dans les ombres chinoises. Les rayons
X sont des ondes électromagnétiques dont les fréquences sont comprises
entre 10'6 Hz et 10%° Hz. Cela correspond & des longueurs d’ondes de
I'ordre de 1078 & 1072 m et des énergies de photons comprises entre
40 et 4 x 10° eV. Sur le spectre des fréquences, les rayons X se situent
entre I'ultraviolet et les rayons gamma (plus énergiques). Ils ont été dé-
couverts en 1895 par Wilhelm Rontgen (1845-1923) qui avait remarqué
en placant différents objets sur une plaque que les rayons X impression-
naient les plaques photographiques. C’est ainsi qu’il réalisa la premieére
radiographie de I'histoire, celle de la main de son épouse, Anna Bertha
Rontgen.

Le scanner désigne tout d’abord ’appareil ou le dispositif permettant
de fabriquer une image numérique. Les scanners d’aéroports sont des
scanners corporels destinés a assurer la sécurité d’un lieu. Ils utilisent
des ondes radio millimétriques qui sont des rayonnements térahertz ap-
pelés aussi « rayons T » peu dangereux, car rétrodiffusés par la peau,
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mais permettant toutefois de voir a travers les vétements. Dans le do-
maine médical, le mot scanner désigne a la fois I'instrument et I’examen
(comme dans l'expression passer un scanner). L'idée essentielle qui a
contribué au succes des scanners est simple. Elle consiste a faire tourner
autour de 'objet simultanément la source et le détecteur. La technique
est appelée dans ce cas tomodensitométrie ou scanographie, ou encore et
plus couramment, CT Scan (computerized tomography).

Fig. 1.1. Wilhelm Réntgen (1845-1923) et la premiére radiographie (1895).

La scintigraphie est une méthode d’imagerie fonctionnelle qui consiste
a injecter un traceur appelé radiopharmaceutique dont on détecte les
rayonnements. Les isotopes radioactifs constituent une faible dose de
radioactivité et sont éliminés rapidement par le patient. Le traceur est
choisi en fonction de son aptitude a se fixer sur tel ou tel organe du corps
humain.

La fluoroscopie est une technique de radioscopie instantanée dans la-
quelle I'image se forme sur un écran fluorescent. Utilisée pendant les
opérations chirurgicales ou pour positionner un patient dans des exa-
mens particuliers (e.g. protonthérapie), la fluoroscopie permet de suivre
en temps réel I’évolution des produits injectés.

L’angiographie (littéralement « imagerie des vaisseaux ») concerne
I'imagerie particuliere des vaisseaux sanguins. Elle suppose l'injection
d’un produit de contraste (iode, COg2). Elle se décline en artériographie
pour 'exploration des arteres, phlébographie pour 'examen des veines et
coronarographie pour ’exploration des coronaires.
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L’imagerie par résonance magnétique (IRM) est une technique d’utili-
sation d'un champ magnétique intense (entre 2 et 10 tesla, Rappelons le
champ terrestre est de 'ordre de 30 & 60 uT) et de son interaction sur le
spin des protons. Elle permet d’obtenir des coupes sagittales, coronales
ou transverses et est particulierement utilisée en imagerie cérébrale.

L’ échographie repose sur 1'utilisation d’ultasons (ondes entre 16 kHz
et 10 MHz). Une sonde, placée sur le patient, émet des ultrasons qui
sont réfléchis (échos) et récupérés par cette méme sonde. Le couplage
a un appareillage électronique permet d’analyser le signal recu et de
reconstituer I'image. Si I'onde est peu réfléchie, I'image sera noire. Au
contraire, si I'onde est tres réfléchie, 'image sera blanche, indiquant la
présence de matériaux durs comme les os. Entre les deux, dans le cas de
réflexion moyenne, I'image produit une gamme de gris.

1.2 Quelques reperes historiques

e 1896. Découverte des X par Wilhelm Rontgen ;

e 1897. Premier service de radiologie par Antoine Béclere (hopital
Tenon) ;

e 1917. Premier travaux de Johann Radon;

e 1950. Premier scanner a main, doté d’un compteur Geiger, puis
d’un compteur a scintillations ;

e 1956. Ronald Bracewell met en évidence les relations entre trans-
formées de Fourier et de Radon;

e 1958. Premieére Gamma caméra par Hal Oscar Anger;

e 1962. Godfrey Hounsfield et Allan McLeod Cormack mettent au
point des algorithmes utilisés par les scanners;

e 1963. Premieres applications de la tomographie médicale ;

e 1964. David Kuhl obtient les premieres images tomographiques par
rétroprojection ;

e 1970. Publication de la premiere image de tomodensitométrie X ;

e 1971. Premier CT Scan, suite aux recherches d’Allan McLeod Cor-
mack et G. Hounsfield (Nobels en 1979) ;

e 1973. Premiers IRM. P. Lauterbur (chimiste), P. Mansfield (Phy-
siciens), (Nobels en 2003) ;

e 1976. Premier PET Scan;
e 1979. Premier SPECT Scan;

e 2001. Premier couplage PET-CT commercialisé.
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Ronald Bracewell David E. Kuhl Allan McLeod Cormack Godfrey Hounsfield
(1921-2007) (1929-2017) (1924-1998) (1919-2004)

Fig. 1.2. Grands acteurs de la tomographie.

1.3 La tomodensitométrie (CT)

La tomodensitométrie, appelée aussi scanographie ou CT-scan (com-
puterized tomography) est une technique d’imagerie médicale qui consiste
a envoyer sur un objet des rayons X et a mesurer les rayons sortants.
L’émetteur des rayons effectue une rotation complete autour de 1'ob-
jet en méme temps que le récepteur mesurant I'absorption des rayons.
La difficulté — que nous étudierons dans les prochains chapitres — est
de reconstruire I'image bidimensionnelle de ’objet a partir des mesures
effectuées. La méme technique est utilisée pour des images tridimension-
nelles en effectuant un tres grand nombre de coupes planes.

1l existe plusieurs types de densitometres. Les premiers modeles datent
d’octobre 1971.

1. scanners hélicoidaux. Développés dans les années 1990. Emis-
sion de rayons X en continu. La table avance a vitesse constante
dans 'anneau. L’examen dure moins d’une seconde

2. scanners multi-barrettes. Les tomodensitometres multidétec-
teurs (ou multi-barrettes), constitués de plusieurs rangées de dé-
tecteurs (barettes), assurent des images plus fines, mais 'irradia-
tion est plus importante ;

3. scanners double sources. Deux sources de rayons X a angle
droit permettent une vitesse d’acquisition plus rapide.

Pour faire ressortir certains tissus, on couple cet examen a un produit
de contraste. Ce produit a la propriété d’absorber tres fortement les
rayons X et par conséquent de rendre les tissus plus visibles. Présent
dans le corps, il disparait en quelques heures ou en quelques jours.
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1.4 La tomographie par émission monophotonique
(SPECT)

La tomographie par émission monophotonique (TEMP en frangais ou
SPECT en anglais) est une méthode basée sur la scintigraphie. Elle
consiste a injecter un radiopharmaceutique au patient (en général du
xenon 133 ou de liode 123) qui s’accumule dans les organes qui le mé-
tabolise. On observe alors le rayonnement gamma (photon de hautes
fréquences) de ces traceurs avec une gamma caméra. Comme la quantité
de matiere radioactive injectée au patient est faible, la sensibilité du col-
limateur doit étre adaptée puisque le nombre de photons émis est faible.
Pour amplifier le signal et mesurer avec plus de précision I’énergie des
photons, on utilise des photomultiplicateurs. Les gamma caméras sont
souvent couplées a des tomodensitometres. La premiere gamma caméra
a été inventée en 1957 par H.O. Anger. Les principaux algorithmes sont
décrits dans [3].

1.5 La tomographie par émission de positons (PET)

La tomographie par émission de positons (TEP en francais, PET en
anglais) est une méthode d’imagerie fonctionnelle tridimensionnelle per-
mettant de mesurer 'activité métabolique d’un organe. Elle consiste en
'injection d’un traceur radioactif (du Fluor 18 sous forme de glucose). Ce
traceur émet des positons qui s’annihilent avec des électrons en émet-
tant deux photons dans des directions diamétralement opposées. Ces
photons sont récupérés par une couronne de détecteurs. L’ordinateur
calcule le lieu de 'annihilation. Le premier tomographe a été construit
au Massachussetts General Institute en 1965.

Depuis les années 2000, sur une idée de David Townsend de 'univer-
sité de Geneve, le PET scan qui donne des informations métaboliques
est toujours couplé a un CT-Scan qui, lui, donne des informations ana-
tomiques. Ces machines sont dorénavant le standard de référence des
grands constructeurs (Philips, Siemens et General Electric).

1.6 L’imagerie par résonance magnétique (IRM)

Inventée dans les années 1970, I’imagerie par résonance magnétique
(IRM) est une technique d’imagerie médicale qui consiste & placer le
patient dans un champ magnétique intense. Ce champ créé par un ai-
mant supraconducteur provoque l'alignement des moments magnétiques
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