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Avant-propos

A la fois déroutante au premier abord et fascinante, la mécanique quantique ne laisse personne
indifférent. Redoutée pour certains, confondant avec 1’absurde ou avec le non-sens pour d’autres,
incompréhensible ou tout simplement merveilleusement compliquée, cette discipline est au coeur
de la science moderne et a su s’imposer au fil des décennies pour faire partie intégrante du pay-
sage universitaire. Défiant constamment 1’intuition, cette théorie fait des prédictions sans cesse
vérifiées qui offrent la quasi-preuve de sa déconcertante exactitude, et d’une ingéniosité sans
commune mesure des grands esprits qui 1’ont congue, ou qui font bouger ses lignes. L’ ouvrage
que je propose se veut adapté a un public de physiciens de niveau licence. A la fois complet
et pédagogique, il est prét a I'utilisation en enseignement supérieur, éventuellement dispensé
de maniere compartimentée en une série de trois ou quatre modules de cours, d’une vingtaine
d’heures par module environ, a commencer par la L2 et a surtout approfondir au cours de la
L3, semestres 5 et 6. Certains de ses concepts sont parfois abordés en Master. Au cours des dix
chapitres de I’ouvrage, 75 fiches permettent au lecteur de prendre immédiatement connaissance
des définitions et principales notions et formules. Des questionnaires a choix multiples (QCM)
sont soigneusement préparés et corrigés au sein de chaque chapitre en vue d’une auto-évaluation
pertinente. Quatre options, A a D, sont proposées pour chaque question, qui trés souvent admet
plus d’une bonne réponse. A la suite de chaque QCM, une série de questions « vrai/faux » est
mise a disposition. Puis, a raison de plus d’une douzaine d’exercices par chapitre, 130 exercices
minutieusement corrigés qui, en parcourant un large éventail de concepts (allant du formalisme
quantique 2 la physique atomique, moléculaire, nucléaire, ou encore a la chimie ou la spectro-
scopie), permettent au lecteur un entrainement optimal. Tout au long de 1’ouvrage, le logiciel de
calcul formel et graphique MAPLE a été abondamment utilisé. Cet ouvrage trouvera sa place sur
le bureau de tout étudiant (ou enseignant) universitaire de physique, fondamentale ou appliquée,
licence des sciences physiques, licence de physique et applications, chimie théorique. Les éleves
ingénieurs, les éleves des classes préparatoires, les candidats au CAPES et a I’agrégation en sont
également des publics privilégiés. Au ceeur de la mécanique quantique se trouve un formalisme
mathématique inhabituel ardu. Ses outils forment un arsenal que le lecteur, pris par la main des
le premier chapitre, sera amené 4 maitriser. A 1’aide d’une série d’exemples, de méthodes, et de
conseils méthodologiques, développés tout au long de 1’ouvrage, le lecteur s’y habituera progres-
sivement et aura méme 1’impression de jouer un role fondateur dans I’établissement des concepts
qui sont abordés. Rendre physicien aguerri un nouvel arrivant est ma plus grande ambition. J’ai
la ferme conviction que les clés pour atteindre ce but se trouvent dans les pages de ce livre et
n’attendent que le lecteur motivé pour étre saisies.

Michel Chrysos






Eléments de
physique statistique

MOTS-CLES

Etats, micro-états, macro-états, dégénérescence, approximation de Stirling,
statistiques, statistique de Maxwell-Boltzmann, statistique de Bose-Einstein, statistique
de Fermi-Dirac, optimisation contrainte, lagrangien, multiplicateurs de Lagrange.

Le but est de se familiariser avec des concepts de base de physique statistique. Ceux-ci forment
le socle des observations quantiques puisqu’ils permettent de comprendre comment un grand
nombre de particules, qu’elles soient matérielles (m # 0 ; électrons, atomes...) ou non (m = 0;
photons...), peuplent les niveaux quantiques d’un systeme physique.

F

Optimisation contrainte

Puissante méthode d’analyse mathématique, elle permet d’optimiser
(extrémiser, soit minimiser ou maximiser) une fonction en présence
de contraintes. La fonction doit €tre dérivable et peut €tre a plusieurs
variables. A I’aide de parametres A1, Az, ..., A,, nommés les multipli-
cateurs de Lagrange, le probleme d’optimisation d’une fonction a
n dimensions f(xy, x2, ..., X,) soumise a m contraintes est transformé
en un simple probleme d’optimisation d’une fonction L dépourvu de
contraintes. La fonction L, souvent appelée le lagrangien, est une
fonction & n + m dimensions. La nappe illustrée ci-contre représente
une fonction f(x,y) soumise a une contrainte g(x,y) = 0. La courbe
en forme de cloche représente la contrainte. Son intersection avec la
nappe indique le maximum de f(x, y) sous contrainte.

Définition 1.1 Lagrangien. Le lagrangien dans un probléme quelconque, puis celui du
probleme évoqué en dernier ci-dessus, sont définis par :

m
LOX1 X0 oo XAy A2 oo M) = F X1 X2 e Xn) — D AigiX12 X2, s X) (1.1)

i=1

L(x,y;0) = f(x,y) — Ag(x,y) (1.2)



Conseil méthodologique On calcule g—i, g—§, et g—ﬁ Puis, on résout le systéme % = ‘3—5 =
% = 0 pour enfin déterminer la solution (xg, yo;A0). Le point (xg, yo) est I’extrémum cherché. Sa nature

(maximum, minimum) nécessite un recours aux dérivées secondes. Cette partie ne sera pas abordée.

Exercice Optimisation contrainte d’une fonction & deux variables. Déterminer les extrémums de la
fonction f(x, y) = x*> + y* — 4xy soumise a la contrainte x> + y* = 8.

Solution
Lix,y;h) = ¥ +y° —dxy — 28 =" —)%) (1.3)
oL aL
= —dy4+2%x=0 ; — =2y—4x+2y=0 (1.4)
ox dy
aL
a:)624-y2—8=0:>x2+y2=8 (1.5)

Si x est nul, y I’est aussi (Eq. (1.4 a)). Si y est nul, x I’est aussi (Eq. (1.4b)).0rx #0ety#0x=y=0
est exclue par I'Eq. (1.5)). Divisons I’expression 2y = x + Ax issue de 'Eq. (1.4 a) par x et ’expression
issue de I’'Eq. (1.4 b) par y. Il vient :

x 14x y=>ir=1 x=22 et y=22
X=7=T:>x= ou = ou (1.6)
x ) —y=>A=-3 x=42 et y=F2

Les extrémums de f(x, y) sont (xop, o) = (£2, £2), (&2, F2). Les points (2, +-2) correspondent a 1 = 1,
tandis que (+2,F2) a A = —3. Une étude plus poussée, basée sur le calcul des dérivées secondes, montre
que (%2, +2) sont des minimums ; (£2, F2) sont des maximums. On ne s’attardera pas sur cette analyse.

F

Définitions générales et vocabulaire

Définition 1.2 Mécanique quantique. Théorie fondamentale et branche majeure de la phy-
sique moderne. Elle a pour but la description mathématique de la structure de la matiere et du
rayonnement, et I’évolution dans 1’espace et le temps des phénomenes physiques a I’échelle de
I’infiniment petit (atomes, molécules, noyaux atomiques...).

Fruit intellectuel de savants notamment du XX° siecle, la mécanique quantique est souvent consi-
dérée comme le plus formidable exploit de 1’esprit humain. La place singuliere qu’elle occupe
s’explique par I’extraordinaire et infaillible précision sans cesse vérifiée dont elle fait preuve, et
par sa capacité a décrire la quasi-totalité des phénomenes naturels. L’immense majorité de ces
derniers survient par suite d’échanges d’énergie entre la matiere et la lumiere.

Définition 1.3 Constante de Planck. Constante universelle # = 6,62607004 x 10734 J . s.
Introduite par Max Planck en 1900, son ro6le est central en mécanique quantique.

P

Micro-état et macro-état

Définition 1.4 Micro-état. 1l désigne chacune des configurations microscopiques spécifiques
qu’un systeme thermodynamique peut occuper au cours de ses fluctuations.
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Définition 1.5 Macro-état. Nombre de particules qui occupent chaque niveau d’énergie du
systeme. D’ordinaire, il englobe un grand nombre de micro-états, ces derniers pouvant étre
percus comme les différentes manieres pour le systeme d’arriver a un macro-état donné.

Définition 1.6 Fonction de distribution f(E). Probabilité de trouver une particule dans un
état d’énergie E.

P

Approximations, erreurs, et le bienfait
du logarithme

Lorsqu’on manipule des grands nombres, tel le nombre N de particules d’un gaz, on se retrouve
souvent confronté a un dilemme : peut-on écrire (N + DV ~ (N + 1)V ~ NV*! ~ NV?
Aussi tentant que cela puisse paraitre, aucune de ces approximations n’est permise. En revanche,
recourir au logarithme de ces expressions peut s’avérer salvateur. Or, le concept de logarithme
intervient dans le calcul d’entropie S puisque S = kzln W ou W est le nombre de micro-états
du systeme. Ainsi que nous le verrons au cours de ce chapitre, des simplifications significatives
auront alors lieu lors d’un tel calcul, et ce sont ces simplifications qui permettront d’aboutir
sans ambiguité a la forme de N; pour les différentes statistiques cherchées. L’exemple ci-dessous
illustre la situation dans le calcul de I’erreur relative Y2 apg:izzf:eg curréelle que 1’on commet lors
d’une telle approximation.

== R

¢ Cas NN*!
(N+1)N+1_NN+1 ( N >N+1 ' 1 1 17
N+1 = T \N+ = T T TIW 1 ’
(N+1) N+1 (1+ﬁ) I+ 5
N 1N+1_NN+1 1 N 1
Or lim(l—i—%)N—)e.Ilvient( + T ~l—--—~1--=0,632.
OCN—(}:’O et (N 4+ )N+ eN—+1 e
as +
N+ DV — v+ 1Y 1
WN+1) N+1) - (1.8)

(N + DN+ T TN+1 ~
L’erreur pour ces deux cas est respectivement de 63,2 % et de 100 %, ce qui est inacceptable. En
revanche, au niveau logarithmique, les erreurs commises sont négligeables :
¢ CasInNN*!

1n(N+1)N+1—1nNN+'_1 (NA1TInN ~l_1—0 (19)
In(N 4 DHV+! T T NN+ D - '
O Casln(N+ DV
In(N+ DV —In(V + DV NI
n+ 1y n(NADY o N (1.10)

L In (N + DN+ T N+ DT )
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F

Approximation de Stirling
Elle permet d’approcher la fonction « factoriel N! », lorsque N >> 1, par une formule simple :
N!~ 2xNNVe™ (1.11)

En pratique, la précision de cette approximation reste satisfaisante méme pour de petites valeurs
de N, ainsi qu’en atteste le tableau ci-dessous.

N N! 2xNNVe™™ Erreur (%)
1 1 0,92 8
2 2 1.92 4
3 6 5,84 2,7
4 24 23,51 2,0
5 120 118,02 1,7
9 362 880 359536,9 0,9

10 3628800 3598 696 0,8

Appliquée 2 InN!, I’Eq. (1.11) acquiert une forme trés simple, et utile pour des grands N :
InN!~NInN — N (1.12)

Pour N = 1000, I'erreur de I'Eq. (1.12) est de seulement 0,07 %. Une comparaison esﬁ

aussi faite avec la plus fastidieuse approximation InN! & InX (X = +/2rNNVe™N)).
N In N! InX NInN-N Erreurs (%)
9 12,865 12,79”3; 10,77'5 O,(;; 15,83
10 15,104 15,096 13,026 0,05 13,76
166 S0 ni= 363,7; 363,7.;1. 360,5; 0,66 O,é;
1000 S0 =5 912;'1' 5 912:1' 5 907;§ 0,66 0,6%

N /

P

Principaux concepts

En théorie, la connaissance d’un micro-état, dans un gaz de particules, permet d’accéder a la
connaissance la plus complete du gaz. Sur le plan pratique, cette connaissance est impossible au
vu du nombre gigantesque de particules. Il en va tout autrement pour un macro-état, qui est une
connaissance macroscopique et donc accessible et exploitable.
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m On lance simultanément N pieces de monnaie. L’expé-

rience est effectuée un grand nombre de fois. A chaque lancer, un seul
micro-état pile (p) ou face (f) correspond. L Eq. (1.13) en est un exemple :

1 =p, 2 =f, 3 =f, 4 =p, 5 =f, 6 =p, 7 =p...., N =f (1.13)

N termes

Chacun de ses termes indique le coté de la piece i (i = 1,2, ..., N) apparu lors du lancer. Le macro-état
quant 2 lui est tout simplement défini par (Iétat) N, ou Ny (Ny = N — N,), olt N;, (Ny) indique le nombre
de fois ol un c6té pile (face) est apparu lors du lancer. A la suite d’un grand nombre d’expériences, le
nombre de micro-états deviendra gigantesque et donc inexploitable puisqu’il est vraisemblable que, lors
de chaque expérience, une configuration différente sera produite. En revanche, le nombre de macro-états

\aura tendance a converger vers une limite bien déterminée : N, ~ Ny ~ % J

Définition 1.7 Bosons. Particules qui obéissent a la statistique de Bose-Einstein. Ce sont des
particules de spin entier : s = 0, 1,2... Le photon est leur représentant le plus emblématique
(s = 1). Le boson de Higgs en est un autre (s = 0). Le graviton, particule hypothétique censée
véhiculer I’interaction gravitationnelle, est également un boson (s = 2). Pour les bosons, et par
extension pour la statistique de Bose-Einstein, le nombre de particules dans un systéme occupant
le méme état n’est soumis a aucune restriction.

Définition 1.8 Fermions. Particules qui obéissent a la statistique de Fermi-Dirac. Ce sont des
particules de spin demi-entier : s = %, % L’électron est leur représentant le plus emblématique.
D’autres représentants célebres sont le neutrino, les quarks, ou encore le proton et le neutron,
tous ayant s = 1. Il en va de méme pour le noyau 3C.

Définition 1.9 Principe d’exclusion de Pauli. Enoncé par Wolfgang Pauli en 1925, il stipule
que les €lectrons appartenant a2 un méme systéme ne peuvent pas occuper simultanément le méme
état quantique. Le principe d’exclusion s’est par la suite généralisé€ a toutes les particules de spin
demi-entier, nommées depuis fermions.

P

Statistiques : définitions et analyse

Soit un gaz de N particules identiques enfermées dans une enceinte de volume V. On cherche a
calculer le nombre total d’états dans le gaz lorsque les états de chaque particule sont supposés
connus. Selon la nature du systéme étudi€, on distingue trois statistiques.

Définition 1.10 Statistique de Maxwell-Boltzmann (MB). Statistique classique traitant les
particules comme des entités discernables (par exemple, des boules de billard identiques mais
numérotées, @, @, @, @..., et donc parfaitement identifiables).

Définition 1.11 Statistique de Bose-Einstein (BE). Statistique quantique traitant les par-
ticules comme des entités indiscernables (ensemble de boules identiques, de méme couleur,
non-numérotées, et donc pas identifiables par leur aspect). Dans cette statistique, le nombre de
particules occupant le méme état n’est soumis a aucune restriction.

1. Eléments de physique statistique



Définition 1.12 Statistique de Fermi-Dirac (FD). Egalement quantique, cette statistique se
distingue de la précédente par le fait que le nombre de particules occupant le méme état est
restreint par le principe d’exclusion de Pauli. Ainsi, il ne peut y avoir qu’une seule ou aucune
particule pouvant occuper un état donné.

Chacune des trois statistiques ci-dessus obé€it a sa propre fonction de distribution :

1 1 1
ST ey S |

App est une constante de normalisation, souvent notée Z et nommée fonction de partition.
Selon que I’étude est classique ou préquantique (voir I’astuce de Planck, Chap. 2), la fonction Z

(1.14)

s’exprime d’une fagon respectivement continue ou discrete :
Z= /e*ﬂEdr cZ=) e PE (1.15)
f 2

Lintégrale de I'Eq. (1.15) s’effectue sur I’espace des phases (voir Chap. 2); 8 = kBLT ; Apg # 1
pour un gaz de particules matérielles ; Agg = 1 pour un gaz de photons.

N particules identiques a deux états chacune

Considérons le cas tres simplifié d’un gaz composé de N particules dont chacune ne possede
que deux états. Combien y a-t-il de fagcons W(V,?2) distinctes de caser les particules dans les
états disponibles ? Si, pour la statistique de Fermi-Dirac, il est impossible de loger plus de deux
particules dans les deux cases, pour les autres deux statistiques les réponses sont :

Wus(NV,2) =2V et Wee(N,2) =N+ 1 (1.16)
L’exemple qui suit permet de recenser les réponses sous forme graphique pour chacune des trois

statistiques dans un cas simplifié a I’extréme. S’en suit la méthodologie a suivre pour démontrer
I’Eq. (1.16) ainsi que sa généralisation ultime.

m Soit un gaz de deux particules (N =2) \
dont chacune ne possede que deux états (G =2). Soit XA)B (B) A(C)B
@ et @ les labels des particules. Soit A et B les labels A B
des états. Pour la statistique MB, il n’y a pas de res- ® @ ° °
triction sur le nombre de particules pouvant occuper le @ @
méme état. Cette propriété permet aussitot d’énumérer | 4, PP e e
le nombre total des états du gaz : Wyp(2,2) = 4 (A). 50 s e
En B, le nombre d’états se voit réduit a Wgg(2,2) = 3.
Enfin, en C, il ne reste plus qu’un seul état possible pour
\les particules du gaz : Wgp(2,2) = 1. J
Démonstration. Une simple observation montre Wgg(N, 1) = 1 = NNT')v 2.3) (3.3)
Puis, d’apres la Fig. (B) ci-dessus, Wgg(2,2) = 3. Un simple essaibasésur A B C A B C
la méme idée donne Wyg(3,2) = 4, puis : Wep(N.,2) = N+ 1 = & Fgfq| || | |
Le calcul de Wgg(NV,3) = u +1)2(N+2) = (NNTZZ!)! , moins évident, est illustré ole
ci-contre. Wgg(N, G) se généralise par analogie & un nombre d’états G : 00
1y ° o|j0e |@
Wae(V. G) = (117) loa| || ojse
: : o0 oo o
0 °%o| |oo
o oo
e
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Entrainement
QCM

Soit un solide composé de N atomes identiques dont n sont aléatoirement placés sur des sites
interstitiels. Soit N’ le nombre total de sites interstitiels, eux-mémes disposés aléatoirement au
sein du solide. Calculer le nombre de micro-états.

(N’ + n)! N!
A — C. ———
- n!N! - n!(N' + n)!
N! N N! N
a1 B. a D.
n!(N’ +n)! n!(N + n)! n!(N' — n)! n/(N — n)!

Lors d’une marche aléatoire unidimensionnelle, un ivrogne effectue des pas vers la gauche ou
la droite avec des probabilités égales. Quelle est la probabilité qu’a I’issue d’une marche de N
pas ’ivrogne retrouve sa position initiale ?

N! N! N! 1
~ a B QC v a D. N
2z

EUET ) D

Soit un immeuble de trois étages, de hauteur % chacun, et soit trois personnes différentes dans
cet immeuble ayant chacune le méme poids p. De combien de manieres peut-on obtenir une
énergie potentielle égale a 8ph ?

a1 A

JA 6 aAB. 3 ac 1 abD. 7

Pour le systeme de la question précédente, quelle est la valeur d’énergie potentielle qui
apparaitra le plus souvent ?

a A. 3ph a1 B. 9ph 4 C. 6ph 4 D. 4ph

Soit un marche-pied ayant trois marches disposées respectivement a une hauteur de 20, 40 et
60 cm du sol, et soit trois plaques identiques de poids p chacune. De combien de facons peut-on
obtenir une énergie potentielle égale a 120p ?

aA 1 aB. 2 ac 7 ab 5

Cinq particules discernables sont distribuées dans trois niveaux d’énergie non-dégénérés £, =
0, E; = E, E; = 2E. Soit N1, N> et N3 les nombre de particules occupant respectivement ces
niveaux. Chercher la combinaison la plus probable de N1, N>, N3 qui assure une énergie totale
égale a 3E.

dA N =2 aB. N3=1 aJC. N =3 aD N=1

Les courbes en traits fin, épais et tireté ci-dessous montrent a trois températures, respective-
ment Ty, T, et T3, la fraction des molécules d’un gaz en fonction de leurs vitesses.

A T, >T)>Ts.
A B. T3>T,>T.
AC Ty >T3>T,.

J D. Données insuffisantes.

1. Eléments de physique statistique




E L’expression de la statistique MB dans un gaz de molécules est la suivante (a est une constante
appropriée, n désigne la densité de molécules du gaz) :

A exp (—a—nkBLT); AC exp (—,CBLT);

a1 B. exp(—a—,{%); a D. exp(—l—,{%).

ﬂ La statistique MB n’est pas applicable aux :

1 A. particules discernables ; 1 C. molécules;
1 B. particules indiscernables ; 1 D. photons.

m Supposons que la reégle qui a été fixée lors d’un jeu avec deux dés est que les joueurs parient
sur la parité paire ou impaire de la somme ou du produit des nombres sortis.

1 A. On a surtout pas intérét a parier sur une somme paire.
1 B. Ona surtout pas intérét a parier sur un produit impair.
1 C. On aintérét a parier sur un produit pair.

1 D. Peuimporte, aussi bien les sommes que les produits sont équiprobables.
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