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Le selfie de ['auteur

Christophe Cappe

Je suis professeur agrégé de physique a l'université Rennes 1.
Jenseigne en particulier I'électromagnétisme du vide et des
milieux, la thermique et la mécanique dans les licences de
Physique et de Physique-Chimie. J'interviens également dans
les préparations disciplinaires aux concours de recrutement
des enseignants (CAPES et Agrégation).
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En fin de chapitre

Exercices
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1

B Unrésumé de ce qu’il faut retenir.

B Les QCM et exercices permettent
de vérifier ses connaissances
et de s’entrainer aux examens.

B Les corrigés sont détaillés
alafindulivre.

Testez-vous

Corrigés

En fin d’ouvrage

B Un lexique bilingue des Lexique Francais-Anglais
termes clés.
B Unindex pour retrouver

rapidement les notions
principales.

Index

Les + en ligne

Retrouvez sur la page dédiée a l'ouvrage sur le site dunod.com :

B Pour les enseignants : une sélection de figures de 'ouvrage pour
projection en cours.

B Pour les étudiants :

v Des compléments de cours pour aller plus loin.
v Des liens commentés vers des vidéos et sites internet.




Vil

Avant-propos

Les phénomenes électromagnétiques sont omniprésents, que ce soit dans la nature, a
travers les éclairs ou les aurores boréales, dans les systemes biologiques, a I’origine
notamment de la cohésion de la molécule d’ADN ou de la propagation de I’influx
nerveux, ou directement dans notre quotidien dans de larges domaines allant de
I’électronique aux télécommunications.

Cet ouvrage est une premiere approche de I’électromagnétisme du vide, limitée a
la description de phénomenes indépendants du temps. 11 suit le fil de I’histoire qui
a longtemps dissocié les phénomenes électriques des phénomenes magnétiques, du
moins jusqu’a la théorie unificatrice de James Clerk Maxwell a la fin du x1x€ siecle.
La premiere partie de I’ouvrage est ainsi consacrée a 1’électrostatique, c’est-a-dire
I’étude de champs électriques créés par des charges électriques immobiles. La seconde
partie s’intéresse a la magnétostatique, c’est-a-dire I’étude de champs magnétiques
créés par des aimants permanents ou des courants électriques stationnaires. Un
premier chapitre introduit les propriétés mathématiques des champs de vecteurs
dont la maitrise est un préalable indispensable a la formalisation des phénomenes
électromagnétiques en concepts et lois. Pour en faciliter la compréhension et
I’utilisation, le lecteur trouvera tout au long de I’ouvrage des points méthodiques
systématiquement suivis d’un exemple d’application, ainsi que des focus permettant
de préciser certaines notions transversales a I’électromagnétisme.

Pour qu’un exercice d’électrostatique ou de magnétostatique ne se limite pas a une
mise en ceuvre purement mathématique des lois associées, chaque exercice a été
soigneusement choisi pour sa modélisation physique d’une situation concrete tirée
d’applications technologiques, d’expériences historiques ou encore de phénomenes
naturels. Afin d’éviter d’alourdir I’énoncé de ces exercices, toutes les constantes
utiles a leur résolution sont regroupées dans une table en fin d’ouvrage. Le lecteur
y trouvera également un formulaire mathématique avec I’expression des différents
opérateurs vectoriels dans les principaux systémes de coordonnées.
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Outils

mathématiques

Pour bien démarrer

Plusieurs réponses peuvent étre correctes.

1. Pour que deux vecteurs aient leur 4. Lechamp de pression
produit scalaire nul, il suffit : atmosphérique est un champ :
[Ja. qu’ils soient colinéaires; [Ja. scalaire;
[Ib. qu’ils soient orthogonaux ; [Ib. stationnaire ;
[Jc. que l'un au moins soit nul. [ c. uniforme.

2. Pour que deux vecteurs aient leur 5. Dans le repére cartésien de base
produit vectoriel nul, il suffit : orthonormée directe (ay,a,,ua,),
[Ta. qu'ils soient colinéaires ; on considére le champ f(x) = x2.
[Ib. qu’ils soient orthogonaux ; Cla. grad(f) = 2x.
[Ic. que 'un au moins soit nul. CIb. grad(f) = (2x)i,.

3. Lechamp de pesanteur est De. grad(f) = (—2x)i,.

considéré comme localement 6

uniforme. Localement :

[T a. ses lignes de champ sont
horizontales ;

[Ob. il est défini uniquement par
une valeur constante;;

[Cc.ilatoujours la méme direction
et le méme sens.

Objectifs de ce chapitre

- Connaitre les expressions du vecteur déplacement élémentaire en

Un point M est repéré par ses

coordonnées cartésiennes (x, y,z)

dans le repére (0,u,,u,,u,). Le

vecteur déplacement élémentaire

du point M s’écrit de fagon

générale:

Cla.dfy, = dxii, + dyii, + dzii, ;

Ob.d7,, = xi, + yu, + zd,;

Ce.d?y = xdxi, + ydyi, + zdzi,.
Réponses page 195

repérage cartésien, cylindrique et sphérique et savoir retrouver les
expressions des éléments de surface et volume correspondants.

- Savoir calculer pour un champ vectoriel quelconque sa circulation le
long d’un contour et son flux a travers une surface.

- Savoir utiliser un opérateur différentiel vectoriel a l’aide d’un formulaire.
2 - Connaitre les théoremes de Stokes et de Green-Ostrogradsky.




CHAPITRE

Le champ de pesanteur qui explique la chute libre de ce parachutiste au voisinage de la Terre
constitue un exemple de champ vectoriel. Les phénomeénes électromagnétiques, dont il sera
question dans les prochains chapitres, sont eux aussi décrits en tout point de l’espace et a
chaque instant par un champ vectoriel, le champ électromagnétique. L'objet de ce premier

chapitre est d’expliciter les propriétés mathématiques de ces champs de vecteurs, préalable
indispensable a la compréhension du sens physique des lois de [’électromagnétisme.




CHAPITRE 1 | Outils mathématiques

F1 Eléments de calcul vectoriel

-
uZ
T Progression

-
iy

Figure 1.1
Regle du tire-
bouchon de
Maxwell.

Figure 1.2
Coordonnées

d’un point et
composantes d’un
vecteur.

Base orthonormée directe

(B) = (i, 1y, 1) est une base orthonormée si et seulement si :

ou, Lu, Lu (vecteurs orthogonaux 2 a 2) ;

o |l || = I, || = |l Il = 1 (vecteurs unitaires).

Nous considérerons toujours dans cet ouvrage une base orthonormée directe telle
que deux des vecteurs de la base définissent le sens positif du troisieme selon la
régle du tire-bouchon de Maxwell (figure 1.1).

En associant un point O de I’espace a cette base, nous obtenons alors un repere
d’espace noté (R).

Regle du tire-bouchon de Maxwell : le manche du tire-bouchon étant placé sur
i, une rotation de m/2 vers i, fait progresser le tire-bouchon dans le sens de i, .

Coordonnées d’un point et composantes
d’un vecteur

Soit (B) = (ii,,iy,i,) une base orthonormée directe associ€e a un repere d’espace
(R) (figure 1.2).

Définition
e Un point M est repéré par ses coordonnées dans le repere (R) : M(x, y,z).

e Un vecteur v = OM est défini par ses composantes dans la base (B) :
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Le produit scalaire
est distributif pour
I’addition des vec-
teurs: (V; + v, ).V3 =
Vi V3 4V, s

Le produit vectoriel
est anticommutatif :
Vi AVy ==V AV
Le produit vectoriel
est distributif pour
I’addition des vec-
teurs : (V; +V,) A
V3 =V AVz +

Vy A V3.

B} Principaux systémes de coordonnées

Calcul vectoriel

Soient (B) = (u,,u,,u,) une base orthonormée directe, et deux vecteurs v, =
Xyl + yiidy, + Zyld, et Vy = Xyl + Yyli, + Z,ii; . Notons 6 = (v, V,) I"angle tel que
0<6<m.

1.3.1 Produit scalaire

Définition
Le produit scalaire de v, et ¥, est le scalaire, noté v,.v,, défini par : v,.v, = |[i}|| X |[V},]| X cos 6.

L’expression analytique de ce produit scalaire est : V.V, = x;X, + Y5 + 2125-

Nous pouvons déduire de la définition et de I’expression analytique d’un produit
scalaire I’expression de la norme d’un vecteur : V.¥ = x? + y? + z2 = [[¥]| X ||

d’ou ||| = vx2 + y2 + 2.

1.3.2 Produit vectoriel
Définition
Le produit vectoriel de v, et v, est le vecteur, noté ii = v, A V,, défini par :
e sa direction, orthogonale au plan formé par v, et v, ;
e son sens, tel que le triedre (v}, V,,i) soit direct, i.e. donné par la régle du tire-bouchon a
partir de v, et v, ;
* sanorme, [[i]| = [ |[V,[| X sin 6. N2 = N
L’expression analytique de ce produit vectoriel est : i = V| A Vy =|2;X) — 25X

X1Y2 — o)

Pour retrouver Iexpression analytique d’un produit vecto- |y, X,
riel, écrire les composantes des vecteurs v, et v, en colonne y y V.2, = V.2
. . o . 1 2 i1~ 229

comme suit. Le passage d’une ligne a 'autre se fait par | Zé .
=l 2

. . . Xy — X
permutation circulaire des composantes.

Xy X, XY, =X N

)ﬁb Y

B} Principaux systémes de coordonnées

(2.1 Coordonnées cartésiennes

Un point M de I’espace peut étre repéré par ses coordonnées cartésiennes (x, y, z)
dans le repere cartésien (O, i, Uy, ) ol x,y,7 € ]—oo ;4oo[ (figure 1.3). Le vecteur

H

position du point M s’écrit dans ce repérage : OM = xii, + yu, + zil,.




CHAPITRE 1 | Outils mathématiques

Figure 1.3
Repérage cartésien.

Les coordonnées
cylindriques sont
liées aux coordon-
nées cartésiennes
par x = pcosO et
y = psin6 d’ou
pr=x2+y2

Pour une variation infinitésimale dx de la coordonnée x, a y et z fixés, le point M
se déplace de dx selon ii,. En envisageant de la méme facon des variations infini-
tésimales dy puis dz des coordonnées respectives y et z, le déplacement total du
point M est alors défini par le vecteur déplacement élémentaire :

d?,, = dxii, + dyii, + dzii,

Au cours de ce déplacement, le point M a décrit le volume élémentaire dV,, = dxdydz.
Un tel volume définit trois éléments de surface plans : I’élément de surface dS;, = dydz
a x fixé, I’élément de surface dS,, = dxdz a y fixé et enfin I’élément de surface
ds,, =dxdy a z fixé.

[2.2] Coordonnées cylindriques

Un point M de I’espace peut étre considéré comme un point d’un cylindre droit d’axe
(0,1i,). On le repere par ses coordonnées cylindriques (p,60,z) ot p € [0;+oo[ est
le rayon du cylindre, 8 € [0;2n] est I'angle orienté (ﬁx,O—H) avec H le projeté
orthogonal du point M sur le plan (O,ﬁx,ﬁy), 7 € ]—oo ;+oo[ est la cote du point
M sur I'axe (O, i) (figure 1.4).

Les coordonnées cylindriques sont définies dans le repére cylindrique (O, i, , g, i)
ou i, est le vecteur radial colinéaire a OH et iy est le vecteur orthoradial obtenu
par rotation du vecteur i, de +m/2 dans le sens des 6 croissants. Dans ce repere,
le vecteur position du point M s’écrit alors : OM = pui,, + zii,.

Les vecteurs i, et iiy forment une base dite locale (appelée base polaire), car ils

varient avec la position du point M. On peut vérifier que i, = (cos 0)ii, + (sin 0)ii,
_ = ~ S di, _  dii, _

et lig = —(sin 0)ii, + (cos O)ii, ce qui implique que ) = iy et o = —i,.

Le systeme de coordonnées cylindriques trouve son intérét dans le repérage d’une
grandeur physique invariante par rotation autour d’un axe privilégié (probleme a
symétrie cylindrique).
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Figure 1.4
Repérage
cylindrique.

Les coordonnées
sphériques sont liées
aux coordonnées
cartésiennes par
X = rsin 6 cos @,

y=rsinf@sing et
z=rcos@ dou
r2 = x2 +y? + 7%

Notons ici aussi que
la base (i, g, i)
est une base locale,
dépendant de la po-
sition du point M.

B} Principaux systémes de coordonnées

\J
Y

Pour une variation infinitésimale dp de la coordonnée p, a 6 et z fixés, le point M
se déplace de dp selon ii,,. Pour une variation infinitésimale d6 de la coordonnée
0, a p et z fixés, le point M décrit une portion infinitésimale de cercle de rayon
p et d’angle au centre d@ : il se déplace donc de pd8 selon i,. Enfin, pour une
variation infinitésimale dz de la coordonnée z, & p et 8 fixés, le point M se déplace
de dz selon ii . Au final, le déplacement total du point M est alors défini par le
vecteur déplacement élémentaire :

d?,, = dpii, + pd6ii, + dzii,

Au cours de ce déplacement, le point M a décrit le volume élémentaire dV,, = pdpd@dz.
Un tel volume définit trois éléments de surface : I’élément de surface cylindrique
ds,, = pdOdz a p fixé, I’élément de surface plan dS,, = dpdz a 6 fixé et enfin
1I’élément de surface dS,, = pdpd6 a z fixé.

[2.3] Coordonnées sphériques

Un point M de I’espace peut étre considéré comme un point d’une sphere de
centre O. On le repere par ses coordonnées sphériques (7,8,¢) ot r € [0 ;+4oo[
est le rayon de la sphere, 8 € [0 ; ] est ’angle orienté (ﬁz,O—M), ¢ € [0;2n]
est I’angle orienté (ﬁx,aﬁ) avec H le projeté orthogonal du point M sur le plan
(0,u,,u,) (figure 1.5).

Les coordonnées sphériques sont définies dans le repere sphérique (O, ., iig, i, )
ol i, est le vecteur radial, colinéaire a OM, lig appartenant au plan (ﬁZ,O—M)
est le vecteur orthoradial obtenu par rotation du vecteur i, de +mn/2 dans le sens
des 6 croissants et i, appartenant au plan (O, i,,i,) est le vecteur azimutal tel
que i, = U, Alg. Dans ce repere, le vecteur position du point M s’€crit alors :

OM = ri,.
Le systeme de coordonnées sphériques trouve son intérét dans le repérage d’une
grandeur physique invariante par symétrie par rapport a un point privilégié (pro-

bléme a symétrie sphérique).
7
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Figure 1.5
Repérage
sphérique.

1
u
r 0 dO L -
4 : R
. . '
u, H u v i rde
Z s ' - [
. Uy - N uy 1 o
u, T Ll < T
PN u S
o~ i 0oy
\‘[\n » . ‘1\'
el s
® \
H rsin 6

7 sin Odg

Pour une variation infinitésimale dr de la coordonnée r, a 0 et ¢ fixés, le point M
se déplace de dr selon i,. Pour une variation infinitésimale d@ de la coordonnée
0, ar et @ fixés, le point M décrit une portion infinitésimale de cercle de rayon
r et d’angle au centre d@ : il se déplace donc de rd@ selon iiy. Enfin, pour une
variation infinitésimale d¢ de la coordonnée ¢, a r et 0 fixés, le point M décrit
une portion infinitésimale de cercle de rayon r sinf et d’angle au centre d¢ : il se
déplace donc de r sin 6d¢ selon ii,,. Au final, le déplacement total du point M est
alors défini par le vecteur déplacement élémentaire :

dly, = drii, + rd6iiy + r sin 6dei,

Au cours de ce déplacement, le point M a décrit le volume élémentaire dV,, =
r2 sin drd@d¢. Un tel volume définit trois éléments de surface : 1’élément de
surface sphérique dS,, = r? sin 0d0de a r fixé, I’é1ément de surface plan dS,, =
r sin Odrd¢ a 0 fixé et enfin I’é1ément de surface dS,, = rdrd0 a ¢ fixé.

Bilan

Le tableau suivant propose une synthese des résultats établis. Nous pouvons remarquer
que tout élément de surface s’exprime comme le produit de deux des composantes
du vecteur déplacement élémentaire et que 1I’élément de volume s’exprime comme
le produit des trois composantes.

Tableau 1.1 Synthése des principaux systémes de coordonnées.

Repérage Cartésien Cylindrique Sphérique
dz,, dxii, + dyi, + dzii, dpi, + pd6ii, + dzii, drii, + rdiig + r sin 6d i,
ds,, dydz (x = C¥€) pd6dz (p = C*¢) r2 sin 0d0de (r = C€)
ds,, dxdz (y = C*) dpdz (8 = C*) r sin drde (6 = C*¢)
ds,, dxdy (z = C) pdpd6 (z = C) rdrd@ (¢ = C5)
av,, dxdydz pdpdOdz 12 sin 0drd6d
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EJ Notions élémentaires sur les champs

Exemple — Calculs de surfaces et volumes

Etablissons 2 partir des éléments différentiels précédents les expressions de la surface
d’une sphere de centre O et de rayon R, puis du volume d’un cylindre d’axe Oz, de rayon
R et de hauteur /.

En repérant tout point M sur la sphere par ses coordonnées sphériques (R, 0, @), sa surface est :

n 2
s= b ds, = R*[sin0do [ dp = 4nR>.
M esphere 0 0

De méme, en repérant tout point M dans le cylindre par ses coordonnées cylindriques
(p,0,2), son volume est :

R 2w h
v=[[ avy =[pdp[d6[dz = nR>n
0 0

M ecyclindre 0

EJ Notions élémentaires sur les champs

Sauf mention con-
traire, nous nous
limiterons dans cet
ouvrage a des ch-
amps stationnaires.

Définition

e On appelle champ d’une grandeur physique G, définie dans un domaine D de I’espace, a
un instant # donné, I’ensemble des valeurs de G aux différents points M de ce domaine a
cet instant. Nous le noterons de facon générale G(M,¢). La connaissance des valeurs du

champ sur les limites du domaine D, appelées conditions aux limites, sera fondamentale
pour déterminer completement le champ.

e Si la grandeur physique est un scalaire, définie par la donnée d’un seul nombre, on parle de
champ scalaire. En revanche, si la grandeur est vectorielle, définie par trois composantes
dans une base donnée, on parle de champ vectoriel.

e Si le champ est indépendant de la position de M, il est dit uniforme : G = G(t). Si le champ
est indépendant du temps, il est dit permanent ou stationnaire : G = G(M).

Exemples

— Considérons une barre métallique, de longueur ¢ selon un axe Ox, calorifugée sur sa
face extérieure, et dont les extrémités sont reliées a deux thermostats de températures
différentes 7; en x = 0, et 7, < 7, en x = /. En régime permanent, la température dans

L-T

la barre, en tout point M d’abscisse x, est de la forme T'(x) = T} — x. Il existe

donc un champ de température dans la barre. Ce champ est scalaire car un thermocouple
plongé dans la barre indiquerait une température ne dépendant que de sa position.

— Considérons un écoulement d’eau dans une conduite cylindrique. L’ensemble des vitesses
prises a chaque instant en tout point de la conduite par les différentes particules de fluide
constitue un champ vectoriel V(M) appelé champ des vitesses : la particule de fluide qui
se trouve au point M a I’instant considéré a une vitesse représentable par une orientation
(sens et direction) et un module.
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Définition
Soit un champ vectoriel a(M).
On appelle ligne de champ une courbe tangente en chaque point M au vecteur a, orientée

positivement dans le sens du champ (figure 1.6). L’ensemble des lignes de champ qui s’ap-
puient sur une courbe fermée donnée est appelée tube de champ.

Ligne de champ

+) R
a(M)
M
Figure 1.6 4
Ligne de champ. M

L’orientation positive d’une courbe impose le sens du vecteur déplacement
élémentaire d/,, en M. Ce vecteur étant porté par la tangente en M a la ligne de
champ, alors a(M) A d?l,, = 0. Cette relation permet d’établir I’équation d’une
ligne de champ.

Exemple — Ecoulement dans une conduite

Reprenons I’exemple de 1’écoulement permanent d’eau dans une longue conduite horizontale
d’axe (O, i, ). En repérage cylindrique, le champ des vitesses est de la forme V(M) = v_(p)i..
Les lignes de champ (aussi appelées lignes de courant) sont donc des droites paralléles a
I’axe de la conduite. Dans ce cas, la conduite elle-méme constitue un tube de champ.

Circulation d’un champ vectoriel

Soit une courbe (I'), orientée positivement de maniere arbitraire d’un point A a un
point B. Une telle courbe est appelée contour. En tout point M d’un contour, le
vecteur déplacement élémentaire ds - tangent a (I') au point M, est orienté dans
le sens positif choisi de (') (figure 1.7).

Figure 1.7
Définition d’un
contour.

Le « rond » sur Définition

le signe de I’inté- Soit un champ vectoriel a(M).
g(r)?lltf)ljﬁrll"l)ﬁ ceoglslied:: On appelle circulation élémentaire de a le long de (I") le produit scalaire : dC(a) = a(M ).d? ”
1é est fermé. La circulation de a le long de (I') est obtenue en faisant la somme de toutes les circulations
€lémentaires depuis le point A jusqu’au point B : Cr(d) = I a(M).d7 M-
Me(T)
A—>B

En particulier, si sa circulation est nulle le long de tout contour fermé, le champ a est dit a

circulation conservative : C (@) = Cﬁ a(m ).d—ZM =0.
Me(T)

m



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Figure 1.8
Décomposition d’un
contour fermé.

\| lindre d’axe (O, ii,) de rayon R, et V(M) = QR

EJ Notions élémentaires sur les champs

Propriété

La circulation d’un champ a circulation conservative est indépendante du chemin suivi entre
deux points donnés.

Justification

Considérons deux contours quelconques (I';) et (I",) orientés positivement d’un point A a
un point B (figure 1.8). Notons C(Fl)(d) et C(Fz)(é) respectivement la circulation du champ
vectoriel @ le long de ces contours.

La circulation de a le long du contour orienté fermé (I') = (I';) U (I',) est donc
Cir, (@) — Cr,y(a) compte tenu des orientations respectives de chaque contour. Le champ

a €tant a circulation conservative, alors Cr(d) = Cﬁﬁ.d? =0= C(rz)(ﬁ) - C(l-l)(ﬁ),

soit (@) = Cir,(@). )
dr
r
) )
B
()
dr 4
A dfy

Dans le cas particulier ot le champ vectoriel est une force F (M), sa circulation le
long de la trajectoire suivie par une particule matérielle entre deux points A et B
a une signification physique précise : c’est le travail de la force appliquée a la
particule entre ces deux points.

Exemple — Champ des vitesses d’un cyclone

| Repérons tout point M de I’espace par ses coordonnées cylindriques (p,0,z) dans le repere

cylindrique (O, i, lig, i,). On modélise un cyclone par un écoulement d’air dont le champ
des vitesses s’écrit V(M) = Qpiig a 'intérieur de I’ceil du cyclone, assimilé a un long cy-
2

lig a I’extérieur de I’ceil du cyclone. Q est

la norme d’un vecteur Q = Qi , appelé vecteur tourbillon.

Calculons la circulation de v(M) le long d’un cercle (I') de rayon p, centré sur I’axe (O, ii. )
et orienté dans le sens des 6 croissants.

2w
~ Pourp < R:Cry(¥) = § w(M).dly = [ Qpiiy.p i, = 2mQp>.
Me(T) 0
2 2
~ Pourp = R: Cry() = |
0

13.2] Flux d’un champ vectoriel

Soit un contour (I') fermé et soit une surface (X) quelconque s’appuyant sur ce

contour (figure 1.9).
11
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Figure 1.9

Surface ouverte

(ad gauche) et surface
fermée (a droite).

m

On convient d’orienter tout élément de surface dS,, entourant un point M de (X)
par un vecteur unitaire 7,,, perpendiculaire a dS,, et dont le sens est donné par la
regle du tire-bouchon de Maxwell : un tire-bouchon dont le manche tourne dans le
sens positif de (I') perce (£) dans le sens de 7,, au point M considéré. On appelle

alors vecteur élément de surface le vecteur dS,, = 7i,,dS,,.

©) M ii

Yy---=-F-
1
1
1
|
1

Une surface ouverte s’appuie toujours sur un contour fermé, alors qu’une surface
fermée engendre un volume et ne peut donc s’appuyer sur un contour fermé.
Dans le cas d’une surface fermée, on oriente conventionnellement le vecteur
normal 7i,, de I'intérieur vers I’extérieur.

Soit un champ vectoriel a(M).

On appelle flux élémentgire de a a travers un élément de surface dS,, de (X) le produit
scalaire dP(a) = a(M).dS,,.

Le flux de a a travers (X) est obtenu en faisant la somme des flux élémentaires a travers

chacune des surfaces €lémentaires constituant (2) : @5(d) = JJ a(M).dS M-
Me(E)
En particulier, si son flux est nul a travers toute surface (X) fermée, le champ a est dit a flux
conservatif : @) (a) = ” é(M).dS‘M =0.
Me(x)

Propriété

Le flux d’un champ a flux conservatif est le méme a travers toute surface ouverte qui s’appuie
sur un contour fermé donné.

Justification

Considérons deux surfaces quelconques (Z,) et (X,) s’appuyant sur un méme contour fermé
(figure 1.10). Notons (I)(Zl)(ii) et (D(EZ)(Zi) respectivement le flux du champ vectoriel a a
travers chacune de ces surfaces.

Le flux total de a a travers la surface fermée (X) = (,) U (X, ) orientée vers I’extérieur est donc
D5, (@) — @3, (a) compte tenu des orientations respectivss de chaque surface. Le champ a
étant a flux conservatif, on obtient donc @y (a) = #&.dS =0= (I)(El)(ﬁ) - CD(ZZ)(&), soit
D5\ (a@) = D5,(a). ()
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Figure 1.10
Décomposition
d’une surface
fermée.

EJ Notions élémentaires sur les champs

@

(22)

La notion de flux en physique

En physique, le flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface traduit la quantité d’'une
grandeur physique qui traverse par unité de temps la surface. Ainsi, le débit volumique
d’un écoulement a travers la section d’une conduite est le volume de fluide qui traverse la
section par unité de temps. On montre que ce débit est le flux du champ des vitesses du
fluide a travers la section. De méme, l'intensité du courant électrique dans un fil est le débit
de charges a travers une section du fil, c’est-a-dire la quantité de charges électriques qui
traverse la section par unité de temps. L'intensité du courant correspond au flux a travers la
section d’un champ de vecteurs appelé vecteur densité de courant électrique (voir chapitre 8).
On parle aussi de flux d’'un champ électrique ou d’'un champ magnétique, méme s’il ne peut
s’agir pour ces deux cas de 'écoulement d’une quantité physique a travers une surface.

Exemple — Champ gravitationnel terrestre

Repérons tout point M de 1’espace par ses coordonnées sphériques (r,0, @) dans le repere
sphérique (O, i, g, i, ). En modélisant la Terre par une sphere de centre O, de rayon Ry et
de masse M répartie de facon homogene, le champ gravitationnel a I’intérieur de la Terre
GM;,

R}

est Gp(M) = — ri, (r < Ry) ou G désigne la constante de gravitation universelle et

= M
Gr(M) = _G ~Lii, alextérieur (r > Ry).
r
Calculons le flux de G, (M) a travers une sphére (X) de rayon r et de centre O. L’élément de

surface dS,, entourant un point M de la sphere est orienté par convention vers I’extérieur et

est perpendiculaire en M a la surface. II est donc orienté selon le vecteur unitaire i,, porté
par le rayon OM de la sphere.

— Pour r < Ry : @5 (Gy) = # G;(M).dS,, = S[gg —gAgT rii,.r’sin6dodgii,.
Me(X) Me(X) T
- QM T 2
Par séparation des variables, on arrive finalement a : @5, (G ) = - R3T "3 J sinfd6@ J do =
T 0 0

3
—AnGM (RL) .
T

~ M
— Pourr 2 Ry : ®5(Gy) = # —grzT ii,.r’sin0d0 doii, = —4nGM;.

Me(Z)
13
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Opérateurs différentiels vectoriels

’7‘

Le gradient

Considérons, une nouvelle fois, I’exemple de la barre calorifugée dont les extrémités
sont portées a des températures différentes. En régime permanent, la variation infini-
tésimale de température entre deux points M et M’ infiniment proches, d’abscisses

respectives x et x + dx, est dT = T(x + dx) — T(x) = d—T(x)dx ou %(x) désigne
la dérivée de la fonction 7'(x) évaluée au point M.

Quittons maintenant le cas unidimensionnel de la barre pour considérer le champ
de température existant par exemple dans une piece d’habitation chauffée. Entre
un point M repéré par ses coordonnées cartésiennes (x, y,z) et un point M’ infini-
ment proche de coordonnées (x + dx, y + dy, z + dz), la variation correspondante
de température s’écrit désormais :

JaT JaT JaT
dT =T(x+dx,y +dy,z+d7) = T(x,y,2) = =2(x%, 3, 2)dx + =205, 3, 2)dy + = (%, 3, 7) dz-
X y Z

Cette expression, appelée différentielle totale de la fonction 7'(x,y,z), peut
aussi étre vue comme le produit scalaire du vecteur déplacement élémentaire

d@M = MM’ = dxii, + dyﬁy + dzii, et d’un certain champ de vecteurs de com-

posantes [G_T a—T B_TJ ¢valuées en M dans la base cartésienne (i, i, 1, ). Un tel

dx dy 0z
champ est appelé gradient du champ de température et noté gr?l(T).

Soit U un champ scalaire. On appelle gradient de U, noté ngi(U ), le champ vectoriel tel que

dU = gr?l(U ).d 7. Cette relation définit de facon intrinséque le gradient d’un champ scalaire
car elle est indépendante du systéme de coordonnées choisi.

En coordonnées cartésiennes, le gradient du champ U s’écrit sous la forme :

e oUu_. oU_ dU ..
grad(U) = a—xux I guy “F E)_zuz

Il ne faut surtout pas chercher a exprimer le gradient d’un champ scalaire dans
d’autres systémes de coordonnées en I’extrapolant a partir de son expression en
coordonnées cartésiennes. Il faudra toujours se reporter au formulaire en annexe
et de méme pour les opérateurs présentés par la suite.

Sens physique

Pour en appréhender le sens physique, détaillons pour cela quelques propriétés du

gradient d’un champ scalaire U.

o grad(U) est dirigé selon le signe des dérivées partielles ?)—U v et v donc

— . . x dy 0z
grad(U) est dirigé dans le sens des U croissants.
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B3 Opérateurs différentiels vectoriels

o Pour un déplacement élémentaire d/ le long d’une surface équi-U ou surface
de niveau de U, c’est-a-dire une surface sur laquelle U a une valeur constante,
dU = 0 donc grad(U) L d/ : grad(U) est normal aux surfaces équi-U.

o Ennotant 8 I’angle entre grad(U) et d au point considéré, nous pouvons écrire
par définition du produit scalaire : dU = @H(U).d? = ||@(U)||.||d?||.cost9.
Jeradcwen o7 g imal
U est obtenue pour 6 = 0, soit pour un déplacement d / dans la direction de grad(U).

Ainsi, la direction de g_ma(U ) est celle le long de laquelle le champ U varie le
plus intensément.

Le gradient d’un champ scalaire U traduit le caractere non-uniforme de ce champ. II est
orienté dans le sens de croissance de U, sa direction, normale aux surfaces de niveau de U,
correspondant a la plus grande variation spatiale de U.

étant donnés, nous en déduisons que la variation maximale de

Exemple — Gradient de pression au sein d’un liquide

Dans un liquide de masse volumique (i, au repos dans le champ de pesanteur g supposé
uniforme relativement a un référentiel considéré comme galiléen, existe un champ de
pression de la forme p(M) = p, — gz, ol le point M est repéré par sa cote z sur un axe
vertical ascendant (O, ii. ).

Il existe donc un gradient de pression au sein du liquide, vertical et descendant, per-
pendiculaire en M au plan z = C*¢ qui constitue une surface de niveau de la pression :
o dp _ ~ . . ,

grad(p) = d—puz = —ugii.. Ce gradient est un champ uniforme. Dans I’eau (1 = 103kg - m=3),

z
la norme du gradient de pression est de I’ordre de 10* Pa - m~!. Ceci signifie que tout dépla-

cement dans le sens de grad(p) conduira a une augmentation de la pression dans I’eau de
1 bar tous les 10 métres parcourus, résultat bien connu en plongée sous-marine.

La divergence

Soit un champ vectoriel @ dont le flux sortant d’une surface fermée définissant un volume

élémentaire dV est d®. On appelle divergence de a, noté div(a), le champ scalaire tel que
d® = div(a)dV.

Cette relation dont on exclut toute démonstration constitue la définition intrinseque
de I’opérateur divergence. Elle permet d’exprimer cet opérateur dans différents
systeémes de coordonnées. On se reportera pour le calcul de la divergence de
tout champ vectoriel au formulaire situé en annexe.

Exemple — Champ gravitationnel terrestre

Reprenons I’exemple du champ gravitationnel terrestre et calculons la divergence de ce
champ en tout point M de I’espace.

La divergence d’un champ vectoriel d = a,i, + aglig + a,li, s’ écrit en repérage sphérique

m

Aa,r?) 1 dagsing) 1 (a,)
ar rsin9 ae rsine a(p :

1
(voir formulaire) : div(a) = -
,
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Figure 1.11
Lignes du champ
gravitationnel
terrestre.

Figure 1.12

Les flux sortants
atravers deux
faces élémentaires

adjacentes se
16

compensent.

Pour calculer aisément la divergence du champ, on identifie au préalable ses composantes non
nulles dans la base sphérique puis leurs dépendances selon les coordonnées sphériques du
point M. Pour le champ gravitationnel terrestre, nous avons simplement G (M) = Gy .(r)u,,

1 d(Gy,r?)

aussi div(G,) = —
(Gr) rr dr

M. -
— Pourr S R : Gy, (r) = —gR3T r soit div(G;) =
T

1 (_ GM )d(ﬁ) __36M;

2R’ ar R}

d(-gM)
dr

11 peut étre tentant, comme son nom I’indique, d’associer la divergence d’un champ vec-

toriel au caractére divergent (ou convergent) de ses lignes de champ. Dans notre exemple,

les lignes de champ sont radiales et convergent vers le point O, bien que la divergence du

champ gravitationnel soit nulle a I’extérieur de la Terre (figure 1.11). La divergence d’un

champ vectoriel n’est donc pas toujours une mesure de la divergence de ses lignes de champ.

&

=0.

My 1
— Pourr 2 Ry : Gy (r) = g oL soit div(Gy) = —
r r

Gr(M)

Théoréme de Green-Ostrogradsky

Le théoréme de Green-Ostrogradsky dit que le flux d’un champ vectoriel @ sortant d’une
surface fermée (Z) est égal a I’intégrale de sa divergence, étendue au volume (7) délimité

par () :
@a.cﬁ = jjjdiv(a)dv
(Z) (1)

On peut comprendre 1’origine de ce théoréme en décomposant (7) en parallélépi-
pedes élémentaires de volume dV. Par définition, le flux sortant de chacun de ces
volumes, orientés par convention vers 1’extérieur, est d® = div(a)dV. Or, le flux
sortant d’une face de I’un compense le flux sortant de la face adjacente de 1’autre
(figure 1.12). En sommant tous les flux sortants de tous les volumes élémentaires
constituant (7), le résultat net est donc égal au flux sortant a travers la surface
fermée ().
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W Mikhail Ostro-
gradsky (1801-1862)
est un physicien et
mathématicien russe

connu pour avoir éta-
bli le théoreme de la
divergence.

B3 Opérateurs différentiels vectoriels

Si a est a flux conservatif alors par définition, @Zz.dg = 0 pour toute surface

(%)
fermée (X), ce qui implique que div(a) = 0 en tout point de 1’espace et ce
réciproquement.

Exemple — Champ gravitationnel terrestre

Nous pouvons vérifier a ce stade la validité du théoréeme de Green-Ostrogradsky pour le
champ gravitationnel terrestre dont nous avons calculé la divergence en tout point de I’espace,
ainsi que le flux sortant a travers toute sphere (X) de rayon r et de centre O.

3
— Pour r < Ry, le flux sortant est (ID():)(GT) = S[gg Gy (M).dS,, = —4nGM, (RL) et
Me(x) T

div(G;) = -

36M .
i* L Alors, en notant (7) le volume que définit la sphére de rayon r:
T
3GM 3GM. 4 .
[[] d@iv(Grom)av, = ] - g LV, =- EA = @3, (Gy)
M T R; 3
(1) Me(t)

— Pour r =2 Ry, le flux sortant est @(Z)(GT) = —4nGM, et div(G;) = 0. On décompose
alors I’intégrale en volume en deux termes, le premier terme correspondant a une
intégrale sur le volume d’une sphere de rayon R; :

[[] div(Gran)avy, = [[] div(Gr(m))dvy, + [[[ div(G,(M))dv,,
Me(T) r<Ry r2Ry
- _3gRA;IT x %WR% +0 = @ (Gy)
T

Attention a ne pas aller trop vite dans le calcul de I’intégrale en volume : div(GT) =0
uniquement pour r = R;. Or, on intégre sur I’ensemble des points M qui appartiennent
au volume de la sphere, y compris les points tels que r < R, d’ou la décomposition de
I’intégrale.

Le rotationnel

I
.
.

Définition

Soit un champ vectoriel a dont la circulation le long d’un contour fermé définissant une
surface élémentaire orientée dS est dC. On appelle rotationnel de @, noté rot(a), le champ
vectoriel tel que dC = rot(a).ds.

Cette relation constitue la définition intrinseque de ’opérateur rotationnel. Elle
permet d’exprimer cet opérateur dans différents systemes de coordonnées. On
se reportera pour le calcul du rotationnel de tout champ vectoriel au formulaire
situé en annexe.

Exemple — Champ des vitesses d’un cyclone

Revenons a I’exemple du champ des vitesses dans un cyclone et calculons le rotationnel de

ce champ en tout point M de I’espace.
17
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Figure 1.13
Lignes du champ
des vitesses d’'un

cyclone.

B George Gabriel
Stokes (1819-1903),
mathématicien et physi-
cien britannique, est no-
tamment connu pour ses
travaux sur les fluides
Visqueux.

M

Outils mathématiques

Le rotationnel d’un champ vectoriel @ = ayli, + agiig + a i, s’€crit en repérage cylindrique

(voir formulaire) : rot(d) = [lai - a&]ﬁ + l:aﬁ - %]ﬁe + [l—a(p%) - la&]ﬁ .

padd dz [P oz ap p dp pag-
Tout comme nous 1’avons fait pour la divergence, il faut, avant de se lancer dans le calcul
du rotationnel du champ, identifier au préalable ses composantes non nulles dans la base
cylindrique puis leurs dépendances selon les coordonnées cylindriques du point M. Pour
le champ des vitesses dans un cyclone, nous avons simplement V(M) = v,(p)i,, aussi

— 1 d(PV(;):|~
T =] - .
rot(V) [p ap i,
. 2
— Pour p < R : vy(p) = Qp, soit roi(v) = [lm}ﬁz = 20Qi..
p dp
2 . 2 -
— Pour p 2 R : Vy(p) = QR , soit rot(V) = [l@}i? =0.
p

Il peut aussi étre tentant ici d’associer le rotationnel d’un champ vectoriel au caractere tour-
nant (ou tourbillonnaire) de ses lignes de champ. Dans notre exemple, les lignes de champ
sont des cercles d’axe (O, ii,) et s’enroulent autour du point O bien que le rotationnel du
champ des vitesses soit nul a ’extérieur de 1’ceil du cyclone (figure 1.13). Le rotationnel
d’un champ vectoriel n’est donc pas toujours une mesure de la tendance a I’enroulement
de ses lignes de champ.

v(M)

Ou,

Théoréme de Stokes

Définition
Le théoreme de Stokes dit que la circulation d’un champ vectoriel @ le long d’un contour
(') fermé est égale au flux du rotationnel de a a travers une surface (X) quelconque s’ap-

puyant sur (I') :
gSa.a? = jj' rot(a@).dS
@) (2)

On peut comprendre 1’origine de ce théoréme en décomposant (X) en rectangles
élémentaires, tous orientés dans le méme sens, et de surface dS. Par définition, la
circulation le long de chacun de ces rectangles est dC = rot(&).dg . Or, la circu-
lation le long d’une portion de I’un compense la circulation le long de la portion
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Figure 1.14

Les circulations

le long de deux
portions de contour
élémentaire
adjacentes se
compensent.

B3 Opérateurs différentiels vectoriels

adjacente de I’autre (figure 1.14). En sommant toutes les circulations le long de
tous les contours élémentaires constituant (X), le résultat net est donc égal a la
circulation le long du contour fermé (I").

(62}

(+)

Si a est a circulation conservative alors par définition gg d.d? = 0 pour tout
- - ()

contour fermé (I"), ce qui implique que rot(a) = 0 en tout point de 1’espace et

ce réciproquement.

Exemple — Champ des vitesses d’un cyclone

Nous pouvons vérifier a ce stade la validité du théoréeme de Stokes avec le champ des
vitesses d’un cyclone, dont nous avons calculé le rotationnel en tout point M de 1’espace,
ainsi que la circulation le long d’un cercle (I") de rayon p et d’axe (O, i, ). Il faut, pour

cela, calculer le flux de H(V) a travers une surface (X) s’appuyant sur le cercle (I'). Le

plus simple est de considérer comme surface celle du disque définie par (I'). En tout point

M de ce disque, le vecteur surface élémentaire s’écrit d§M = pdpd0ii, compte tenu de

I’orientation de ().

— Pour p < R, la circulation est Cpy(V) = 2nQp? et rFt(T/) = 2Qii. On obtient immé-
diatement :

[J rot@m).dSy, = [[ 2Qi.dsya, =2Q [[ ds, = 2mQp* = Cr\(¥)
Me(X) Me(Z) Me(X)

— Pour p 2 R, la circulation est Cr\(V) = 2TQR? et r?t(ﬁ) = 0. On décompose alors
I’intégrale de surface en deux termes, le premier terme correspondant au flux de rot(v)
a travers un disque de rayon R :

J’ J’ rot(¥(M)).dS,, = H rot(¥(M)).dS,, + j j 10L(7(M)).dS), =2TQR>+0 = C ()
Me(X) P<R Pp=R

Combinaison d’opérateurs

Appliquer 'opérateur gradient, divergence ou rotationnel sur un champ conduit,
comme nous venons de le voir, & un nouveau champ. Appliquer, a nouveau, I’un de
ces opérateurs a ce champ permet d’obtenir des résultats extrémement importants

en analyse vectorielle.
19
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e Le laplacien scalaire d’un champ scalaire U est un nouveau champ scalaire, noté AU, et
défini par :
AU = div(grad(U))
En coordonnées cartésiennes, le laplacien scalaire du champ U s’écrit sous la forme :
_0*U |, ’°U , °U

ap=22,0Y  Y
x> dy* 972

e Le laplacien vectoriel d’un champ vectoriel @ est un nouveau champ vectoriel, noté Ad,
et défini par :

Ad = grad(div(a@)) — rot(rot(a))
En coordonnées cartésiennes, le laplacien vectoriel du champ a s’écrit sous la forme :

Ad = (Aa, )i, + (Aay)ﬁy + (Aa,)i,
Ao _ d%q . aq; . d*a
TR gx2 0 9y? 922

du champ a.

i

est le laplacien scalaire de la composante cartésienne q;




Testez-vous

La circulation d’un champ vectoriel a le
long d’un contour (I") orienté d’un point A a

un point Best C - (a) = J. Zl(M).dzM,

Me(T)
A—B

et son flux a travers une surface (X) est
D5 (@) = H a(M).dS,,.

Me()
Le gradient d’un champ scalaire U est
le champ vectoriel noté grad(U) tel que
dU = grad(U).d /. Un gradient est toujours
perpendiculaire aux surfaces de niveau de

U et orienté dans le sens de croissance
de U.

Le flux d’un champ vectoriel d sor-
tant d’une surface fermée (X) est égal
a I’intégrale de sa divergence, éten-

Plusieurs réponses peuvent étre correctes.

Le gradient du champ de
température dans une piéce est :
a. perpendiculaire a une surface de
niveau de la température ;
b. dirigé vers les températures
croissantes ;
c. un champ scalaire.

On considére que la température 7
croit radialement de 30 K en moyenne
par kilométre de profondeur dans la
Terre assimilée a une sphére de centre
0, origine du repére sphérique. Le
gradient de température exprimé en
K/m dans la Terre s’écrit :

a. grad(T') = 0,03ii,, ;

b. grad(T') = -0, 034, ;

c. grad(T) = 304,.
On considére un cylindre d’axe
(0,u,), de hauteur h et de rayon R.
Dans le repére cylindrique,

due au volume (7) délimité par (%)
(théoréme de Green-Ostrogradsky) :
@a.dﬁ = H j div(d@)dV. Si le champ est
(2) (1)

a flux conservatif, alors son flux a tra-
vers (X) est nul donc div(a) = 0 et ce
réciproquement.

La circulation d’un champ vectoriel
a le long d’un contour (I') fermé est
égale au flux du rotationnel de a a tra-
vers une surface (X) quelconque s’ap-
puyant sur (I') (théoréme de Stokes) :
¢ ad? = [[rot(@).dS. Sile champ esta

(I (%)
circulation conservative, alors sa circula-

tion le long (I") est nulle donc Et(a" ) = 0
et ce réciproquement.

I’élément de surface orienté qui
entoure un point M de la surface
latérale s’écrit :

a.dS), = (RdOdz)ii, ;
b. dS,, = —(Rd6dz)ii, ;
c.dS,, = (Rdpdz)ii,,.
Le flux d’un champ de vecteurs

a travers une surface orientée
quelconque est :

a. toujours positif ;
b. dépend de I’orientation de la
surface ;
c¢. toujours nul si la surface est
fermée.
Un champ de vecteurs a circulation
conservative est :
a. de divergence toujours nulle.
b. de gradient toujours nul.
c. de rotationnel toujours nul.

Réponses page 195

m
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Exercices

Corrigés page 195

1 Vecteurs déplacement élémentaire
a. On note (B,,,) = (ii,,i,,i_) la base carté-

sienne et (B,,;) = (ii,, iig,i,) la base cylin-

4

drique attachée a un point M donné de I’espace.
Exprimer les vecteurs ii, et iig dans la base
cartésienne. En déduire I’expression du vecteur
déplacement élémentaire dOM = d/ » du point
M dans la base cylindrique en différenciant
directement le vecteur position OM exprimé
dans cette base.

b. Répondre aux mémes questions en considérant
cette fois la base sphérique (B, ,;,) = (i, , lig, i, )
attachée au point M.

2 Calcul de surfaces et de volumes

a. Calculer la surface d’une calotte sphérique
de rayon R et de hauteur A.

b. Calculer le volume d’un cone de hauteur / et
de base de rayon R.

3 Expression du gradient dans différents
systémes de coordonnées

A partir de la définition intrinseque du gradient,

exprimer le gradient d’un champ scalaire U en

repérage cylindrique puis en repérage sphérique.

4 Gradient d’indice dans une fibre optique
On considere une fibre optique constituée de
deux cylindres concentriques d’axe (O, ii_ ). Tout
point dans la fibre est repéré par ses coordonnées
cylindriques (p,60,z) dans la base cylindrique
(i, lig,i,).

L’indice de réfraction de la partie centrale de
rayon a = 25 um, appelée cceur, varie contind-
ment avec la distance p a I’axe optique. Celui
de la partie externe, appelée gaine, est constant,
de valeur n, = 1,445.

On modélise I’indice dans le coeur par le pro-

[ 2
fil parabolique : n(p) = n;4/1 - ZA(B) ou n,
a

2 _ 52
= 1,460 et ot A = %

2711

Exprimer le gradient d’indice dans le coeur de
la fibre. Vérifier qu’il est bien perpendiculaire
aux surfaces équi-indice que I’on précisera et
orienté vers les indices croissants. Calculer sa
valeur maximale.

5 Opérateurs en repérage cylindrique
On repere tout point M par ses coordonnées cylin-
driques (p,0,z) dans le repére (O, i, lig, i, ). En

se reportant au formulaire, calculer :

—(cos@ _ )
a. rot u, |
P

b. div(pii,).
c. A(lnp).

6 Opérateurs en repérage sphérique

On repere tout point M par ses coordonnées sphé-
riques (7,0, ) dans le repere (O,ﬁ,,ﬁe,ﬁq,). En
se reportant au formulaire, calculer :

a. rot(iy,).

b. g—raa(l).
r

C grad(coie).

7 Champ a circulation conservative

On repere tout point M par ses coordonnées
sphériques (7,0, ¢) dans le repere (O, ii,., g, ﬁ¢ ).

. I k.o
Soit le champ vectoriel a(M) = —-iu, ou k est
r

une constante positive. Montrer que le champ a
est a circulation conservative. Utiliser ce résultat
pour calculer la circulation du champ d le long
du trajet orienté AC représenté ci-dessous.




8 Flux a travers une surface fermée

On repere tout point M par ses coordonnées cylin-
driques (p,0,z) dans le repere (O,ﬁp,ﬁe,ﬁz).
Soit le champ vectoriel a(M) = kpiig ou k est
une constante positive. Calculer le flux sortant
a travers la surface fermée constituée d’un quart
de cylindre droit, d’axe (O, i, ), de hauteur & et
de rayon R. Pourquoi pouvait-on s’attendre a un
tel résultat ?

D

N,

<
S

(0] i,
Conseil La surface fermée considérée est consti-
tuée de 5 surfaces ouvertes. Les orienter cor-
rectement et calculer le flux du champ @ a travers
chacune d’elle.

9 Champ a flux conservatif
On repere tout point M par ses coordonnées cylin-
driques (p, 0, z) dans le repeére (O,ﬁp,ﬁe,ﬁz ). Soit

le champ vectoriel a(M) = %kpﬁe.

a. Calculer le champ vectoriel b= r?t(é). Jus-
tifier que b est a flux conservatif.

b. En considérant un contour (I') fermé et une
surface (X) s’appuyant sur (I'), montrer a
I’aide du théoreme de Stokes que le flux de
b a travers (%) est égal a la circulation de a
le long de (T') : H b.dS = @ adi.

() I

c. Calculer la circulation du champ a le long
d’un cercle orienté de rayon R, de centre O et
d’axe (0, i, ). Vérifier la validité de la relation
intégrale précédente en calculant le flux de
b a travers la surface du disque qui s’appuie
sur le cercle orienté.

d. Calculer de méme le flux de b a travers un
hémisphere de rayon R s’appuyant sur le cercle
orienté. Commenter le résultat.
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