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L’aiguille aimantée de cette boussole s’aligne selon la direction de la composante horizontale 
du champ magnétique terrestre. Que ce soit à l’échelle atomique comme à celle du noyau 
terrestre, les champs créés par l’aiguille et la Terre peuvent être décrits par des boucles de 
courant, appelées dipôles  magnétiques. Comme nous le verrons dans ce chapitre, un dipôle 
magnétique présente une forte analogie avec le dipôle électrique, tant par ses eff ets que par 
son comportement dans un champ appliqué.

Pour bien démarrer
Plusieurs réponses peuvent être correctes. 

1. Les lignes du champ 
magnétostatique créé par une 
spire circulaire d’axe O uz

,,( )  
parcourue par un courant :

 oa. sont parallèles à l’axe O uz
( , ) ;

 ob. s’enroulent autour de la spire ;
 oc.  sont orientées par un  

tire-bouchon qu’on tourne 
dans le sens choisi pour défi nir 
l’intensité du courant.

2. Une boussole, assimilée à petite 
aiguille aimantée pouvant tourner 
librement autour d’un axe vertical, 
est dirigée vers :

 oa. le pôle Sud géographique ;
 ob. le pôle Nord géographique ;
 oc. le pôle Sud magnétique.

3. Le spin d’un électron atomique :
 oa.  est homogène à un moment 

cinétique ;
 ob.  traduit classiquement le 

mouvement orbitalaire de 
l’électron autour du noyau ;

 oc.  est une propriété purement 
quantique.

4. Le champ magnétique terrestre :
 oa.  est dû à l’aimantation de la 

Terre ;
 ob.  est dû à des courants de 

convection dans le noyau de 
la Terre ;

 oc. fl uctue au cours du temps.

Le dipôle 
magnétostatique 11

CHAPITRE

Réponses page XXX

178 179

Objectifs de ce chapitre
• Connaître les conditions de l’approximation dipolaire.
•  Exprimer le moment dipolaire magnétique d’une boucle plane de 

courant stationnaire.
• Utiliser l’expression du champ créé par un dipôle magnétostatique.
•  Calculer les actions mécaniques subies par un dipôle magnétostatique 

rigide et son énergie potentielle d’interaction dans un champ 
appliqué stationnaire.

• Décrire classiquement l’origine de l’aimantation d’un milieu matériel.
• Décrire le champ géomagnétique réduit à sa composante dipolaire.

9782100780846_CH11.indd   178-179 2/8/19   8:53 PM
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■1   La loi de CoulombChapitre 3  Le champ électrostatique

La loi de Coulomb1

La loi de Coulomb stipule que la force d’interaction 


/F1 2 exercée dans le vide par une 
charge ponctuelle q1, fixe en un point P1 relativement au référentiel d’étude, sur une 
charge ponctuelle q2, fixe en un point P2 et située à la distance =r P P12 1 2 de la charge q1 
(figure 3.1), s’écrit :

/ /
1

41 2
0

1 2

12
2 1 2F

q q
r

u




ε
=

π

•	 =�
� ����

/u
P P
P P1 2

1 2

1 2
 est un vecteur unitaire orienté de P1 vers P2.

•	ε = × −,8 854 2 100
12 F ⋅ m−1 (ou C2 ⋅ m−2 ⋅ N−1) est la permittivité du vide.

Selon le principe de l’action et de la réaction, on a : = −
 

/ /F F1 2 2 1.

Définition

P1(q1)

r12

P2(q2)

u1/2

F1/2

Nous vérifions bien la cohérence de la loi de Coulomb avec les observations 
courantes : pour deux charges de même signe ( 01 2q q > ), /1 2F



 est selon /1 2u ,  
traduisant bien une interaction répulsive, alors que pour deux charges de signes 
opposés ( 01 2q q < ), /1 2F



 est selon /1 2u− , traduisant alors une interaction attractive.

Notons deux points essentiels dans l’énoncé de la loi de Coulomb.
 • Cette loi ne s’applique qu’à des charges ponctuelles, c’est-à-dire des charges 

dont l’extension spatiale est petite devant la distance moyenne les séparant. Nous 
montrerons dans le prochain chapitre que cette loi peut toutefois s’utiliser pour 
calculer la force exercée sur une charge ponctuelle par un corps macroscopique 
chargé dont la charge ne dépend que de la distance à un point donné (distribution 
de charges à symétrie sphérique).

 • Cette loi ne s’applique que dans le vide et souvent, par extension, dans l’air. Dans 
un milieu diélectrique (un milieu isolant) linéaire, homogène et isotrope, la loi 
de Coulomb reste cependant valide à condition de remplacer 0ε  par 0 rε ε ε=  
où ε est la permittivité du milieu (en F ⋅ m−1) et rε  la permittivité relative (sans 
dimension). Pour l’air, dans les conditions normales, rε ≅ 1,000 58, ce qui justifie 
de l’assimiler au vide, alors que dans l’eau, ε ≅r  80.

Figure 3.1 
Force d’interaction 
entre deux charges 

ponctuelles.

Exemple – Interaction entre deux électrons
La force de répulsion électrique entre deux électrons distants de d s’écrit : 

1
4 0

2

2F
e
de ε

=
π

.

La force d’attraction gravitationnelle entre ces deux électrons, de masse me, s’écrit : 


2

2F
m
dg

e=

où  est la constante de gravitation universelle.

Le rapport 4 0
2

2

F
F

m
e

g

c

eε
=

π  est de l’ordre de 2 × 10-43 ce qui montre que l’interaction élec-

trique est largement dominante vis-à-vis de l’interaction gravitationnelle.

Principe de superposition

Une distribution discrète de N charges ponctuelles qi, situées dans le vide en des points Pi 
fixes relativement au référentiel d’étude (figure 3.2), exerce sur une charge ponctuelle q située 
en un point M la force résultante :

/ /
1

41 0
2

1
F F q

q
P M

uP M
i

N
i

i
P M

i

N

i i

 

∑ ∑ ε
= =

π= =

u
P M
P MP M

i

i
i /
�

� ����

=  est un vecteur unitaire orienté de Pi vers M.

Définition

uPi/M

FPi/M
M(q)

Pi(qi)

Méthode
L’utilisation du principe de superposition pour calculer la force exercée sur une charge 
ponctuelle, qualifiée de « charge test », par une distribution discrète de charges, qua-
lifiées de « charges sources », consiste à sommer vectoriellement les forces exercées 
par chaque charge source située au point Pi sur la charge test située au point M. Pour 
cela, exprimer chaque force en fonction du vecteur unitaire uP Mi /

 . Expliciter ce vecteur 
dans une base adaptée à la symétrie de la distribution, puis sommer les composantes 
de chaque force selon les vecteurs unitaires de la base.

1.1 

Figure 3.2 
Force exercée par 

une distribution 
discrète sur une 

charge ponctuelle.

■ Charles Augustin 
Coulomb (1736-1806) 
est un physicien français 
à qui on doit les lois du 
frottement solide et l’in-
vention d’une balance 
de torsion permettant la 
mesure de la force entre 
charges électriques.
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■4   Sources du magnétisme dans la matièreCHAPITRE 11  Le dipôle magnétostatique

L’aimantation d’un milieu diamagnétique ou paramagnétique, supposé linéaire, homogène 

et isotrope, est proportionnelle au champ appliqué 


Ba : 





0

B
m

aχ
µ

= .

mχ  est une grandeur sans dimension, appelée susceptibilité magnétique du milieu, en valeur 
absolue très inférieure à l’unité. Pour les milieux diamagnétiques, 0mχ <  alors que pour les 
milieux paramagnétiques, 0mχ > .

Propriété

Tableau 11.1 Susceptibilités diamagnétique (b d
m) et paramagnétique (b p

m)
(température et pression ordinaires)

Corps c d
m × 108 Corps c p

m × 106

CO2(G) −1,2 Ta 1,1

Zn −1,9 Na 8,6

Ag −2,4 Mn 120

Al2O3 −6,5 CoO 750

Pour les milieux ferromagnétiques, nous pouvons toujours défi nir une 
susceptibilité magnétique. Cependant, il n’y a pas de relation constitutive simple 
entre l’aimantation et le champ, l’aimantation d’un tel milieu dépendant fortement 
de la valeur présente du champ mais aussi de ses valeurs antérieures (phénomène 
d’hystérésis).

Approche classique
Les sources du magnétisme classique ont été imaginées par Ampère dès 1821. 
Selon Ampère, la « brique » fondamentale du magnétisme est une petite boucle 
de courant, appelée  ampérien. Ultérieurement, avec l’élaboration d’un modèle 
atomique planétaire, nous en sommes tout naturellement venus à identifi er les 
ampériens avec le mouvement orbitalaire des électrons autour du noyau.

Classiquement, au mouvement orbitalaire d’un électron atomique, défi ni par son moment 
cinétique 



L par rapport au noyau, est associé un moment magnétique m, dit orbital, qui lui 
est proportionnel : 



m Leγ= .

2
e
me

e
γ = − ≅ −8,79 × 1010 C ⋅ kg−1 est appelé  rapport gyromagnétique classique, où me  

est la masse de l’électron.
On écrit aussi le moment magnétique orbital sous la forme équivalente : �

�

�
m

L
Bµ= − .



2
e
mB

e
µ = ≅ 9,27 × 10−24 A ⋅ m2 est appelé  magnéton de Bohr, où 

2
h

=
π

 est la constante 

de Planck réduite. Cette grandeur joue le rôle d’unité naturelle d’un moment magnétique à 
l’échelle microscopique, tout comme  joue le rôle d’unité naturelle d’un moment cinétique 
à la même échelle.

Propriété

4.3 

Justifi cation
Adoptons un modèle simple d’atome, dans lequel un unique électron de masse me décrit un 
mouvement circulaire uniforme de rayon a autour d’un noyau fi xe en un point O, relativement 
au référentiel d’étude considéré comme galiléen (fi gure 11.4).

ur

uθ

uz

I > 0

O e−
v

Dans la base cylindrique   u u uz( , , )ρ θ , le moment cinétique par rapport au point O de l’électron, 
situé en M à l’instant considéré, s’écrit : 

� � ���� � � � �L OM m v au m vu m avue e e z= ∧ = ∧ =ρ θ .
Le moment magnétique de la boucle de courant qui résulte du mouvement orbitalaire de l’électron avec 
la période de révolution 2

T
a

v
=

π  s’écrit donc :    



= − = − π = − = −m ISu
e
T

a u
e

avu
e
m

Lz z z
e2 2

2   .

Nous pouvons montrer que ce résultat reste inchangé pour une trajectoire quelconque de l’électron.

Figure 11.4 
Mouvement 

orbitalaire d’un 
électron atomique.

Le lien que nous venons d’établir entre moment cinétique et moment magnétique 
orbital a notamment été mis en évidence par Einstein et de Haas en 1915 qui 
montrèrent la possibilité de mettre un corps en rotation en modifi ant son aiman-
tation. Ainsi, l’observation d’un signe négatif pour le rapport gyromagnétique de 
l’électron confi rma l’origine électronique du magnétisme. Son ordre de grandeur 
fut aussi confi rmé mais la valeur obtenue était très voisine du double de la valeur 
théorique classique. En fait, seule une approche quantique permet de retrouver la 
valeur expérimentale du rapport gyromagnétique. Le moment cinétique de l’électron 
dans l’expérience n’est en eff et pas d’origine orbitale mais imputable à son  spin, 
grandeur intrinsèque à l’électron, sans équivalent classique.

La résonance magnétique nucléaire ( RMN)
Certains noyaux, comme 1H (proton), 13C ou 31P, possèdent un spin à l’origine d’un moment 
magnétique nucléaire ne pouvant s’orienter que parallèlement ou antiparallèlement à un 
champ statistique B



0. Dans ce champ, on montre que la population de noyaux se répartit sur 
deux niveaux d’énergie quantifi ée γ± /B 20  très légèrement déséquilibrés, si bien qu’existe 
une aimantation dans le sens du champ appliqué. Une transition peut toutefois avoir lieu 
entre ces deux niveaux si le système est soumis à un champ magnétique oscillant ( 1B



) à 
la fréquence de résonance ν γ= π/B 20 0  et perpendiculaire à B



0 (onde radiofréquence). Il 
apparaît alors une composante transversale de l’aimantation, maximale à la résonance, 
qui à son tour crée un champ aisément détectable avec une bobine.
Cependant, le champ « vu » par un type de noyau n’est pas tout à fait B0 du fait de l’écrantage 
dû à l’environnement électronique du noyau considéré donc de la nature du groupement 
chimique auquel il appartient (on parle de déplacement chimique). En pratique, on irradie 
alors l’échantillon par une impulsion radiofréquence très courte, donc d’une certaine largeur 
spectrale, et on mesure un signal à diff érentes fréquences de résonance dépendant du 
noyau et de son environnement. Cette technique est utilisée à des fi ns d’analyse structurale 
organique mais aussi à des fi ns médicales ( IRM). Dans ce dernier cas, on utilise des champs 
variables spatialement permettant d’obtenir une information sur la localisation des noyaux 
(essentiellement les noyaux d’hydrogène très abondants dans l’eau constituant les tissus).
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Mode d’emploi
Ouverture de chapitre

 ■  QCM pour se tester sur les 
prérequis de Terminale.

 ■  Un exemple concret pour 
introduire le sujet du 
chapitre.

 ■  Ce que l’on maîtrisera 
à la fi n du chapitre.

Le cours

 ■  Le cours est illustré par des 
fi gures et de nombreux exemples.

 ■  Les focus développent un sujet 
de recherche, une application, 
un thème d’actualité.

 ■  Des repères historiques.

 ■ Des encadrés « méthode ».

VI
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En fi n de chapitre
 ■  Un résumé de ce qu’il faut retenir.
 ■  Les QCM et exercices permettent 

de vérifi er ses connaissances 
et de s’entraîner aux examens.

 ■  Les corrigés sont détaillés 
à la fi n du livre.

En fi n d’ouvrage
 ■  Un lexique bilingue des 

termes clés.
 ■  Un index pour retrouver 

rapidement les notions 
principales.

Les + en ligne
Retrouvez sur la page dédiée à l’ouvrage sur le site dunod.com :

  Pour les enseignants : une sélection de fi gures de l’ouvrage pour 
 projection en cours.

  Pour les étudiants :
 ✓ Des compléments de cours pour aller plus loin.
 ✓ Des liens commentés vers des vidéos et sites internet.
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Lexique Français-Anglais

A
accélérateur de particules / particle 
accelerator

accélération / acceleration

accélération de la pesanteur / gravita-
tional acceleration

ADN / DNA

agitation thermique / thermal agitation

aiguille / needle

aimant / magnet

aimantation / magnetization

atmosphère / atmosphere

atome / atom

aurore boréale / aurora borealis

axe / axis

axe de rotation / rotation axis

B
bobine / coil

boucle de courant / current loop

boussole / compass

C
capacité / capacity

cavité / cavity

champ / fi eld

champ électrique / electric fi eld

champ électromagnétique / electro-
magnetic fi eld

champ géomagnétique / geomagnetic 
fi eld

champ magnétique / magnetic fi eld

champ scalaire / scalar fi eld

champ toroïdal / toroidal fi eld

champ vectoriel / vectorial fi eld

charge électrique / electric charge

charge élémentaire / elementary charge

circuit électrique / electrical circuit

circulation / circulation

collisionneur / collider

composante normale / normal 
component

composante tangentielle / tangential 
component

condensateur / capacitor

conducteur électrique / electric 
conductor

conducteur ohmique / ohmic conductor

conduction / conduction

conservation de la charge / charge 
conservation

convection / convection

coordonnées cartésiennes / cartesian 
coordinates

coordonnées cylindriques / cylindrical 
coordinates

coordonnées sphériques / spherical 
coordinates

courant électrique / electric current

cuivre / copper

cylindre / cylinder

D
décharge / discharge

densité de charge / charge density

densité de courant / current density

diamagnétisme / diamagnetism

dimension / dimension

dipôle / dipole

direction / direction

disque / disk

distance / distance

distribution continue / continuous 
distribution

distribution discrète / discrete 
distribution

E
échelle macroscopique / macroscopic 
scale

échelle microscopique / microscopic 
scale

éclair / lightning

eff et couronne / corona eff ect

eff et Hall / Hall eff ect

eff et Joule / Joule eff ect

électriquement neutre / electrically 
neutral

électrisation / electrifi cation

électroaimant / electromagnet

électromètre / electrometer

électron / electron

électrostatique / electrostatic

énergie / energy

énergie cinétique / kinetic energy

énergie mécanique / mechanical energy

énergie potentielle / potential energy

équateur / equator

équation de Laplace / Laplace’s 
equation

équation diff érentielle / diff erential 
equation

équations de Maxwell / Maxwell’s 
equations

équilibre / equilibrium

équipotentielle / equipotential

F
ferromagnetisme / ferromagnetism

fi l infi ni / infi nite wire

fi lament de tungstène / tungsten 
fi lament

fl ux / fl ux

force / force

force conservative / conservative force

force de Laplace / Laplace force

force de Lorentz / Lorentz force

force non conservative / non-conserva-
tive force

four micro-ondes / microwave oven

fréquence / frequency

fusion nucléaire / nuclear fusion

G
gaz / gas

gaz parfait / ideal gas

générateur / generator

gravité / gravity

H
harmonique / harmonic

hémisphère / hemisphere

homogène / homogeneous

hystérésis / hysteresis
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Ce qu’il faut retenir
 •  À grande distance, une boucle de courant, 
de vecteur surface 

�
S  et parcourue par un 

courant stationnaire d’intensité I, peut être 
assimilée à un dipôle magnétostatique 
défi ni par son moment dipolaire �

�
m IS= . 

Le champ créé en un point M situé à 
grande distance (approximation dipolaire) 

est µ
=

π
−

4
30

2

5B M m r r r m
r

� � � � �
( ) ( . ) .

 •  Plongé dans un champ magnétostatique 
appliqué 

�
Ba  a priori non uniforme, un 

dipôle rigide de moment �m , situé en un 
point M, subit des actions mécaniques 
réduites à un moment 

� � �
m BaΓ = ∧  qui 

tend à orienter le dipôle dans la direc-

tion et le sens du champ et à une force 
( )= gradF m Ba

� � � ���� �.  qui tend à attirer le dipôle 
vers les champs intenses. Lorsque le dipôle 
est orienté avec le champ, l’énergie d’in-
teraction = −m Bi a

� �
E .  entre le dipôle et le 

champ est minimale.
 •  La distribution des moments magné-
tiques d’un milieu est caractérisée par son 
 aimantation 

�
M. Dans les milieux diama-

gnétiques et paramagnétiques linéaires, 

 homogènes et isotropes, 
� �
M

0

B
mχ

µ
=  où 

mχ  est la susceptibilité magnétique du 
milieu.

Te
st

ez
-v

ou
s Plusieurs réponses peuvent être correctes. 

1. Le moment dipolaire d’une spire 
carrée de côté a, parcourue par un 
courant d’intensité 0I >>  :

 a.  est contenu dans le plan de la spire ;
 b.  est perpendiculaire au plan de la 

spire ;
 c.  a pour norme aI4  ;
 d.  a pour norme a I2 .

2. Une boucle de courant stationnaire 
crée à grande distance un champ 
magnétostatique :

 a.  inversement proportionnel au 
carré de la distance ;

 b.  proportionnel à son moment 
dipolaire ;

 c.  qui a la même topographie que 
le champ créé par un dipôle 
électrostatique ;

 d.  identique au champ créé à son 
voisinage.

3. Une boucle de courant stationnaire 
de moment m� , plongée dans un 
champ magnétostatique appliqué 
uniforme 

�
Ba :

 a.  tend à s’orienter dans le sens du 
champ appliqué ;

 b.  subit un couple de moment 
∧m Ba
� �

 ;

 c.  subit des forces de Laplace de 
résultante non nulle ;

 d.  possède une énergie d’interaction 
avec le champ m Ba

� �. .
4. Le champ géomagnétique :

 a.  est approximativement celui d’un 
dipôle de moment orienté selon 
l’axe des pôles géographiques ;

 b.  est approximativement celui d’un 
dipôle de moment dirigé vers le 
pôle Sud magnétique ;

 c.  est intégralement caractérisé par 
son intensité et son inclinaison ;

 d.  a une intensité de l’ordre de 
50 µT en France.

5. L’aimantation d’un milieu matériel 
paramagnétique, linéaire, homogène 
et isotrope :

 a.  s’exprime en A ⋅ m2 ;
 b.  est homogène à un moment 

dipolaire par unité de volume ;
 c.  est orientée dans le sens opposé 

au champ appliqué à l’origine de 
l’aimantation ;

 d.  est proportionnelle au champ 
appliqué à l’origine de 
l’aimantation.
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tion et le sens du champ et à une force 
 qui tend à attirer le dipôle 

vers les champs intenses. Lorsque le dipôle 
est orienté avec le champ, l’énergie d’in-

 entre le dipôle et le 

 La distribution des moments magné-
tiques d’un milieu est caractérisée par son

diama-
 linéaires, �

0

B  où 

 magnétique du 
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Exercices
Corrigés page 221

1  Précession libre d’un moment magnétique
Le phénomène de résonance magnétique nucléaire 
( RMN) repose sur l’interaction entre les moments 
magnétiques nucléaires d’un échantillon, un 
intense champ magnétostatique B0

�
 uniforme et 

un faible champ oscillant B1
�

 (voir focus). On pro-
pose dans cet exercice d’étudier le comportement 
de l’aimantation nucléaire M

�
 d’un échantillon, 

plongé dans le seul champ =B B uz0 0
� � .

On défi nit pour cela un référentiel R( ), considéré 
comme galiléen, auquel est attaché le repère 
( , , , )� � �O u u ux y z , et un référentiel ′R( ), tournant à 
la vitesse angulaire Ω = Ωuz

� � , auquel est attaché 
le repère ( , , , )� � �

′ ′O u u ux y z  tel que les axes ( , )� ′O ux  
et ( , )�O ux  soient confondus à l’instant initial. 
On raisonnera dans tout l’exercice dans le réfé-
rentiel tournant ′R( ). À l’équilibre thermique, 
l’aimantation étant = uzM M0 0

� � , on considère, 
suite à une perturbation extérieure, qu’elle fait 
à l’instant initial l’angle α  avec l’axe ( , )�O uz  : 

t u ux z
� � �
M M α α= = +( ) ( )0 sin cos0 . On rap-
pelle qu’un moment magnétique nucléaire m�  est 
lié à l’existence d’un moment cinétique « intrin-
sèque » ou spin S

�
 du noyau considéré, tel que 

γ=m S� �
, où γ  est le rapport gyromagnétique.

1. En admettant la formule de dérivation vec-

torielle M M
M

R R( ) ( )

� �
� �

= + Ω ∧
′t t

d
d

d
d

, montrer 

par le théorème du moment cinétique que l’évo-

lution de l’aimantation est régie par l’équation : 
M

M
R( )

�
� �

γ= ∧
′t

Beff
d
d

. Donner l’expression du 

champ « effi  cace » Beff
�

 en fonction de B0
�

, Ω
�

 et γ .
2. Montrer que l’aimantation est indépendante 
du temps par un choix judicieux de pulsation à 
préciser, notée par la suite ΩL

�
 et appelée pulsation 

de Larmor. Décrire alors le mouvement complet 
de l’aimantation dans le référentiel R( ).
3. On observe en fait après un certain temps 
un retour à l’équilibre de l’aimantation. Pour 
en rendre compte, il convient d’ajouter dans 

l’équation d’évolution de l’aimantation des 
termes de relaxation traduisant les diverses 
interactions entre les moments et le milieu. On 
obtient ainsi l’équation de Bloch, qui s’écrit 

dans ′R( ) à la pulsation de Larmor : 
M

R( )

�
=

′t
d
d

M M M M( )
.� � �− − −

−′
′

′
′T

u
T

u
T

ux
x

y
y

z
z

2 2

0

1
 

T1 et T2  sont les durées de relaxation, respec-
tivement longitudinale et transversale. Établir 
les équations d’évolution des composantes 

′ ′x y zM M M( , , ) de l’aimantation relativement 
au référentiel tournant. Conclure.

2  Mesure du moment magnétique d’un 
 aimant

On dispose d’une aiguille aimantée mobile sans 
frottement autour d’un axe vertical O uz

�( , ). À 
l’équilibre, l’aiguille est orientée dans le sens de 
la composante horizontale du champ magnétique 
terrestre BT h

�
, , selon l’axe O ux

�( , ). On approche un 
aimant droit, de section =S 2 cm2 et de longueur 
� = 4 cm, modélisé par un moment magnétique 
� �=m m ua a y  orienté selon l’axe O uy

�( , ), perpen-
diculairement à la direction initiale de l’aiguille. 
On constate alors que l’aiguille pivote d’un angle 
α = 65 ° lorsque le moment est situé à la distance 

=d 40 cm de celle-ci.
1. Exprimer la norme ma du moment de l’aimant 
en fonction de µ0, α, d  et BT h, . Faire l’appli-
cation numérique sachant que ≅BT h, 2 × 10−5 
T. En déduire l’aimantation M de l’aimant.
2. L’aimant est constitué de fer, de masse volu-
mique ρ = 7 870 kg ⋅ m−3 et de masse molaire 

=M 56 g ⋅ mol−1. Il est aimanté à saturation, ce 
qui signifi e que tous les moments magnétiques 
des atomes sont orientés dans le même sens. En 
déduire la norme mFe du moment magnétique 
d’un atome de fer.

3 Paramagnétisme de Brillouin
Une substance paramagnétique contenant n 
dipôles identiques par unité de volume, de moment 
m� , est plongée dans un champ magnétostatique 
appliqué uniforme 

� �=B B ua a z. Les dipôles ne 

, parcourue par un 

  est contenu dans le plan de la spire ;
  est perpendiculaire au plan de la 

Une boucle de courant stationnaire 

  qui a la même topographie que 

Une boucle de courant stationnaire 

champ magnétostatique appliqué 

  tend à s’orienter dans le sens du 

d.  possède une énergie d’interaction 
avec le champ m Bam Bam B�m B�m B

�
.m B.m B .

4. Le champ géomagnétique :
a.  est approximativement celui d’un 

dipôle de moment orienté selon 
l’axe des pôles géographiques ;

b.  est approximativement celui d’un 
dipôle de moment dirigé vers le 
pôle Sud magnétique ;

c.  est intégralement caractérisé par 
son intensité et son inclinaison ;

d.  a une intensité de l’ordre de 
50 µT en France.

5. L’aimantation d’un milieu matériel 
paramagnétique, linéaire, homogène 
et isotrope :

a.  s’exprime en A ⋅ m2 ;
b.  est homogène à un moment 

dipolaire par unité de volume ;
c.  est orientée dans le sens opposé 

au champ appliqué à l’origine de 
l’aimantation ;

d.  est proportionnelle au champ 
appliqué à l’origine de 
l’aimantation.
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  possède une énergie d’interaction 

  est approximativement celui d’un 
dipôle de moment orienté selon 
l’axe des pôles géographiques ;
  est approximativement celui d’un 
dipôle de moment dirigé vers le 

  est intégralement caractérisé par 
son intensité et son inclinaison ;

L’aimantation d’un milieu matériel 
paramagnétique, linéaire, homogène 

dipolaire par unité de volume ;
  est orientée dans le sens opposé 
au champ appliqué à l’origine de 
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comme galiléen, auquel est attaché le repère 
( , , , )� � �O u u u, , ,u u u, , ,x y, , ,x y, , ,, , ,u u u, , ,x y, , ,u u u, , , z , et un référentiel ′R( )′( )′R( )R , tournant à 
la vitesse angulaire Ω = Ωuz

� � , auquel est attaché 
le repère ( , , , )� � �O u u u, , ,u u u, , ,′ ′u u u′ ′, , ,′ ′, , ,u u u, , ,′ ′, , ,x y, , ,x y, , ,, , ,u u u, , ,x y, , ,u u u, , , z  tel que les axes ( , )� ′O u( ,O u( , �O u�x
et ( , )�O u( ,O u( , �O u�x  soient confondus à l’instant initial. 
On raisonnera dans tout l’exercice dans le réfé-
rentiel tournant ′R( )′( )′R( )R . À l’équilibre thermique, 
l’aimantation étant uzM M=M M=0 0M M0 0M M=M M=0 0=M M=

� � , on considère, 
suite à une perturbation extérieure, qu’elle fait 
à l’instant initial l’angle α  avec l’axe ( , )�O u( ,O u( , �O u�z  : 

x z
�
M M( )M M( )M Mt uM Mt u( )t uM Mt ut uM Mt u= =t uM Mt u( )t uM Mt u= =t uM Mt u( )t u( )t u u( )ux z( )x zux zu( )ux zu� �( )� �t u� �t u( )t u� �t uα α( )α αt uα αt u( )t uα αt ux zα αx z( )x zα αx z+( )+� �+� �( )� �+� �α α+α α( )α α+α αx zα αx z+x zα αx z( )x zα αx z+x zα αx z0 st u0 st uM M0 sM Mt uM Mt u0 st uM Mt ut uM Mt u= =t uM Mt u0 st uM Mt u= =t uM Mt uM M( )M M0 sM M( )M Mt uM Mt u( )t uM Mt u0 st uM Mt u( )t uM Mt uM M( )M M0 sM M( )M Mt uM Mt u( )t uM Mt u0 st uM Mt u( )t uM Mt ut uM Mt u= =t uM Mt u( )t uM Mt u= =t uM Mt u0 st uM Mt u= =t uM Mt u( )t uM Mt u= =t uM Mt u( )0 s( )t u( )t u0 st u( )t uin( )in( )t u( )t uint u( )t uα α( )α αcoα α( )α αx zα αx z( )x zα αx zcox zα αx z( )x zα αx zα α( )α αsα α( )α αx zα αx z( )x zα αx zsx zα αx z( )x zα αx z00 s00 st u0 st u0t u0 st u . On rap-
pelle qu’un moment magnétique nucléaire m�  est 
lié à l’existence d’un moment cinétique « intrin-
sèque » ou spin S

�
 du noyau considéré, tel que 

γm Sγm Sγ=m S=�m S�m S
�
, où γ  est le rapport gyromagnétique.

1. En admettant la formule de dérivation vec-

torielle M MM M
M

R RR R( )R R( )R R( )R R( )R R

� �� �
� �

= += += + Ω ∧
′( )′( )t tt tR Rt tR R( )t t( )R R( )R Rt tR R( )R R

d
d
M MdM M

dt tdt tR Rt tR RdR Rt tR R

, montrer 

par le théorème du moment cinétique que l’évo-

lution de l’aimantation est régie par l’équation : 
M

M
R( )R( )R

�
� �

γ= ∧M= ∧M= ∧γ= ∧γ
′( )′( )t

Beffeffef
d
d

. Donner l’expression du 

champ « effi  cace » Beffeffef
�

 en f  en f fonction de B0
�

, Ω
�

 et γ .
2. Montrer que l’aimantation est indépendante 
du temps par un choix judicieux de pulsation à 
préciser, notée par la suite ΩL

�
 et appelée pulsation 

de Larmor. Décrire alors le mouvement complet 
de l’aimantation dans le référentiel R( )R( )R .
3. On observe en fait après un certain temps 
un retour à l’équilibre de l’aimantation. Pour 
en rendre compte, il convient d’ajouter dans 

′ ′x y zM M′ ′M M′ ′x yM Mx y( ,x y( ,x yM M( ,M M′ ′M M′ ′( ,′ ′M M′ ′x yM Mx y( ,x yM Mx y , )z, )zM, )M  de l’aimantation relativement 
au référentiel tournant. Conclure.

2  Mesure du moment magnétique d’un 
aimant

On dispose d’une aiguille aimantée mobile sans 
frottement autour d’un axe vertical 
l’équilibre, l’aiguille est orientée dans le sens de 
la composante horizontale du champ magnétique 
terrestre BT hBT hB

�
,T h,T h, selon l’axe 

aimant droit, de section 
� = 4 cm, modélisé par un moment magnétique 
� �m m=m m= ua am ma am m y  orienté selon l’axe 
diculairement à la direction initiale de l’aiguille. 
On constate alors que l’aiguille pivote d’un angle 
α = 65 ° lorsque le moment est situé à la distance 

=d 40 cm de celle-ci.
1. Exprimer la norme 
en fonction de µ0µ0µ
cation numérique sachant que 
T. En déduire l’aimantation 
2. L’aimant est constitué de fer, de masse volu-
mique ρ = 7 870 kg 

=M 56 g ⋅ mol−1. Il est aimanté à saturation, ce 
qui signifi e que tous les moments magnétiques 
des atomes sont orientés dans le même sens. En 
déduire la norme 
d’un atome de fer.

3 Paramagnétisme de Brillouin
Une substance paramagnétique contenant 
dipôles identiques par unité de volume, de moment 
m� , est plongée dans un champ magnétostatique 
appliqué uniforme 
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Chapitre 1

Pour bien démarrer
1 b. et c. 2  a. et c. 3 c. 4 a. 5 b. 6 a.

Testez-vous
1 a. et b. 2 b. 3 a. 4 b. 5 c.

Exercices
1 a. Le vecteur position s’écrit 

� ���� � �OM u zuzρ= +ρ  en 
repérage cylindrique. En diff érenciant, on obtient 

ρ ρ= = + + +ρ ρOM u u zu z uM z zd d d d d d
� ���� �

� � � � �  avec 
=uzd 0� �

 puisque �uz  est un vecteur constant.

Dans la base cartésienne, nous avons θ θ= +ρ cos sinu u ux y
� � �

θ θ= +ρ cos sinu u ux y
� � �  et θ θ= − +θ sin cosu u ux y

� � � , ce 
qui conduit à d d sin d cos d� � � �u u u ux yθ θ θ θ θ= − + =ρ θ

d d sin d cos d� � � �u u u ux yθ θ θ θ θ= − + =ρ θ . On retrouve bien 
�
� � � �u u zuM zd d d dρ ρ θ= + +ρ θ�

� � � �u u zuM zd d d dρ ρ θ= + +ρ θ .

b. Le vecteur position s’écrit 
� ���� �OM rur=  en re-

pérage sphérique. En diff érenciant, on obtient � ���� �
� � �OM ru r uM r rd d d d= = + .

Exprimons ici aussi les vecteurs de la base sphérique 
dans la base cartésienne : θ θ= +sin cosu u ur z

� � �  et 
θ θ= −θ cos sinu u uz

� � �   avec ϕ ϕ= +� � �u u ux ycos sin  
et ϕ ϕ= − +ϕ sin cosu u ux y
� � � . Ceci conduit à θ θ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ= − + − + + = +θ ϕ

� � � � � � � �u u u u u u u ur z x x y yd d sin d cos cos d sin sin d cos sin d sin cos d sin d
θ θ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ= − + − + + = +θ ϕ

� � � � � � � �u u u u u u u ur z x x y yd d sin d cos cos d sin sin d cos sin d sin cos d sin d
θ θ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ= − + − + + = +θ ϕ

� � � � � � � �u u u u u u u ur z x x y yd d sin d cos cos d sin sin d cos sin d sin cos d sin d
θ θ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ= − + − + + = +θ ϕ

� � � � � � � �u u u u u u u ur z x x y yd d sin d cos cos d sin sin d cos sin d sin cos d sin d . On retrouve bien θ θ ϕ= + +θ ϕd d d sin dru r u r uM r
�
� � � �

θ θ ϕ= + +θ ϕd d d sin dru r u r uM r
�
� � � � .

uz

u

u�

uθ

θ

φ

u�

u�

u
uφ

uφ

2 a. Repérons tout point M à la surface de la 
calotte sphérique par ses coordonnées sphé-
riques R( , , )θ ϕ  où [ , ]ϕ ∈ π0 2  et 0 0[ , ]θ θ∈  tel 

que θ =
−

= − .cos 10
R h

R
h
R

 La surface de la 

calotte est alors donnée par :

( )∫∫∫∫ θ θ ϕ θ θ ϕ θ= = = π − = π
θ π

S R R R Rh
calotte

sin d d sin d d 2 1 cos 22 2

0

2
2

0
0

0

( )∫∫∫∫ θ θ ϕ θ θ ϕ θ= = = π − = π
θ π

S R R R Rh
calotte

sin d d sin d d 2 1 cos 22 2

0

2
2

0
0

0

O 

h

R
θ0 � 

uz

uz

O 

h

R  

 

b. Repérons tout point M dans le volume du cône 
par ses coordonnées cylindriques z( , , )ρ θ  et no-
tons α  le demi-angle au sommet du cône, tel que 

α =tan R
h

. Une section élémentaire du cône, 

d’ordonnée z  et d’épaisseur dz , a un volume don-
né par πr zd2  où α= = =( ) tanr r z z R

h
z . Nous 

 obtenons alors le volume total du cône en sommant 
l’ensemble de ces volumes élémentaires :

∫=
π

=
π

= πd
3

1
3

2

2
2

0

2

2

3
2V R

h
z z R

h
h R h

h

.

3 Le gradient d’un champ scalaire U est défi ni de 
façon intrinsèque par =d grad dU U

� ���� �
�( ). .

–  En repérage cylindrique, écrivons = + +ρ ρ θ θU G u G u G uz zgrad( ) .
� ���� � � �

= + +ρ ρ θ θU G u G u G uz zgrad( ) .
� ���� � � �  Comme 

ρ
ρ

θ
θ=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

U
U U U

z
zd d d d

ρ
ρ

θ
θ=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

U
U U U

z
zd d d d  et ρ ρ θ= + +ρ θu u zuM zd d d d

�
� � � �  ,

a lors 
� ���� �

� ρ ρ θ= + +ρ θU G G G zzgrad d d d d( ). .

Par identifi cation, nous en déduisons donc que 

ρ ρ θ
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ρ θU

U
u

U
u

U
z

uzgrad 1
( )

� ���� � � � .

–  En repérage sphérique, écrivons = + +θ θ ϕ ϕU G u G u G ur rgrad( )
� ���� � � �

= + +θ θ ϕ ϕU G u G u G ur rgrad( )
� ���� � � � . Comme 

θ
θ

ϕ
ϕ=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

U
U
r

r
U Ud d d d

θ
θ

ϕ
ϕ=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

U
U
r

r
U Ud d d d  et ru r u r uM r

�
� � � �θ θ ϕ= + +θ ϕd d d sin d

ru r u r uM r
�
� � � �θ θ ϕ= + +θ ϕd d d sin d , alors θ θ ϕ= + +θ ϕgrad d d d sin dU G r G r G rr

� ���� �
�( ).

θ θ ϕ= + +θ ϕgrad d d d sin dU G r G r G rr
� ���� �

�( ). . Par identifi cation, nous en dé-

duisons donc que 
θ θ ϕ

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂θ ϕU

U
r

u
r

U
u

r
U

urgrad 1 1
sin

( )
� ���� � � �

θ θ ϕ
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂θ ϕU

U
r

u
r

U
u

r
U

urgrad 1 1
sin

( )
� ���� � � � .

4 
ρ

ρ ρ( )( )= = −
∆

−
∆

ρ ρ

−
( )

/
grad d

d
2 1 21

2 2
2

1 2
n n u

n
a a

u
� ���� � � .

Une surface équi-indice (ou surface de niveau 
d’indice) est une surface en tout point de laquelle 
l’indice est constant. Comme l’indice est unique-
ment fonction de ρ, ces surfaces sont donc des 
cylindres d’axe �O uz( , ). L’indice est par ailleurs 
une fonction décroissante de ρ, il est maximal 
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kinetic energy

mechanical energy

potential energy

diff erential 

Maxwell’s 

ferromagnetism

tungsten 

conservative force

non-conserva-

microwave oven
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Coulomb (théorème de)  93
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déclinaison  186
densité volumique

de charges  29
de courant  130

dioxyde de carbone  81
dipolaire  108
dipôle

électrostatique  106
induit  110
magnétostatique  180
permanent  109

disque de Rowland  175
distribution dipolaire  108
divergence  15
Drude (modèle de)  133

E
échelle mésoscopique  28
eff et couronne  74, 87, 94
électromètre  52
électronvolt  79
électroscope  34
énergie potentielle électrostatique  78

F
Faraday (cage de)  95
feux de Saint-Elme  87
fl ux  12
foudre  129
Franklin  26, 96
fusion nucléaire  133, 147, 163

G
Gauss (positions de)  113
Gauss (surface de)  56
Gauss (théorème de)  56
gecko  120
Geiger-Müller (compteur)  86
générateur  34
géomagnétisme  186
goulot magnétique  147
gradient  14
Green-Ostrogradsky (théorème de)  16

H
Hall (champ de)  152
Hall (sonde à eff et)  152
Hall (tension de)  152
Helmholtz (bobines de)  192

I
inclinaison  186
infl uence  26

électrostatique  94
intensité  129

invariances  45
ionosphère  98, 187
IRM  96, 133, 165, 185

J, K, L
Joule (eff et)  136
Keesom  119
lampes à incandescence  137
Laplace  150
Laplace (équation de)  74
Laplace (force de)  149
Laplace (rail de)  150
LHC  64, 80, 149
ligne

de champ  10, 75
de courant  130
électrique  102

loi des nœuds  131
London  119
Lorentz (force de)  148

M
magnétite  144
magnétosphère  145, 147, 187
Maxwell-Ampère (équation de)  169
Maxwell-Faraday (équation de)  72
Maxwell-Gauss (équation de)  61
Maxwell-Thomson (équation de)  167
Maxwell (tire-bouchon de)  161
Meissner (eff et)  176
milieu

diamagnétique  183
diélectrique  38
ferromagnétique  183
paramagnétique  183

mobilité  134
molécule polaire  109
moment dipolaire électrique  106
moment dipolaire magnétique  151, 180
moteur

à courant continu  156
synchrone  151

mouvement brownien  128

N, O
neurone  49, 136
noyau atomique  50, 87
Œrsted  144
Ohm (loi d’)  133, 135

P
paratonnerre  96
peinture électrostatique  101

VII

9782100780846_FM.indd   7 3/8/19   9:32 PM



Les phénomènes électromagnétiques sont omniprésents, que ce soit dans la nature, à 
travers les éclairs ou les aurores boréales, dans les systèmes biologiques, à l’origine 
notamment de la cohésion de la molécule d’ADN ou de la propagation de l’influx 
nerveux, ou directement dans notre quotidien dans de larges domaines allant de 
l’électronique aux télécommunications.
Cet ouvrage est une première approche de l’électromagnétisme du vide, limitée à 
la description de phénomènes indépendants du temps. Il suit le fil de l’histoire qui 
a longtemps dissocié les phénomènes électriques des phénomènes magnétiques, du 
moins jusqu’à la théorie unificatrice de James Clerk Maxwell à la fin du xixe siècle. 
La première partie de l’ouvrage est ainsi consacrée à l’électrostatique, c’est-à-dire 
l’étude de champs électriques créés par des charges électriques immobiles. La seconde 
partie s’intéresse à la magnétostatique, c’est-à-dire l’étude de champs magnétiques 
créés par des aimants permanents ou des courants électriques stationnaires. Un 
premier chapitre introduit les propriétés mathématiques des champs de vecteurs 
dont la maitrise est un préalable indispensable à la formalisation des phénomènes 
électromagnétiques en concepts et lois. Pour en faciliter la compréhension et 
l’utilisation, le lecteur trouvera tout au long de l’ouvrage des points méthodiques 
systématiquement suivis d’un exemple d’application, ainsi que des focus permettant 
de préciser certaines notions transversales à l’électromagnétisme.
Pour qu’un exercice d’électrostatique ou de magnétostatique ne se limite pas à une 
mise en œuvre purement mathématique des lois associées, chaque exercice a été 
soigneusement choisi pour sa modélisation physique d’une situation concrète tirée 
d’applications technologiques, d’expériences historiques ou encore de phénomènes 
naturels. Afin d’éviter d’alourdir l’énoncé de ces exercices, toutes les constantes 
utiles à leur résolution sont regroupées dans une table en fin d’ouvrage. Le lecteur 
y trouvera également un formulaire mathématique avec l’expression des différents 
opérateurs vectoriels dans les principaux systèmes de coordonnées.

Avant-propos

VIII
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pour bien démarrer
Plusieurs réponses peuvent être correctes.

1. Pour que deux vecteurs aient leur 
produit scalaire nul, il suff it :

 oa.  qu’ils soient colinéaires ;
 ob.  qu’ils soient orthogonaux ;
 oc.  que l’un au moins soit nul.

2. Pour que deux vecteurs aient leur 
produit vectoriel nul, il suff it :

 oa.  qu’ils soient colinéaires ;
 ob.  qu’ils soient orthogonaux ;
 oc.  que l’un au moins soit nul.

3. Le champ de pesanteur est 
considéré comme localement 
uniforme. Localement :

 oa.  ses lignes de champ sont 
horizontales ;

 ob.  il est défi ni uniquement par 
une valeur constante ;

 oc.  il a toujours la même direction 
et le même sens.

4. Le champ de pression 
atmosphérique est un champ :

 oa.  scalaire ;
 ob.  stationnaire ;
 oc.  uniforme.

5. Dans le repère cartésien de base 
orthonormée directe u u ux y z

� � �(( ,, ,, )), 
on considère le champ f x x2=(( )) .

 oa. grad 2
� ����

f x=( ) .

 ob. grad 2
� ���� �

f x ux=( ) ( ) .

 oc. grad 2
� ���� �

f x ux= −( ) ( ) .

6. Un point M est repéré par ses 
coordonnées cartésiennes x y z(( ,, ,, )) 
dans le repère O u u ux y z

� � �(( ,, ,, ,, )). Le 
vecteur déplacement élémentaire 
du point M s’écrit de façon 
générale :

 oa. d d d d
�
�

� � �
xu yu zuM x y z= + +  ;

 ob. d
�
�

� � �
xu yu zuM x y z= + +  ;

 oc. d d d d
�
�

� � �
x xu y yu z zuM x y z= + + .

Outils 
mathématiques

Réponses page 195

2

Objectifs de ce chapitre
•  connaître les expressions du vecteur déplacement élémentaire en 

repérage cartésien, cylindrique et sphérique et savoir retrouver les 
expressions des éléments de surface et volume correspondants.

•  Savoir calculer pour un champ vectoriel quelconque sa circulation le 
long d’un contour et son fl ux à travers une surface.

•  Savoir utiliser un opérateur diff érentiel vectoriel à l’aide d’un formulaire.
•  connaître les théorèmes de Stokes et de GreenOstrogradsky.
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Le champ de pesanteur qui explique la chute libre de ce parachutiste au voisinage de la Terre 
constitue un exemple de champ vectoriel. Les phénomènes électromagnétiques, dont il sera 
question dans les prochains chapitres, sont eux aussi décrits en tout point de l’espace et à 
chaque instant par un champ vectoriel, le champ électromagnétique. L’objet de ce premier 
chapitre est d’expliciter les propriétés mathématiques de ces champs de vecteurs, préalable 
indispensable à la compréhension du sens physique des lois de l’électromagnétisme.

1
CHAPITRE

3
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chapitre 1  Outils mathématiques

Éléments de calcul vectoriel1
Base orthonormée directe

� � �u u ux y z( ) ( , , )B =  est une base orthonormée si et seulement si :
•	� � �u u ux y z⊥ ⊥   (vecteurs orthogonaux 2 à 2) ;
•	 � � �u u ux y z 1= = =  (vecteurs unitaires).

Définition

Nous considérerons toujours dans cet ouvrage une base orthonormée directe telle 
que deux des vecteurs de la base définissent le sens positif du troisième selon la 
règle du tire-bouchon de Maxwell (figure 1.1).
En associant un point O de l’espace à cette base, nous obtenons alors un repère 
d’espace noté ( )R .

Règle du tire-bouchon de Maxwell : le manche du tire-bouchon étant placé sur �ux , une rotation de p/2 vers �uy  fait progresser le tire-bouchon dans le sens de �uz.

Coordonnées d’un point et composantes 
d’un vecteur

Soit � � �u u ux y z( ) ( , , )B =  une base orthonormée directe associée à un repère d’espace 
( )R  (figure 1.2).

M

O

z

y

x

uyux

uz

•	Un point M est repéré par ses coordonnées dans le repère ( )R  : M x y z( , , ).
•	Un vecteur �

� ����
v OM=  est défini par ses composantes dans la base ( )B  : 

v xu yu zu
x
y
z

x y z

( )B

� � � �= + + = .

Définition

1.1 

1.2 

Figure 1.2 
Coordonnées 
d’un point et 

composantes d’un 
vecteur.

Figure 1.1 
Règle du tire-

bouchon de 
Maxwell.

ux

uy

uz

Progression

4
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■2   principaux systèmes de coordonnées

Calcul vectoriel
Soient � � �u u ux y z( ) ( , , )B =  une base orthonormée directe, et deux vecteurs � � � �v x u y u z ux y z1 1 1 1= + +

� � � �v x u y u z ux y z1 1 1 1= + +  et � � � �v x u y u z ux y z2 2 2 2= + + . Notons � �v v1 2( , )θ =  l’angle tel que 
θ≤ ≤ π0 .

1.3.1 produit scalaire

Le produit scalaire de �v1 et �v2 est le scalaire, noté v v1 2
� �. , défini par : v v v v cos1 2 1 2

� � � � θ= × ×. .

L’expression analytique de ce produit scalaire est : v v x x y y z z1 2 1 2 1 2 1 2
� � = + +. .

Définition

Nous pouvons déduire de la définition et de l’expression analytique d’un produit 
scalaire l’expression de la norme d’un vecteur : v v x y z v v2 2 2� � � �= + + ≡ ×.  
d’où = + +v x y z2 2 2� .

1.3.2 produit vectoriel

Le produit vectoriel de �v1 et �v2 est le vecteur, noté � � �u v v1 2= ∧ , défini par :
•	sa direction, orthogonale au plan formé par �v1 et �v2 ;
•	son sens, tel que le trièdre � � �v v u1 2( , , ) soit direct, i.e. donné par la règle du tire-bouchon à 

partir de �v1 et �v2 ;
•	sa norme, � � �u v v sin1 2 θ= × × .
L’expression analytique de ce produit vectoriel est : u v v

y z y z
z x z x
x y x y

� � �= ∧ =
−
−
−

1 2

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

.

Définition

Méthode
Pour retrouver l’expression analytique d’un produit vecto-
riel, écrire les composantes des vecteurs �v1 et �v2 en colonne 
comme suit. Le passage d’une ligne à l’autre se fait par 
permutation circulaire des composantes.

Principaux systèmes de coordonnées2
Coordonnées cartésiennes

Un point M de l’espace peut être repéré par ses coordonnées cartésiennes x y z( , , ) 
dans le repère cartésien � � �O u u ux y z( , , , ) où x y z, , ;] [∈ −∞ +∞  (figure 1.3). Le vecteur 
position du point M s’écrit dans ce repérage : 

� ��� � � �OM xu yu zux y z= + + .

1.3 

1 2

1 2 2

1 21

1

1 2 2 1

2 1

1 2

1

2

2

1

2

y
x x

z x z x
z

x y x

y zy
z
x
y

z
y

y

y

x

−
∧ = −

−

2.1 

Le produit scalaire 
est distributif pour 
l’addition des vec-
teurs : ( ). . .+ = +v v v v v v v1 2 3 1 3 2 3

� � � � � � �

( ). . .+ = +v v v v v v v1 2 3 1 3 2 3
� � � � � � � .

Le produit vectoriel 
est anticommutatif : 

∧ = − ∧v v v v1 2 2 1
� � � � .
Le produit vectoriel 
est distributif pour 
l’addition des vec-
teurs : ( )+ ∧ = ∧ + ∧v v v v v v v1 2 3 1 3 2 3

� � � � � � � 
( )+ ∧ = ∧ + ∧v v v v v v v1 2 3 1 3 2 3
� � � � � � � 

( )+ ∧ = ∧ + ∧v v v v v v v1 2 3 1 3 2 3
� � � � � � � .

5
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chapitre 1  Outils mathématiques

x

y

z   

uy  

dx  

dy

dS (z fixé) 

O

M 

uz

ux  

Pour une variation infinitésimale xd  de la coordonnée x, à y et z fixés, le point M 
se déplace de xd  selon �ux . En envisageant de la même façon des variations infini-
tésimales yd  puis zd  des coordonnées respectives y et z, le déplacement total du 
point M est alors défini par le vecteur déplacement élémentaire :

�
� � � �xu yu zuM x y zd d d d= + +

Au cours de ce déplacement, le point M a décrit le volume élémentaire =V x y zMd d d d .  
Un tel volume définit trois éléments de surface plans : l’élément de surface =S y zMd d d  
à x fixé, l’élément de surface =S x zMd d d  à y fixé et enfin l’élément de surface 

=S x yMd d d  à z fixé.

Coordonnées cylindriques
Un point M de l’espace peut être considéré comme un point d’un cylindre droit d’axe �O uz( , ). On le repère par ses coordonnées cylindriques z( , , )ρ θ  où ;ρ [ [∈ +∞0  est 
le rayon du cylindre, ;θ [ ]∈ π0 2  est l’angle orienté �

� ���
u OHx( , )  avec H le projeté 

orthogonal du point M sur le plan � �O u ux y( , , ), z ;] [∈ −∞ +∞  est la cote du point 
M sur l’axe �O uz( , ) (figure 1.4). 
Les coordonnées cylindriques sont définies dans le repère cylindrique � � �O u u uz( , , , )ρ θ  
où �uρ  est le vecteur radial colinéaire à 

� ���
OH  et �uθ  est le vecteur orthoradial obtenu 

par rotation du vecteur �uρ  de +p/2 dans le sens des θ  croissants. Dans ce repère, 
le vecteur position du point M s’écrit alors : 

� ��� � �OM u zuzρ= +ρ .

Les vecteurs �uρ  et �uθ  forment une base dite locale (appelée base polaire), car ils 
varient avec la position du point M. On peut vérifier que � � �u u ux ycos sin( ) ( )θ θ= +ρ  

et � � �u u ux ysin cos( ) ( )θ θ= − +θ  ce qui implique que 
�

�u
u

d
dθ

=ρ
θ  et 

� �u ud
dθ

= −θ
ρ .

Le système de coordonnées cylindriques trouve son intérêt dans le repérage d’une 
grandeur physique invariante par rotation autour d’un axe privilégié (problème à 
symétrie cylindrique).

Figure 1.3 
Repérage cartésien.

2.2 
Les coordonnées 
cylindriques sont 
liées aux coordon-
nées cartésiennes 
par ρ θ=x cos  et  
y = ρ θsin  d’où  
r2 = x2 + y2.

6
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■2   principaux systèmes de coordonnées

Notons ici aussi que 
la base ( , , )θ ϕu u ur

� � �  
est une base locale, 
dépendant de la po-
sition du point M.

z 

O

M
ρ

θ

 

H

uy  

dρ

ρdθdθ

z  

O 

M 

ux  

uz  

uρ  

 
uθ  

dz  

ux
uy

uz

Pour une variation infinitésimale dρ de la coordonnée ρ, à θ  et z fixés, le point M 
se déplace de ρd  selon �uρ . Pour une variation infinitésimale dθ  de la coordonnée 
θ , à ρ et z fixés, le point M décrit une portion infinitésimale de cercle de rayon 
ρ et d’angle au centre dθ  : il se déplace donc de dρ θ  selon �uθ . Enfin, pour une 
variation infinitésimale zd  de la coordonnée z, à ρ et θ  fixés, le point M se déplace 
de zd  selon �uz . Au final, le déplacement total du point M est alors défini par le 
vecteur déplacement élémentaire :

�
� � � �u u zuM zd d d dρ ρ θ= + +ρ θ

Au cours de ce déplacement, le point M a décrit le volume élémentaire V zMd d d dρ ρ θ= .  
Un tel volume définit trois éléments de surface : l’élément de surface cylindrique 

S zMd d dρ θ=  à ρ  fixé, l’élément de surface plan S zMd d dρ=  à θ  fixé et enfin 
l’élément de surface SMd d dρ ρ θ=  à z fixé.

Coordonnées sphériques
Un point M de l’espace peut être considéré comme un point d’une sphère de 
centre O. On le repère par ses coordonnées sphériques r( , , )θ ϕ  où r ;[ [∈ +∞0  
est le rayon de la sphère, ;θ [ ]∈ π0  est l’angle orienté �

� ���
u OMz( , ), ;ϕ [ ]∈ π0 2  

est l’angle orienté �
� ���

u OHx( , )  avec H le projeté orthogonal du point M sur le plan � �O u ux y( , , ) (figure 1.5). 
Les coordonnées sphériques sont définies dans le repère sphérique � � �O u u ur( , , , )θ ϕ  
où �ur  est le vecteur radial, colinéaire à 

� ���
OM , �uθ  appartenant au plan �

� ���
u OMz( , ) 

est le vecteur orthoradial obtenu par rotation du vecteur �ur  de +p/2 dans le sens 
des θ  croissants et �uϕ  appartenant au plan � �O u ux y( , , ) est le vecteur azimutal tel 
que � � �u u ur= ∧ϕ θ . Dans ce repère, le vecteur position du point M s’écrit alors : � ��� �OM rur= .
Le système de coordonnées sphériques trouve son intérêt dans le repérage d’une 
grandeur physique invariante par symétrie par rapport à un point privilégié (pro-
blème à symétrie sphérique).

Figure 1.4 
Repérage 

cylindrique.

2.3 
Les coordonnées 
sphériques sont liées 
aux coordonnées 
cartésiennes par 

θ ϕ=x r sin cos , 
θ ϕ=y r sin sin  et  
θ=z r cos  d’où 

= + +r x y z2 2 2 2.

7
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chapitre 1  Outils mathématiques

ux

uy

uθ

ur

uφ

uz
uy

ux

uz

r

O

M

H 

O

M

dφ

r sin θ
r sin θdφ

dr

 

θ

φ

dθ

rdθ

Pour une variation infinitésimale rd  de la coordonnée r , à θ  et ϕ  fixés, le point M 
se déplace de rd  selon �ur . Pour une variation infinitésimale dθ  de la coordonnée 
θ, à r  et ϕ  fixés, le point M décrit une portion infinitésimale de cercle de rayon 
r  et d’angle au centre dθ  : il se déplace donc de rdθ  selon �uθ . Enfin, pour une 
variation infinitésimale dϕ  de la coordonnée ϕ , à r  et θ  fixés, le point M décrit 
une portion infinitésimale de cercle de rayon r θsin  et d’angle au centre dϕ  : il se 
déplace donc de r θ ϕsin d  selon �uϕ . Au final, le déplacement total du point M est 
alors défini par le vecteur déplacement élémentaire :

�
� � � �θ θ ϕ= + +θ ϕru r u r uM rd d d sin d

Au cours de ce déplacement, le point M a décrit le volume élémentaire V r rM θ θ ϕ=d sin d d d2

V r rM θ θ ϕ=d sin d d d2 . Un tel volume définit trois éléments de surface : l’élément de  
surface sphérique S rM θ θ ϕ=d sin d d2  à r  fixé, l’élément de surface plan S r rM θ ϕ=d sin d d 

S r rM θ ϕ=d sin d d  à θ fixé et enfin l’élément de surface S r rMd d dθ=  à ϕ  fixé.

Bilan
Le tableau suivant propose une synthèse des résultats établis. Nous pouvons remarquer 
que tout élément de surface s’exprime comme le produit de deux des composantes 
du vecteur déplacement élémentaire et que l’élément de volume s’exprime comme 
le produit des trois composantes.

Figure 1.5 
Repérage 

sphérique.

2.4 

Tableau 1.1 Synthèse des principaux systèmes de coordonnées.

Repérage Cartésien Cylindrique Sphérique
�
�Md + +� � �d d dxu yu zux y z ρ ρ θ+ +ρ θ

� � �d d du u zuz θ θ ϕ+ +θ ϕ
� � �d d sin dru r u r ur

dSM d dy z ( =x Cste) ρ θd dz (ρ = Cste) θ θ ϕsin d d2r  ( =r Cste)

dSM d dx z  ( =y Cste) ρd dz (θ = Cste) θ ϕsin d dr r  (θ = Cste)

dSM d dx y ( =z Cste) ρ ρ θd d  ( =z Cste) θd dr r  (ϕ = Cste)

dVM
d d dx y z ρ ρ θd d dz θ θ ϕsin d d d2r r

8
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■3   Notions élémentaires sur les champs

Sauf mention con-
traire, nous nous 
limiterons dans cet 
ouvrage à des ch-
amps stationnaires.

Exemple – Calculs de surfaces et volumes
Établissons à partir des éléments différentiels précédents les expressions de la surface 
d’une sphère de centre O et de rayon R, puis du volume d’un cylindre d’axe Oz, de rayon 
R et de hauteur h .
En repérant tout point M sur la sphère par ses coordonnées sphériques R( , , )θ ϕ , sa surface est :

∫∫ ∫ ∫θ θ ϕ= = = π
π π

∈

S S R RM
M sphère
� d sin d d 42

0 0

2
2.

De même, en repérant tout point M dans le cylindre par ses coordonnées cylindriques 
( , , )ρ θ z , son volume est :

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ρ ρ θ= = = π
π

∈

V V z R hM
M cyclindre

R h

d d d d
0 0

2

0

2 .

Notions élémentaires sur les champs3

•	On appelle champ d’une grandeur physique G, définie dans un domaine D  de l’espace, à 
un instant t  donné, l’ensemble des valeurs de G  aux différents points M de ce domaine à 
cet instant. Nous le noterons de façon générale G M t( , ). La connaissance des valeurs du 
champ sur les limites du domaine D , appelées conditions aux limites, sera fondamentale 
pour déterminer complètement le champ.

•	Si la grandeur physique est un scalaire, définie par la donnée d’un seul nombre, on parle de 
champ scalaire. En revanche, si la grandeur est vectorielle, définie par trois composantes 
dans une base donnée, on parle de champ vectoriel.

•	Si le champ est indépendant de la position de M, il est dit uniforme : G G t( )= . Si le champ 
est indépendant du temps, il est dit permanent ou stationnaire : G G M( )= .

Définition

Exemples
 – Considérons une barre métallique, de longueur � selon un axe Ox, calorifugée sur sa 

face extérieure, et dont les extrémités sont reliées à deux thermostats de températures 
différentes T1 en x 0= , et T T2 1<  en �x = . En régime permanent, la température dans 

la barre, en tout point M d’abscisse x , est de la forme 
�

T x T T T x1
1 2( ) = − − . Il existe 

donc un champ de température dans la barre. Ce champ est scalaire car un thermocouple 
plongé dans la barre indiquerait une température ne dépendant que de sa position.

 – Considérons un écoulement d’eau dans une conduite cylindrique. L’ensemble des vitesses 
prises à chaque instant en tout point de la conduite par les différentes particules de fluide 
constitue un champ vectoriel �v M( ) appelé champ des vitesses : la particule de fluide qui 
se trouve au point M à l’instant considéré a une vitesse représentable par une orientation 
(sens et direction) et un module.

9
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chapitre 1  Outils mathématiques

Soit un champ vectoriel �a M( ) .
On appelle ligne de champ une courbe tangente en chaque point M au vecteur �a , orientée 
positivement dans le sens du champ (figure 1.6). L’ensemble des lignes de champ qui s’ap-
puient sur une courbe fermée donnée est appelée tube de champ.

Définition

M 
a(M)

d�M

Ligne de champ 

(+)  

L’orientation positive d’une courbe impose le sens du vecteur déplacement 
élémentaire 

�
�Md  en M. Ce vecteur étant porté par la tangente en M à la ligne de 

champ, alors �
�
�

�
a M Md 0( ) ∧ = . Cette relation permet d’établir l’équation d’une 

ligne de champ.

Exemple – Écoulement dans une conduite
Reprenons l’exemple de l’écoulement permanent d’eau dans une longue conduite horizontale 
d’axe �O uz( , ). En repérage cylindrique, le champ des vitesses est de la forme � �v M v uz z( ) ( )ρ= .  
Les lignes de champ (aussi appelées lignes de courant) sont donc des droites parallèles à 
l’axe de la conduite. Dans ce cas, la conduite elle-même constitue un tube de champ.

Circulation d’un champ vectoriel
Soit une courbe ( )Γ , orientée positivement de manière arbitraire d’un point A à un 
point B. Une telle courbe est appelée contour. En tout point M d’un contour, le 
vecteur déplacement élémentaire 

�
�Md , tangent à ( )Γ  au point M, est orienté dans 

le sens positif choisi de ( )Γ  (figure 1.7).

M

a(M)

d�M
(+)

A 

(Γ)

  

Soit un champ vectoriel �a M( ) .
On appelle circulation élémentaire de �a  le long de ( )Γ  le produit scalaire : C a a M Md d� � �

�=( ) ( ). .
La circulation de �a  le long de ( )Γ  est obtenue en faisant la somme de toutes les circulations 
élémentaires depuis le point A jusqu’au point B : C a a M M

M
A B

d� � �
�∫=Γ

∈ Γ
→

( ) ( ).( )
( )

.

En particulier, si sa circulation est nulle le long de tout contour fermé, le champ �a  est dit à 
circulation conservative : C a a M M

M

d 0�
� � �

�∫= =Γ
∈ Γ

( ) ( ).( )
( )

.

Définition

Figure 1.6 
Ligne de champ.

3.1 

Figure 1.7 
Définition d’un 

contour.

Le « rond » sur 
le signe de l’inté-
grale signifie que le 
contour (G) considé-
ré est fermé.
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■3   Notions élémentaires sur les champs

La circulation d’un champ à circulation conservative est indépendante du chemin suivi entre 
deux points donnés.

Justification
Considérons deux contours quelconques 1( )Γ  et 2( )Γ  orientés positivement d’un point A à 
un point B (figure 1.8). Notons �C a

1
( )( )Γ  et �C a

2
( )( )Γ  respectivement la circulation du champ 

vectoriel �a  le long de ces contours.
La circulation de �a  le long du contour orienté fermé 1 2( ) ( ) ( )Γ = Γ ∪ Γ  est donc  � �C a C a

2 1
( ) ( )( ) ( )−Γ Γ  compte tenu des orientations respectives de chaque contour. Le champ 

�a  étant à circulation conservative, alors ∫= = ≡ −Γ
Γ

Γ Γ( ) . ( ) ( )( )
( )

( ) ( )C a a C a C a�
� � �

�
� �d 0

2 1
,  

soit � �C a C a
2 1

( ) ( )( ) ( )=Γ Γ .

Propriété

d�

d�1

d�2

(+)

A

B 

 (Γ1)

(Γ2)

 

Dans le cas particulier où le champ vectoriel est une force 
�
F M( ), sa circulation le 

long de la trajectoire suivie par une particule matérielle entre deux points A et B  
a une signification physique précise : c’est le travail de la force appliquée à la 
particule entre ces deux points. 

Exemple – Champ des vitesses d’un cyclone
Repérons tout point M de l’espace par ses coordonnées cylindriques z( , , )ρ θ  dans le repère 
cylindrique � � �O u u uz( , , , )ρ θ . On modélise un cyclone par un écoulement d’air dont le champ 
des vitesses s’écrit � �v M u( ) ρ= Ω θ  à l’intérieur de l’œil du cyclone, assimilé à un long cy-

lindre d’axe �O uz( , ) de rayon R, et � �v M R u
2

( )
ρ

= Ω
θ  à l’extérieur de l’œil du cyclone. Ω est 

la norme d’un vecteur 
� �uzΩ = Ω , appelé vecteur tourbillon.

Calculons la circulation de �v M( ) le long d’un cercle ( )Γ  de rayon ρ , centré sur l’axe �O uz( , ) 
et orienté dans le sens des θ  croissants.

 – Pour Rρ ≤  : C v v M u uM
M

d d 2
0

2
2�

� � �
� � �∫∫ ρ ρ θ ρ= = Ω = πΩθ

π

θΓ
∈ Γ

( ) ( ). .( )
( )

.

 – Pour Rρ ≥  : C v R u u Rd 2
2

0

2
2� � �∫ ρ

ρ θ= Ω = πΩθ

π

θΓ ( ) .( ) .

Flux d’un champ vectoriel
Soit un contour ( )Γ  fermé et soit une surface ( )Σ  quelconque s’appuyant sur ce 
contour (figure 1.9).

3.2 

Figure 1.8 
Décomposition d’un 

contour fermé.
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chapitre 1  Outils mathématiques

On convient d’orienter tout élément de surface SMd  entourant un point M de ( )Σ  
par un vecteur unitaire �nM , perpendiculaire à SMd  et dont le sens est donné par la 
règle du tire-bouchon de Maxwell : un tire-bouchon dont le manche tourne dans le 
sens positif de ( )Γ  perce ( )Σ  dans le sens de �nM  au point M considéré. On appelle 
alors vecteur élément de surface le vecteur 

� �S n SM M Md d= .

(Γ)
(+)

dSM

nM n

n

M

(Σ)

Une surface ouverte s’appuie toujours sur un contour fermé, alors qu’une surface 
fermée engendre un volume et ne peut donc s’appuyer sur un contour fermé. 
Dans le cas d’une surface fermée, on oriente conventionnellement le vecteur 
normal �nM  de l’intérieur vers l’extérieur.

Soit un champ vectoriel �a M( ) .
On appelle flux élémentaire de �a  à travers un élément de surface SMd  de ( )Σ  le produit 
scalaire a a M SMd d� � �

Φ =( ) ( ). .
Le flux de �a  à travers ( )Σ  est obtenu en faisant la somme des flux élémentaires à travers 
chacune des surfaces élémentaires constituant ( )Σ  : a a M SM

M

d� � �
∫∫Φ =Σ
∈ Σ

( ) ( ).( )
( )

.

En particulier, si son flux est nul à travers toute surface ( )Σ  fermée, le champ �a  est dit à flux 
conservatif : a a M SM

M

d 0� � �
∫∫Φ = =Σ
∈ Σ

( ) ( ).( )
( )

.

Définition

Le flux d’un champ à flux conservatif est le même à travers toute surface ouverte qui s’appuie 
sur un contour fermé donné.

Justification
Considérons deux surfaces quelconques 1( )Σ  et 2( )Σ  s’appuyant sur un même contour fermé 
(figure 1.10). Notons �a

1
( )( )Φ Σ  et �a

2
( )( )Φ Σ  respectivement le flux du champ vectoriel �a  à 

travers chacune de ces surfaces.
Le flux total de �a  à travers la surface fermée 1 2( ) ( ) ( )Σ = Σ ∪ Σ  orientée vers l’extérieur est donc 

� �a a
1 2

( ) ( )( ) ( )Φ − ΦΣ Σ  compte tenu des orientations respectives de chaque surface. Le champ �a   
étant à flux conservatif, on obtient donc a a S a ad 0

1 2�
� � � � �∫∫Φ = = ≡ Φ − ΦΣ Σ Σ

Σ

( ) . ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

, soit � �a a
1 2

( ) ( )( ) ( )Φ = ΦΣ Σ .

Propriété

Figure 1.9 
Surface ouverte  

(à gauche) et surface 
fermée (à droite).

12
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■3   Notions élémentaires sur les champs

(Σ1)

(Σ2)

dS1

dS2

(Γ)

(+)

La notion de fl ux en physique
En physique, le fl ux d’un champ de vecteurs à travers une surface traduit la quantité d’une 
grandeur physique qui traverse par unité de temps la surface. ainsi, le débit volumique 
d’un écoulement à travers la section d’une conduite est le volume de fl uide qui traverse la 
section par unité de temps. On montre que ce débit est le fl ux du champ des vitesses du 
fl uide à travers la section. De même, l’intensité du courant électrique dans un fi l est le débit 
de charges à travers une section du fi l, c’est-à-dire la quantité de charges électriques qui 
traverse la section par unité de temps. L’intensité du courant correspond au fl ux à travers la 
section d’un champ de vecteurs appelé vecteur densité de courant électrique (voir chapitre 8).
On parle aussi de fl ux d’un champ électrique ou d’un champ magnétique, même s’il ne peut 
s’agir pour ces deux cas de l’écoulement d’une quantité physique à travers une surface.

FO
CU

S

Exemple – Champ gravitationnel terrestre
Repérons tout point M de l’espace par ses coordonnées sphériques r( , , )θ ϕ  dans le repère 
sphérique � � �O u u ur( , , , )θ ϕ . En modélisant la Terre par une sphère de centre O, de rayon RT  et 
de masse MT  répartie de façon homogène, le champ gravitationnel à l’intérieur de la Terre 

est G= −( ) 3G M M
R

ruT
T

T
r

� �  (r RT≤ ) où G désigne la constante de gravitation universelle et 

G= −( ) 2G M M
r

uT
T

r
� �  à l’extérieur (r RT≥ ).

Calculons le fl ux de 
�
G MT ( ) à travers une sphère ( )Σ  de rayon r  et de centre O. L’élément de 

surface 
�
SMd  entourant un point M de la sphère est orienté par convention vers l’extérieur et 

est perpendiculaire en M à la surface. Il est donc orienté selon le vecteur unitaire �ur, porté 
par le rayon OM de la sphère.

 – Pour r RT≤  : ∫∫∫∫ θ θ ϕΦ = = −Σ
∈ Σ∈ Σ

( ) ( ). .( )
( )( )

G G M S M
R

ru r uT T M
T

T
r r

MM
��

� � � � �Gd sin d d3
2 .

Par séparation des variables, on arrive fi nalement à : ( )( ) ∫∫ θ θ ϕΦ = − = − π 





ππ

Σ G
M
R

r M
r

RT
T

T
T

T
sin d d 43

3

0

2 3

0

G
G

�

( )( ) ∫∫ θ θ ϕΦ = − = − π 





ππ

Σ G
M
R

r M
r

RT
T

T
T

T
sin d d 43

3

0

2 3

0

G
G

�
.

 – Pour r RT≥  : ∫∫ θ θ ϕΦ = − = − πΣ
∈ Σ

( ) .( )
( )

G
M
r

u r u MT
T

r r T
M
�

� � �sin d d 42
2G

G .

Figure 1.10 
Décomposition 

d’une surface 
fermée.
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chapitre 1  Outils mathématiques

Opérateurs différentiels vectoriels4
Le gradient

Considérons, une nouvelle fois, l’exemple de la barre calorifugée dont les extrémités 
sont portées à des températures différentes. En régime permanent, la variation infini-
tésimale de température entre deux points M  et M′ infiniment proches, d’abscisses 

respectives x et x xd+ , est T T x dx T x T
x

x xd d
d

d( ) ( ) ( )= + − ≅  où T
x

xd
d

( ) désigne 
la dérivée de la fonction T x( ) évaluée au point M.
Quittons maintenant le cas unidimensionnel de la barre pour considérer le champ 
de température existant par exemple dans une pièce d’habitation chauffée. Entre 
un point M repéré par ses coordonnées cartésiennes x y z( , , ) et un point M′ infini-
ment proche de coordonnées x x y y z zd d d( , , )+ + + , la variation correspondante 
de température s’écrit désormais :

= + + + − = ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )d d d d d d dT T x x y y z z T x y z T
x

x y z x T
y

x y z y T
z

x y z z.

Cette expression, appelée différentielle totale de la fonction T x y z( , , ) , peut 
aussi être vue comme le produit scalaire du vecteur déplacement élémentaire 
d d d d
�
�

� ����� � � �
MM xu yu zuM x y z= ′ = + +  et d’un certain champ de vecteurs de com-

posantes T
x

T
y

T
z

, ,∂
∂

∂
∂

∂
∂







  évaluées en M dans la base cartésienne � � �u u ux y z( , , ). Un tel 

champ est appelé gradient du champ de température et noté 
� ����

Tgrad( ).

Soit U un champ scalaire. On appelle gradient de U, noté 
� ����

Ugrad( ) , le champ vectoriel tel que 
U Ud grad d

� ���� �
�= ( ). . Cette relation définit de façon intrinsèque le gradient d’un champ scalaire 

car elle est indépendante du système de coordonnées choisi.
En coordonnées cartésiennes, le gradient du champ U s’écrit sous la forme :

� ���� � � �U U
x

u U
y

u U
z

ux y zgrad( ) = ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

Définition

Il ne faut surtout pas chercher à exprimer le gradient d’un champ scalaire dans 
d’autres systèmes de coordonnées en l’extrapolant à partir de son expression en 
coordonnées cartésiennes. Il faudra toujours se reporter au formulaire en annexe 
et de même pour les opérateurs présentés par la suite.

Sens physique
Pour en appréhender le sens physique, détaillons pour cela quelques propriétés du 
gradient d’un champ scalaire U.

 •
� ����

Ugrad( ) est dirigé selon le signe des dérivées partielles U
x

∂
∂

, U
y

∂
∂

 et U
z

∂
∂

 donc 
� ����

Ugrad( ) est dirigé dans le sens des U  croissants.

4.1 
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■4   Opérateurs différentiels vectoriels

 • Pour un déplacement élémentaire 
�
�d  le long d’une surface équi-U ou surface 

de niveau de U, c’est-à-dire une surface sur laquelle U a une valeur constante, 
Ud 0=  donc 

� ���� �
�Ugrad d( ) ⊥  : 
� ����

Ugrad( ) est normal aux surfaces équi-U.
 • En notant θ  l’angle entre 

� ����
Ugrad( ) et 

�
�d  au point considéré, nous pouvons écrire 

par définition du produit scalaire : U U Ud grad d grad d cos
� ���� �

�
� ���� �

� θ= =( ). ( ) . . . � ����
Ugrad( )  et 

�
�d  étant donnés, nous en déduisons que la variation maximale de  

U est obtenue pour 0θ = , soit pour un déplacement 
�
�d  dans la direction de 

� ����
Ugrad( ).  

Ainsi, la direction de 
� ����

Ugrad( ) est celle le long de laquelle le champ U varie le 
plus intensément.

Le gradient d’un champ scalaire U traduit le caractère non-uniforme de ce champ. Il est 
orienté dans le sens de croissance de U, sa direction, normale aux surfaces de niveau de U, 
correspondant à la plus grande variation spatiale de U.

Propriété

Exemple – Gradient de pression au sein d’un liquide
Dans un liquide de masse volumique µ , au repos dans le champ de pesanteur �g  supposé 
uniforme relativement à un référentiel considéré comme galiléen, existe un champ de 
pression de la forme p M p gz0( ) µ= − , où le point M est repéré par sa cote z  sur un axe 
vertical ascendant �O uz( , ).
Il existe donc un gradient de pression au sein du liquide, vertical et descendant, per-
pendiculaire en M au plan z Cste=  qui constitue une surface de niveau de la pression : 
� ���� � �p p

z
u guz zgrad d

d
( ) µ= = − . Ce gradient est un champ uniforme. Dans l’eau (µ = 103 kg ⋅ m−3), 

la norme du gradient de pression est de l’ordre de 104 Pa ⋅ m−1. Ceci signifie que tout dépla-
cement dans le sens de 

� ����
pgrad( ) conduira à une augmentation de la pression dans l’eau de  

1 bar tous les 10 mètres parcourus, résultat bien connu en plongée sous-marine.

La divergence

Soit un champ vectoriel �a  dont le flux sortant d’une surface fermée définissant un volume 
élémentaire Vd  est dΦ. On appelle divergence de �a , noté div �a( ), le champ scalaire tel que 
d div d�a VΦ ≅ ( ) .

Définition

Cette relation dont on exclut toute démonstration constitue la définition intrinsèque 
de l’opérateur divergence. Elle permet d’exprimer cet opérateur dans différents 
systèmes de coordonnées. On se reportera pour le calcul de la divergence de 
tout champ vectoriel au formulaire situé en annexe.

Exemple – Champ gravitationnel terrestre
Reprenons l’exemple du champ gravitationnel terrestre et calculons la divergence de ce 
champ en tout point M de l’espace.
La divergence d’un champ vectoriel � � � �a a u a u a ur r= + +θ θ ϕ ϕ  s’écrit en repérage sphérique 

(voir formulaire) : div 1 1
sin

sin 1
sin2

2�a
r

a r
r r

a
r

ar

θ
θ

θ θ ϕ
= ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
θ ϕ( ) ( ) ( ) ( )

.

4.2 
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chapitre 1  Outils mathématiques

Pour calculer aisément la divergence du champ, on identifie au préalable ses composantes non 
nulles dans la base sphérique puis leurs dépendances selon les coordonnées sphériques du 
point M. Pour le champ gravitationnel terrestre, nous avons simplement 

� �G M G r uT T r r( ) ( ),= ,  

aussi div 1 d
d2

2�
G

r
G r

rT
T r=( )

( ), .

 – Pour r RT≤  : G= −( ), 3G r M
R

rT r
T

T
 soit G G= −





= −( ) ( )div 1 d
d

3
2 3

3

3G
r

M
R

r
r

M
RT

T

T

T

T

�
.

 – Pour r RT≥  : G= −( ), 2G r M
rT r

T  soit G= − =( ) ( )div 1 d
d

02G
r

M
rT

T�
.

Il peut être tentant, comme son nom l’indique, d’associer la divergence d’un champ vec-
toriel au caractère divergent (ou convergent) de ses lignes de champ. Dans notre exemple, 
les lignes de champ sont radiales et convergent vers le point O, bien que la divergence du 
champ gravitationnel soit nulle à l’extérieur de la Terre (figure 1.11). La divergence d’un 
champ vectoriel n’est donc pas toujours une mesure de la divergence de ses lignes de champ.

RT   

GT (M )

O 

Théorème de Green-Ostrogradsky

Le théorème de Green-Ostrogradsky dit que le flux d’un champ vectoriel �a  sortant d’une 
surface fermée ( )Σ  est égal à l’intégrale de sa divergence, étendue au volume ( )τ  délimité 
par ( )Σ  :

∫∫ ∫∫∫=
τΣ

. ( )
( ) ( )

d div da S a V�
� � �

Propriété

On peut comprendre l’origine de ce théorème en décomposant ( )τ  en parallélépi-
pèdes élémentaires de volume Vd . Par définition, le flux sortant de chacun de ces 
volumes, orientés par convention vers l’extérieur, est d div d�a VΦ = ( ) . Or, le flux 
sortant d’une face de l’un compense le flux sortant de la face adjacente de l’autre 
(figure 1.12). En sommant tous les flux sortants de tous les volumes élémentaires 
constituant ( )τ , le résultat net est donc égal au flux sortant à travers la surface 
fermée ( )Σ .

nM nM

Figure 1.11 
Lignes du champ 

gravitationnel 
terrestre.

Figure 1.12 
Les flux sortants 

à travers deux 
faces élémentaires 

adjacentes se 
compensent.
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■4   Opérateurs différentiels vectoriels

Si �a  est à flux conservatif alors par définition, a Sd 0�
� �∫∫ =

Σ

.
( )

 pour toute surface 

fermée ( )Σ , ce qui implique que div 0�a =( )  en tout point de l’espace et ce 
réciproquement.

Exemple – Champ gravitationnel terrestre
Nous pouvons vérifier à ce stade la validité du théorème de Green-Ostrogradsky pour le 
champ gravitationnel terrestre dont nous avons calculé la divergence en tout point de l’espace, 
ainsi que le flux sortant à travers toute sphère ( )Σ  de rayon r  et de centre O.

 – Pour r RT≤ , le flux sortant est ∫∫Φ = = − π 



Σ

∈ Σ

( ) ( ).( )
( )

G G M S M
r

RT T M
M

T
T

�
� � �

d 4
3

G  et 

G= −( )div 3
3G M

RT
T

T

�
. Alors, en notant ( )τ  le volume que définit la sphère de rayon r :

 
� �G G

∫∫∫ ∫∫∫( ) = − = − × π = Φ
τ τ∈ ∈

ΣG M V
M

R
V

M
R

r GT M
M

T

T
M

M

T

T
Tdiv d 3 d 3 4

33 3
3( ) ( )

( ) ( )
( )

 – Pour r RT≥ , le flux sortant est ( )( )Φ = − πΣ G MT T4 G
�

 et div 0
�
GT =( ) . On décompose 

alors l’intégrale en volume en deux termes, le premier terme correspondant à une 
intégrale sur le volume d’une sphère de rayon RT  :

� � �

�G

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫( ) ( ) ( )= +

= − × π + = Φ

τ∈ ≤ ≥

Σ

G M V G M V G M V

M
R

R G

T M
M

T M
r R

T M
r R

T

T
T T

T T

div d div d div d

3 4
3

03
3

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

Attention à ne pas aller trop vite dans le calcul de l’intégrale en volume : div 0
�
GT =( )  

uniquement pour r RT≥ . Or, on intègre sur l’ensemble des points M qui appartiennent 
au volume de la sphère, y compris les points tels que r RT≤  d’où la décomposition de 
l’intégrale.

Le rotationnel

Soit un champ vectoriel �a  dont la circulation le long d’un contour fermé définissant une 
surface élémentaire orientée 

�
Sd  est Cd . On appelle rotationnel de �a , noté rot

� �� �a( ), le champ 
vectoriel tel que C a Sd rot d

� �� � �
≅ ( ). .

Définition

Cette relation constitue la définition intrinsèque de l’opérateur rotationnel. Elle 
permet d’exprimer cet opérateur dans différents systèmes de coordonnées. On 
se reportera pour le calcul du rotationnel de tout champ vectoriel au formulaire 
situé en annexe.

Exemple – Champ des vitesses d’un cyclone
Revenons à l’exemple du champ des vitesses dans un cyclone et calculons le rotationnel de 
ce champ en tout point M de l’espace.

4.3 

■ Mikhaïl Ostro-
gradsky (1801-1862) 
est un physicien et 
mathématicien russe 
connu pour avoir éta-
bli le théorème de la 
divergence.
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chapitre 1  Outils mathématiques

Le rotationnel d’un champ vectoriel � � � �a a u a u a uz z= + +ρ ρ θ θ  s’écrit en repérage cylindrique 

(voir formulaire) : rot 1 1 1� �� � � � �a
a a

z
u

a
z

a
u

a a
uz z

zρ θ ρ ρ
ρ
ρ ρ θ

=
∂
∂

−
∂
∂







+
∂
∂

−
∂
∂







+
∂

∂
−

∂
∂







θ
ρ

ρ
θ

θ ρ( )
( ) .

Tout comme nous l’avons fait pour la divergence, il faut, avant de se lancer dans le calcul 
du rotationnel du champ, identifier au préalable ses composantes non nulles dans la base 
cylindrique puis leurs dépendances selon les coordonnées cylindriques du point M. Pour 
le champ des vitesses dans un cyclone, nous avons simplement � �v M v u( ) ( )ρ= θ θ , aussi 

rot 1 d
d

� �� � �v
v

uzρ
ρ
ρ

= 





θ( )
( ) .

 – Pour Rρ ≤  : v ( )ρ ρ= Ωθ , soit rot 1 d
d

2
2� �� � � �v u uz zρ

ρ
ρ

= Ω





= Ω( ) ( ) .

 – Pour Rρ ≥  : �v R2
( )ρ

ρ
= Ω

θ , soit rot 1 d
d

0
2� �� � � �

v R uzρ ρ
= Ω





=( )
( ) .

Il peut aussi être tentant ici d’associer le rotationnel d’un champ vectoriel au caractère tour-
nant (ou tourbillonnaire) de ses lignes de champ. Dans notre exemple, les lignes de champ 
sont des cercles d’axe �O uz( , ) et s’enroulent autour du point O bien que le rotationnel du 
champ des vitesses soit nul à l’extérieur de l’œil du cyclone (figure 1.13). Le rotationnel 
d’un champ vectoriel n’est donc pas toujours une mesure de la tendance à l’enroulement 
de ses lignes de champ.

R   
v (M )

O ¤uz

Théorème de Stokes

Le théorème de Stokes dit que la circulation d’un champ vectoriel �a  le long d’un contour 
( )Γ  fermé est égale au flux du rotationnel de �a  à travers une surface ( )Σ  quelconque s’ap-
puyant sur ( )Γ  :

∫ ∫∫=
Γ Σ
�
� �
�

� �� � �
. ( ).

( ) ( )

d rot da a S

Définition

On peut comprendre l’origine de ce théorème en décomposant ( )Σ  en rectangles 
élémentaires, tous orientés dans le même sens, et de surface 

�
Sd . Par définition, la 

circulation le long de chacun de ces rectangles est d rot d
� �� � �

C a S= ( ). . Or, la circu-
lation le long d’une portion de l’un compense la circulation le long de la portion 

Figure 1.13 
Lignes du champ 
des vitesses d’un 

cyclone.

■ George Gabriel 
Stokes (1819-1903), 
mathématicien et physi-
cien britannique, est no-
tamment connu pour ses 
travaux sur les fluides 
visqueux.
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■4   Opérateurs différentiels vectoriels

adjacente de l’autre (figure 1.14). En sommant toutes les circulations le long de 
tous les contours élémentaires constituant ( )Σ , le résultat net est donc égal à la 
circulation le long du contour fermé ( )Γ .

(Σ)

(Γ)

(+)

Si �a  est à circulation conservative alors par définition a d 0�
� �
�∫ =

Γ

.
( )

 pour tout 

contour fermé ( )Γ , ce qui implique que rot 0
� �� � �

a =( )  en tout point de l’espace et 
ce réciproquement.

Exemple – Champ des vitesses d’un cyclone
Nous pouvons vérifier à ce stade la validité du théorème de Stokes avec le champ des 
vitesses d’un cyclone, dont nous avons calculé le rotationnel en tout point M de l’espace, 
ainsi que la circulation le long d’un cercle ( )Γ  de rayon ρ  et d’axe �O uz( , ). Il faut, pour 
cela, calculer le flux de rot

� �� �v( ) à travers une surface ( )Σ  s’appuyant sur le cercle ( )Γ . Le 
plus simple est de considérer comme surface celle du disque définie par ( )Γ . En tout point 
M de ce disque, le vecteur surface élémentaire s’écrit 

� �S uM zd d dρ ρ θ=  compte tenu de 
l’orientation de ( )Γ .

 – Pour Rρ ≤ , la circulation est ρ= πΩΓ ( )( ) 2 2C v�  et rot 2
� �� � �v uz= Ω( ) . On obtient immé-

diatement :

∫∫ ∫∫∫∫ ρ= Ω = Ω = πΩ =
∈ Σ ∈ Σ

Γ
∈ Σ

( ( )). . ( )
( ) ( )

( )
( )

v M S u S u S C vM z M z
M

M
MM

� �� � � � � �rot d 2 d 2 d 2 2

 – Pour Rρ ≥ , la circulation est = πΩΓ ( )( ) 2 2C v R�  et rot 0
� �� � �

v =( ) . On décompose alors 
l’intégrale de surface en deux termes, le premier terme correspondant au flux de rot

� �� �v( ) 
à travers un disque de rayon R :

∫∫ ∫∫ ∫∫= + = πΩ + =
ρ ρ∈ Σ ≤ ≥

Γ( ( )). ( ( )). ( ( )). ( )
( )

( )v M S v M S v M S R C vM
M

M
R

M
R

� �� � � � �� � � � �� � � �rot d rot d rot d 2 02

Combinaison d’opérateurs
Appliquer l’opérateur gradient, divergence ou rotationnel sur un champ conduit, 
comme nous venons de le voir, à un nouveau champ. Appliquer, à nouveau, l’un de 
ces opérateurs à ce champ permet d’obtenir des résultats extrêmement importants 
en analyse vectorielle.

Figure 1.14 
Les circulations 
le long de deux 

portions de contour 
élémentaire 

adjacentes se 
compensent.

4.4 
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chapitre 1  Outils mathématiques

•	Le laplacien scalaire d’un champ scalaire U est un nouveau champ scalaire, noté U∆ , et 
défini par :

div grad
� ����

U U∆ = ( ( ))

En coordonnées cartésiennes, le laplacien scalaire du champ U s’écrit sous la forme :

U U
x

U
y

U
z

2

2

2

2

2

2∆ = ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

•	Le laplacien vectoriel d’un champ vectoriel �a  est un nouveau champ vectoriel, noté �a∆ ,  
et défini par :

grad div rot rot� � ���� � � �� � �� �a a a∆ = −( ( )) ( ( ))

En coordonnées cartésiennes, le laplacien vectoriel du champ �a  s’écrit sous la forme :
� � � �a a u a u a ux x y y z z( ) ( ) ( )∆ = ∆ + ∆ + ∆

a a
x

a
y

a
zi x y z

i i i
2

2

2

2

2

2, ,∆ = ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂=  est le laplacien scalaire de la composante cartésienne ai 

du champ �a .

Définition

20
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Ce qu’il faut retenir
 •  La circulation d’un champ vectoriel �a  le 
long d’un contour ( )Γ  orienté d’un point A à  
un point B est C a a M M

M
A B

d� � �
�∫=Γ

∈ Γ
→

( ) ( ). ,( )
( )

et son flux à travers une surface ( )Σ  est 

∫∫Φ =Σ
∈ Σ

( ) ( ).( )
( )

a a M SM
M

� � �
d .

 •  Le gradient d’un champ scalaire U est 
le champ vectoriel noté 

� ����
Ugrad( ) tel que 

U Ud grad d
� ���� �

�= ( ). . Un gradient est toujours 
perpendiculaire aux surfaces de niveau de 
U et orienté dans le sens de croissance 
de U.

 •  Le flux d’un champ vectoriel �a  sor-
tant d’une surface fermée ( )Σ  est égal 
à l’intégrale de sa divergence, éten-

due au volume ( )τ  délimité par ( )Σ  
(théorème de Green-Ostrogradsky) : 

a S a Vd div d�
� � �∫∫ ∫∫∫=

τΣ

. ( )
( ) ( )

. Si le champ est  

à flux conservatif, alors son flux à tra-
vers ( )Σ  est nul donc div 0�a =( )  et ce 
réciproquement.

 •  La circulation d’un champ vectoriel �a  le long d’un contour ( )Γ  fermé est 
égale au flux du rotationnel de �a  à tra-
vers une surface ( )Σ  quelconque s’ap-
puyant sur ( )Γ  (théorème de Stokes) : 

a a Sd rot d�
� �
�

� �� � �
∫ ∫∫=
Γ Σ

. ( ).
( ) ( )

. Si le champ est à 

circulation conservative, alors sa circula-
tion le long ( )Γ  est nulle donc rot 0

� �� � �
a =( )  

et ce réciproquement.

Te
st

ez
-v

ou
s Plusieurs réponses peuvent être correctes.

1. Le gradient du champ de 
température dans une pièce est :

 a.  perpendiculaire à une surface de 
niveau de la température ;

 b.  dirigé vers les températures 
croissantes ;

 c. un champ scalaire.
2. On considère que la température T 

croît radialement de 30 K en moyenne 
par kilomètre de profondeur dans la 
Terre assimilée à une sphère de centre 
O, origine du repère sphérique. Le 
gradient de température exprimé en 
K/m dans la Terre s’écrit :

 a. 
� ���� �T ugrad 0 03( ) ,= ϕ ;

 b. 
� ���� �T urgrad 0 03( ) ,= −  ;

 c. 
� ���� �T urgrad 30( ) = .

3. On considère un cylindre d’axe 
O uz
�(( ,, )), de hauteur h et de rayon R.  

Dans le repère cylindrique, 

l’élément de surface orienté qui 
entoure un point M de la surface 
latérale s’écrit :

 a. 
� �S R z uMd d d( )θ= ρ ;

 b. 
� �S R z uMd d d( )θ= − ρ ;

 c. 
� �S R z uMd d d( )ρ= ρ .

4. Le flux d’un champ de vecteurs 
à travers une surface orientée 
quelconque est :

 a. toujours positif ;
 b.  dépend de l’orientation de la 

surface ;
 c.  toujours nul si la surface est 

fermée.
5. Un champ de vecteurs à circulation 

conservative est :
 a. de divergence toujours nulle.
 b. de gradient toujours nul.
 c. de rotationnel toujours nul.

Réponses page 195
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exercices
Corrigés page 195

1 Vecteurs déplacement élémentaire
a. On note � � �u u ucar x y z( ) ( , , )B =  la base carté-

sienne et � � �u u ucyl z( ) ( , , )B = ρ θ  la base cylin-
drique attachée à un point M donné de l’espace. 
Exprimer les vecteurs �uρ  et �uθ  dans la base 
cartésienne. En déduire l’expression du vecteur 
déplacement élémentaire 

� ���� �
�OM Md d=  du point 

M dans la base cylindrique en différenciant 
directement le vecteur position 

� ����
OM  exprimé 

dans cette base.
b. Répondre aux mêmes questions en considérant 

cette fois la base sphérique � � �u u usph r( ) ( , , )B = θ ϕ  
attachée au point M.

2 Calcul de surfaces et de volumes
a. Calculer la surface d’une calotte sphérique 

de rayon R et de hauteur h.
b. Calculer le volume d’un cône de hauteur h et 

de base de rayon R.

3  Expression du gradient dans différents 
systèmes de coordonnées

À partir de la définition intrinsèque du gradient, 
exprimer le gradient d’un champ scalaire U en 
repérage cylindrique puis en repérage sphérique.

4 Gradient d’indice dans une fibre optique
On considère une fibre optique constituée de 
deux cylindres concentriques d’axe �O uz( , ). Tout 
point dans la fibre est repéré par ses coordonnées 
cylindriques z( , , )ρ θ  dans la base cylindrique 
� � �u u uz( , , )ρ θ .

L’indice de réfraction de la partie centrale de 
rayon a = 25 mm, appelée cœur, varie continû-
ment avec la distance r  à l’axe optique. Celui 
de la partie externe, appelée gaine, est constant, 
de valeur n2 =  1,445.
On modélise l’indice dans le cœur par le pro-

fil parabolique : n n
a

1 21

2
( )ρ ρ( )= − ∆  où 1n   

= 1,460 et où n n
n2

1
2

2
2

1
2∆ = − .

Exprimer le gradient d’indice dans le cœur de 
la fibre. Vérifier qu’il est bien perpendiculaire 
aux surfaces équi-indice que l’on précisera et 
orienté vers les indices croissants. Calculer sa 
valeur maximale.

5 Opérateurs en repérage cylindrique
On repère tout point M par ses coordonnées cylin-
driques z( , , )ρ θ  dans le repère � � �O u u uz( , , , )ρ θ . En 
se reportant au formulaire, calculer :

a. 
� �� �uzrot cosθ

ρ






 .

b. div �uρ ρ( ).
c. lnρ∆( ).

6 Opérateurs en repérage sphérique
On repère tout point M par ses coordonnées sphé-
riques r( , , )θ ϕ  dans le repère � � �O u u ur( , , , )θ ϕ . En 
se reportant au formulaire, calculer :
a. 
� �� �urot( )ϕ .

b. 
� ����

r
grad 1( ).

c. 
� ����

r
grad cos

2
θ( ).

7 Champ à circulation conservative
On repère tout point M par ses coordonnées 
sphériques ( , , )θ ϕr  dans le repère ( , , , )θ ϕO u u ur

� � � .  

Soit le champ vectoriel ( ) =a M
k
r

ur2
� �  où k est 

une constante positive. Montrer que le champ a� 
est à circulation conservative. Utiliser ce résultat 
pour calculer la circulation du champ a� le long 
du trajet orienté AC représenté ci-dessous.

O A

C

xu

yu

1r2r
B
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8 Flux à travers une surface fermée
On repère tout point M par ses coordonnées cylin-
driques ( , , )ρ θ z  dans le repère ( , , , )ρ θO u u uz

� � � . 
Soit le champ vectoriel ( ) ρ= θa M k u� �  où k est 
une constante positive. Calculer le flux sortant 
à travers la surface fermée constituée d’un quart 
de cylindre droit, d’axe ( , )O uz

� , de hauteur h et 
de rayon R. Pourquoi pouvait-on s’attendre à un 
tel résultat ?

O

A B

C

D

E
zu

yu

xu

Conseil La surface fermée considérée est consti
tuée de 5 surfaces ouvertes. Les orienter cor
rectement et calculer le flux du champ 

�
a à travers 

chacune d’elle.

9 Champ à flux conservatif
On repère tout point M par ses coordonnées cylin-
driques z( , , )ρ θ  dans le repère � � �O u u uz( , , , )ρ θ . Soit 

le champ vectoriel � �a M k u1
2

( ) ρ= θ.

a. Calculer le champ vectoriel 
� � �� �b arot( )= . Jus-

tifier que 
�
b  est à flux conservatif.

b. En considérant un contour ( )Γ  fermé et une 
surface ( )Σ  s’appuyant sur ( )Γ , montrer à 
l’aide du théorème de Stokes que le flux de �
b  à travers ( )Σ  est égal à la circulation de �a  
le long de ( )Γ  : ∫∫ ∫=

Σ Γ
�

� � � �
�. .

( ) ( )

d db S a .

c. Calculer la circulation du champ �a  le long 
d’un cercle orienté de rayon R, de centre O et 
d’axe �O uz( , ). Vérifier la validité de la relation 
intégrale précédente en calculant le flux de �
b  à travers la surface du disque qui s’appuie 
sur le cercle orienté.

d. Calculer de même le flux de 
�
b  à travers un 

hémisphère de rayon R s’appuyant sur le cercle 
orienté. Commenter le résultat.
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