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Introduction

CE LIVRE EST ISSU DU COURS Mecanique Quantique Avancee enseigne
depuis 1'automne 1996 a Paris dans le cadre du Magistere Interuniversi-

taire de Physique. II est partiellement inspire de plusieurs chapitres de 1'ou-
vrage de Zinn-Justin [26].

Son but est de familiariser le lecteur avec un outil, 1'integrale de chemin,
qui off re un point de vue alter natif sur la mecanique quantique, et surtout
qui, sous une forme generalisee, est devenu essentiel a une comprehension
profonde de la theorie quantique des champs et de ses applications, qui vont
de la physique des interactions fondamentales, a la mecanique statistique des
transitions de phase, ou aux proprietes des gaz quantiques.

L'integrale de chemin est un objet mathematique qui peut etre consider e
comme une generalisation a un nombre infini de variables, represente par des
chemins, des integrales ordinaires. Elle partage les proprietes algebriques des
integrales ordinaires, mais presente des proprietes nouvelles du point de vue
de 1'analyse.

L'integrale de chemin est un outil puissant pour 1'etude de la quantique me-
canique, car elle met en correspondance de fagon tres explicite les mecaniques
classique et quantique. Les quantites physiques s'obtiennent en moyennant
sur tous les chemins possibles, mais dans la limite semi-classique H —> 0 les
chemins dominant 1'integrale se trouvent dans un voisinage du chemin clas-
sique. Ainsi 1'integrale de chemin permet-elle une comprehension intuitive et
un calcul simple des effets semi-classiques tant du point de vue de la diffusion
que des proprietes spectrales ou de 1'effet tunnel.

De plus la formulation de la mecanique quantique basee sur 1'integrale de
chemin, si elle peut paraitre plus compliquee du point de vue mathematique,
puisqu'elle se substitue a un formalisme d'equations aux derivees partielles,
est bien adaptee a 1'etude de systemes a un nombre grand de degres de liberte
ou un formalisme de type equation de Schrodinger est beaucoup moins utile.
Elle permet ainsi une transition aisee entre la mecanique quantique a un petit
nombre de particules et la theorie quantique des champs ou la mecanique
statistique.

Dans ces notes, nous presenterons en premier lieu 1'integrale de chemin
dans une formulation dite euclidienne. Ceci signifie que nous discuterons les
elements de matrice de 1'operateur statistique quantique, c'est-a-dire de la
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matrice densite a 1'equilibre thermique e"^, H etant 1'hamiltonien quantique
et ft 1'inverse de la temperature (mesuree en unites ou la constante de Boltz-
mann ks vaut 1), plutot que 1'operateur d'evolution quantique e~lHt/h. Ainsi,
nous pourrons egalement faire le lien avec la mecanique statistique quantique
et, ce qui est peut-etre moms evident, classique.

Un avantage de la formulation euclidienne est qu'il est en general plus facile
de definir rigoureusement 1'integrale de chemin representant 1'operateur e~@H

(la formule de Feynman-Kac) que Q-lHt/h.
L'operateur statistique (ou matrice densite), dont la trace est la fonction

de partition quantique

decrit « 1'evolution » en temps imaginaire, et dans ce sens la plupart des pro-
prietes algebriques qui seront demontrees, s'appliqueront aussi a 1'operateur
d'evolution en temps reel, les expressions explicites pouvant etre obtenues par
prolongement analytique ft i—> it/H.

Notons toutefois une propriete specifique de 1'operateur statistique : il
fournit un outil pour determiner la structure de 1'etat fondamental d'un sys-
teme quantique. Par exemple si H est borne inferieurement, 1'energie EQ du
fondamental est donnee par

Si, de plus, le fondamental est unique et isole, e~@H projette, quand ft —> +00,
sur 1'etat fondamental |0) :

L'integrale de chemin euclidienne conduit ainsi souvent a une comprehension
simple et intuitive de la structure du fondamental de systemes a un grand
nombre de degres de liberte,

L'effet tunnel quantique peut etre interprete dans 1'approximation semi-
classique en termes de trajectoires classiques parcourues en temps imaginaire.
L'integrale de chemin euclidienne est done naturellement adaptee a ce pro-
bleme.

Par ailleurs, elle souligne les relations profondes entre la theorie quantique
des champs et la mecanique statistique des systemes critiques et transitions de
phase. Enfin 1'integrale euclidienne est directement liee aux processus de dif-
fusion, par exemple 1'equation de Fokker-Planck a la forme d'une equation de
Schrodinger en temps imaginaire. Cette classe de problemes contient comme
exemple le plus simple le mouvement brownien qui a motive la construction
de la premiere integrale de chemin ou integrale de Wiener.

L'inconvenient principal de la formulation euclidienne de la mecanique
quantique est que les expressions classiques ont des formes quelque peu in-
habituelles puisque le temps y est imaginaire. Nous parlerons d'action et de
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lagrangien eudidiens, ainsi que de temps euclidien (qui a en fait une dimension
d'energie inverse). Par ailleurs, le calcul d'amplitudes de diffusion exige alors
un prolongement analytique.

Le chapitre 1, contient un rappel des proprietes generales des integrales
gaussiennes ordinaires, la demonstration du theoreme de Wick et la methode
du col, dans la mesure ou toutes ces notions se generalisent aux integrales de
chemin. En outre quelques methodes fonctionnelles sont deja introduites.

Dans le chapitre 2, nous construisons 1'integrale de chemin associee
a 1'operateur statistique e~~@H pour des hamiltoniens de la forme simple
p2/2m + V(q). Nous calculons ensuite explicitement 1'integrale de chemin
correspondant a 1'oscillateur harmonique couple a une force exterieure de-
pendante du temps. Ce resultat permet de reduire 1'evaluation des integrales
de chemin dans le cas de potentiels analytiques a la theorie des perturbations.
Nous appliquons ces resultats au calcul de la fonction de partition tr e~@H, par
des methodes perturbatives et semi-classiques. Le chapitre 3 exploite alors ces
resultats pour determiner le spectre de certains hamiltoniens dans differents
schemas d'approximation.

Dans le chapitre 4, comparant la mecanique statistique classique des sys-
temes unidimensionnels et la mecanique statistique quantique a une particule,
nous motivons 1'introduction de fonctions de correlation et discutons leur si-
gnification en mecanique quantique.

Dans le chapitre 5, nous construisons 1'integrale de chemin pour des ha-
miltoniens plus generaux lineaires dans les impulsions comme 1'hamiltonien
d'une particule dans un champ magnetique. Nous relions le probleme du choix
de 1'ordre des operateurs quantiques aux ambigui'tes de 1'integrale de chemin.
Nous discutons certains processus de diffusion decrit par une equation de
Fokker-Planck et qui conduisent a des integrales de chemin analogues.

Dans le chapitre 6, nous introduisons la representation holomorphe de la
mecanique quantique, parce qu'elle permet d'etudier les proprietes de sys-
temes de bosons du point de la mecanique statistique quantique (dans un
formalisme dit de seconde quantification). L'integrale de chemin prend alors
la forme d'une integrate sur des trajectoires de 1'espace de phase dans une
parametrisation complexe. Un formalisme parallele, base sur 1'integration sur
des variables de type anti-commutant ou de Grassmann, que nous presentons
dans le chapitre 7, permet alors de traiter les fermions de maniere analogue
aux bosons.

Le chapitre 8 est consacre a 1'effet tunnel dans la limite semi-classique, un
probleme pour lequel le formalisme euclidien est particulierement bien adapte.
Nous y considerons le clivage quantique entre des minima classiques degeneres
et la disintegration d'etats metastables. La notion d'instanton y joue un role
important.

Dans le chapitre 9, passant a 1'evolution quantique (c'est-a-dire au temps
reel), nous construisons la representation par 1'integrale de chemin de la ma-
trice de diffusion ou matrice S et en deduisons son calcul perturbatif en
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puissances du potentiel. Differentes approximations de type semi-classique
sont presentees.

Enfin le chapitre 10 contient quelques resultats complementaires, comme la
definition de 1'integrale de chemin dans 1'espace des phases, et les problemes
lies a la quantification des lagrangiens avec potentiel quadratiques dans les
vitesses.

Nous voulons souligner que dans tout ce cours notre demarche est lar-
gement empirique; la rigueur mathematique, par exemple, ne sera pas un
objectif essentiel. Notre but est plus de type pedagogique : comprendre 1'inte-
grale de chemin, ses proprietes et son interet du point de vue de la physique.
L'ouvrage ay ant egalement une visee pratique, les methodes de calcul auront
une large place.

Enfin ce cours suppose des connaissances minimales en mecanique quan-
tique, comme 1'equation de Schrodinger, la notion d'espace de Hilbert et d'ope-
rateurs agissant sur les vecteurs de 1'espace de Hilbert. Nous utiliserons fre-
quemment la notation des bras et kets de Dirac pour indiquer les vecteurs de
1'espace de Hilbert et leurs conjugues complexes. A toutes fins utiles, certaines
notions de base de la mecanique quantique sont rappelees dans 1'appendice A.

Breve historique et bibliographic. Le concept d'integrale de chemin semble
avoir ete introduit par Wiener [25], dans le but de decrire les proprietes sta-
tistiques du mouvement brownien, a la suite des travaux d'Einstein. Le mou-
vement brownien peut etre considere comme la limite continue d'une marche
au hasard markovienne en temps discrets. Le mouvement au temps t (t en-
tier) est determine par la probabilite p(x' — x] d'aller du point x au point x'.
En consequence, partant du point XQ la probabilite Pn(xn^xo) d'atteindre le
poin xn au temps n est donnee par

L'ensemble des integrations sur les variables Xi peut s'interpreter comme une
somme ponderee sur tous les chemins {xi} qui vont de XQ a xn dans un temps
qui ne prend que des valeurs entieres 0 ,1 , . . . , n.

Asymptotiquement cependant, pour n —» oo, la nature discrete du temps
ne joue plus de role. Par ailleurs, comme consequence du theoreme de la limite
centrale de la theorie des probabilites, la distribution p(x' — x} peut alors etre
remplacee par une distribution gaussienne de la forme Q~(X~X ) /2D. Ce pro-
cessus limite conduit a une integrate de chemin : les proprietes statistiques du
mouvement brownien s'expriment en termes de sommes sur tous les chemins
possibles fonctions d'un temps continu et obeissant a une loi de probabilite
gaussienne.

Si les travaux de Wiener sont bien connus, un article plus oublie de
Wentzel de la meme periode [24] dans le cadre de 1'optique quantique intro-
duit les notions de somme sur des chemins avec une phase d'interference entre
des chemins qui ne satisfont pas aux equations du mouvement classique, et
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1'interpretation de la somme comme une probabilite d'amplitude de transition.
Dirac [5] ecrit la premiere expression de 1'operateur d'evolution quantique qui
ressemble a un integrale de chemin, mais il en reste a une version approchee
en terme d'intervalles de temps discrets. Neanmoins sa remarque est tres im-
portante du point de vue de la physique relativiste, puisqu'il montre ainsi
que les elements de matrice de 1'operateur d'evolution dans un intervalle de
temps St court peuvent etre calcules en terme du lagrangien, et done de fagon
covariante, sous la forme el£-5t/h.

Bien entendu, 1'histoire moderne de 1'integrale de chemin commence avec
les articles de Feynman [10] qui formule 1'evolution quantique en terme de
sommes sur un ensemble de trajectoires ponderees par ez<s/R, ou S est la valeur
de 1'action classique (integrale du lagrangien) correspondant a la trajectoire.
II interprete en particulier les equations du mouvement classique comme re-
sultant de 1'application de la methode de la phase stationnaire a 1'integrale de
chemin. Lorsque pour un systeme physique les valeurs de Faction sont grandes
par rapport a h, seuls les chemins proches du chemin classique contribuent.

Cependant, malgre 1'interet conceptuel de cette reformulation de 1'evo-
lution quantique et de son utilite pour 1'etude de la limite semi-classique,
1'integrale de chemin doit son importance dans la physique moderne a sa
generalisation a des systemes a un nombre tres grand de degres de liberte,
comme la theorie quantique des champs. En particulier, la quantification des
theories de jauge non-abeliennes par Faddeev et Popov (1967) et DeWitt au-
rait ete presque impossible dans la formulation usuelle de la theorie quantique
en termes d'operateurs et d'equations de champs quantiques. Dans la mesure
ou les theories de jauge non-abeliennes sont a la base de la description de
toutes les interactions fondamentales sauf la gravitation, on mesure mieux la
signification de ce resultat.

De meme, 1'integrale de chemin a mis en evidence les relations mathe-
matiques profondes entre la theorie quantique des champs et la mecanique
statistique des transitions de phase, qui auraient ete tres difficiles a percevoir
autrement. Ces relations ont joue un role essentiel dans notre comprehension
des phenomenes critiques depuis Wilson.

Du point de vue mathematique, 1'integrale de chemin liee a 1'evolution
quantique est souvent difficile a definir parce que elS/h est de module unite
pour tout chemin et done la contribution variable des chemins est un phe-
nomene d'interference. Kac [14] remarqua que si 1'on remplagait 1'operateur
d'evolution e~ltH/h par 1'operateur statistique e~f3H (et done 1'equation de
Schrodinger par une equation de type diffusion ou de la chaleur), on obtenait
une integrale de chemin avec une mesure positive, generalisant 1'integrale de
Wiener, bien plus facile a definir rigoureusement [11]. Une strategic qui a en-
suite ete poursuivie par de nombreux auteurs a ete de definir 1'integrale de
chemin correspondant a 1'evolution quantique par prolongement analytique
sur la variable de temps [20]. C'est la demarche que nous suivrons aussi dans
ce cours.
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Dans le domaine de la physique, plusieurs generalisations de 1'integrale de
chemin initiale se sont revelees utiles. L'integrale sur des chemins complexes
associee a la representation holomorphe de la mecanique quantique [15] per-
met de discuter les proprietes des systemes de bosons dans le formalisme dit
grand canonique. L'integrale sur des chemins grassmanniens [1, 18] permet de
traiter les systemes de fermions par un formalisme tout a fait parallele. L'in-
tegrale sur les chemins dans 1'espace de phase [2, 6, 9] a permis plus tard de
retrouver simplement les regies d'integration pour des chemins appartenant a
des varietes courbes [19] comme par exemple des spheres.

Enfin, dans ce cours nous ne traiterons pas le probleme de la quantification
de systemes contraints et renvoyons a la litterature pour ce sujet [7].

Differents articles ont insiste sur le fait que, dans ces cas plus generaux,
1'integrale de chemin ne quantifie pas, c'est-a-dire que dans les situations ou
le passage de 1'hamiltonien classique a 1'hamiltonien quantique pose des pro-
blemes d'ordre des operateurs, 1'integrale de chemin n'est pas uniquement
definie [3, 8].

L'integrale de chemin permet de retrouver par des methodes plus intuitives
nombre d'approximations semi-classiques. Par exemple, on deduit de 1'appro-
ximation semi-classique de 1'operateur devolution [19] des estimations semi-
classiques des amplitudes de diffusion [22], comme des approximations pour
le spectre du hamiltonien [13].

Sa version en temps imaginaire (Feynman-Kac) permet d'etudier 1'effet
tunnel dans 1'approximation semi-classique [17]. L'integrale de chemin est
alors dominee par des solutions de type instantons [4] et le calcul de leurs
contributions implique 1'introduction de coordonnees collectives [12]. Le com-
portement aux grands ordres de la theorie des perturbations autour de 1'ap-
proximation harmonique est obtenu par un calcul analogue a celui de 1'effet
tunnel [16].

Enfin, quelques livres consacres aux integrates de chemin ont un interet
historique ou presentent d'autres points de vue et contiennent nombre de
references supplement air es [8, 23].
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