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Introduction

E LIVRE EST ISSU DU COURS Meécanique Quantique Avancée enseigné

depuis 'automne 1996 4 Paris dans le cadre du Magistére Interuniversi-

taire de Physique. Il est partiellement inspiré de plusieurs chapitres de 1'ou-
vrage de Zinn-Justin [26].

Son but est de familiariser le lecteur avec un outil, 'intégrale de chemin,
qui offre un point de vue alternatif sur la mécanique quantique, et surtout
qui, sous une forme généralisée, est devenu essentiel & une compréhension
profonde de la théorie quantique des champs et de ses applications, qui vont
de la physique des interactions fondamentales, 4 la mécanique statistique des
transitions de phase, ou aux propriétés des gaz quantiques.

L’intégrale de chemin est un objet mathématique qui peut étre considéré
comme une généralisation & un nombre infini de variables, représenté par des
chemins, des intégrales ordinaires. Elle partage les propriétés algébriques des
intégrales ordinaires, mais présente des propriétés nouvelles du point de vue
de P'analyse.

L’intégrale de chemin est un outil puissant pour ’étude de la quantique mé-
canique, car elle met en correspondance de fagon trés explicite les mécaniques
classique et quantique. Les quantités physiques s’obtiennent en moyennant
sur tous les chemins possibles, mais dans la limite semi-classique i — 0 les
chemins dominant 'intégrale se trouvent dans un voisinage du chemin clas-
sique. Ainsi I'intégrale de chemin permet-elle une compréhension intuitive et
un calcul simple des effets semi-classiques tant du point de vue de la diffusion
que des propriétés spectrales ou de leffet tunnel.

De plus la formulation de la mécanique quantique basée sur 'intégrale de
chemin, si elle peut paraitre plus compliquée du point, de vue mathématique,
puisqu’elle se substitue & un formalisme d’équations aux dérivées partielles,
est bien adaptée a I’étude de systémes a un nombre grand de degrés de liberté
ou un formalisme de type équation de Schrédinger est beaucoup moins utile.
Elle permet ainsi une transition aisée entre la mécanique quantique 8 un petit
nombre de particules et la théorie quantique des champs ou la mécanique
statistique.

Dans ces notes, nous présenterons en premier lieu l'intégrale de chemin
dans une formulation dite euclidienne. Ceci signifie que nous discuterons les
éléments de matrice de 'opérateur statistique quantique, c¢’est-a-dire de la
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matrice densité a ’équilibre thermique e ## | H étant I'hamiltonien quantique
et 3 l'inverse de la température (mesurée en unités o la constante de Boltz-
mann kg vaut 1), plutét que I'opérateur d’évolution quantique e *#*/%, Ainsi,
nous pourrons également faire le lien avec la mécanique statistique quantique
et, ce qui est peut-étre moins évident, classique.

Un avantage de la formulation euclidienne est qu’il est en général plus facile
de définir rigoureusement l'intégrale de chemin représentant I'opérateur e =24
(la formule de Feynman-Kac) que e~*7*/",

L’opérateur statistique (ou matrice densité), dont la trace est la fonction
de partition quantique

Z(8) = tre”?H, (1)

décrit « I’évolution » en temps imaginaire, et dans ce sens la plupart des pro-
priétés algébriques qui seront démontrées, s’appliqueront aussi & 'opérateur
d’évolution en temps réel, les expressions explicites pouvant étre obtenues par
prolongement analytique 3 — it/h.

Notons toutefois une propriété spécifique de 'opérateur statistique : il
fournit un outil pour déterminer la structure de I’état fondamental d’un sys-
téme quantique. Par exemple si H est borné inférieurement, ’énergie Ey du
fondamental est donnée par

1
Ey = 513{.10 (_B Intr e_’BH) . (2)

Si, de plus, le fondamental est unique et isolé, e"?# projette, quand § — +oo0,
sur I'état fondamental |0) :

e 2 — &0 [|0) (0] + O (e~ PE- o)) 3)

L’intégrale de chemin euclidienne conduit ainsi souvent 4 une compréhension
simple et intuitive de la structure du fondamental de systémes & un grand
nombre de degrés de liberté.

L’effet tunnel quantique peut étre interprété dans I’approximation semi-
classique en termes de trajectoires classiques parcourues en temps imaginaire.
L’intégrale de chemin euclidienne est donc naturellement adaptée i ce pro-
bléme.

Par ailleurs, elle souligne les relations profondes entre la théorie quantique
des champs et la mécanique statistique des systémes critiques et transitions de
phase. Enfin Uintégrale euclidienne est directement liée aux processus de dif-
fusion, par exemple 'équation de Fokker-Planck a la forme d’une équation de
Schrodinger en temps imaginaire. Cette classe de problémes contient comme
exemple le plus simple le mouvement brownien qui a motivé la construction
de la premiére intégrale de chemin ou intégrale de Wiener.

L’inconvénient principal de la formulation euclidienne de la mécanique
quantique est que les expressions classiques ont des formes quelque peu in-
habituelles puisque le temps y est imaginaire. Nous parlerons d’action et de



Introduction xiii

lagrangien euclidiens, ainsi que de temps euclidien (qui a en fait une dimension
d’énergie inverse). Par ailleurs, le calcul d’amplitudes de diffusion exige alors
un prolongement analytique.

Le chapitre 1, contient un rappel des propriétés générales des intégrales
gaussiennes ordinaires, la démonstration du théoréme de Wick et la méthode
du col, dans la mesure oii toutes ces notions se généralisent aux intégrales de
chemin. En outre quelques méthodes fonctionnelles sont déja introduites.

Dans le chapitre 2, nous construisons lintégrale de chemin associée
a l'opérateur statistique e ¥ pour des hamiltoniens de la forme simple
p?/2m + V(q). Nous calculons ensuite explicitement l'intégrale de chemin
correspondant & ’oscillateur harmonique couplé & une force extérieure dé-
pendante du temps. Ce résultat permet de réduire I’évaluation des intégrales
de chemin dans le cas de potentiels analytiques a la théorie des perturbations.
Nous appliquons ces résultats au calcul de la fonction de partition tre~?# par
des méthodes perturbatives et semi-classiques. Le chapitre 3 exploite alors ces
résultats pour déterminer le spectre de certains hamiltoniens dans différents
schémas d’approximation.

Dans le chapitre 4, comparant la mécanique statistique classique des sys-
témes unidimensionnels et la mécanique statistique quantique a une particule,
nous motivons l'introduction de fonctions de corrélation et discutons leur si-
gnification en mécanique quantique.

Dans le chapitre 5, nous construisons l'intégrale de chemin pour des ha-
miltoniens plus généraux linéaires dans les impulsions comme I’hamiltonien
d’une particule dans un champ magnétique. Nous relions le probléme du choix
de 'ordre des opérateurs quantiques aux ambiguités de I'intégrale de chemin.
Nous discutons certains processus de diffusion décrit par une équation de
Fokker-Planck et qui conduisent & des intégrales de chemin analogues.

Dans le chapitre 6, nous introduisons la représentation holomorphe de la
mécanique quantique, parce qu’elle permet d’étudier les propriétés de sys-
témes de bosons du point de la mécanique statistique quantique (dans un
formalisme dit de seconde quantification). L’intégrale de chemin prend alors
la forme d’une intégrale sur des trajectoires de l'espace de phase dans une
paramétrisation complexe. Un formalisme paralléle, basé sur I'intégration sur
des variables de type anti-commutant ou de Grassmann, que nous présentons
dans le chapitre 7, permet alors de traiter les fermions de maniére analogue
aux bosons.

Le chapitre 8 est consacré a l'effet tunnel dans la limite semi-classique, un
probléme pour lequel le formalisme euclidien est particuliérement bien adapté.
Nous y considérons le clivage quantique entre des minima classiques dégénérés
et la désintégration d’états métastables. La notion d’instanton y joue un roéle
important.

Dans le chapitre 9, passant a I’évolution quantique (c’est-a-dire au temps
réel), nous construisons la représentation par l'intégrale de chemin de la ma-
trice de diffusion ou matrice S et en déduisons son calcul perturbatif en
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puissances du potentiel. Différentes approximations de type semi-classique
sont présentées.

Enfin le chapitre 10 contient quelques résultats complémentaires, comme la
définition de ’intégrale de chemin dans l'espace des phases, et les problémes
liés & la quantification des lagrangiens avec potentiel quadratiques dans les
vitesses.

Nous voulons souligner que dans tout ce cours notre démarche est lar-
gement empirique; la rigueur mathématique, par exemple, ne sera pas un
objectif essentiel. Notre but est plus de type pédagogique : comprendre I'inté-
grale de chemin, ses propriétés et son intérét du point de vue de la physique.
L’ouvrage ayant également une visée pratique, les méthodes de calcul auront
une large place.

Enfin ce cours suppose des connaissances minimales en mécanique quan-
tique, comme I’équation de Schrédinger, la notion d’espace de Hilbert et d’opé-
rateurs agissant sur les vecteurs de l’espace de Hilbert. Nous utiliserons fré-
quemment la notation des bras et kets de Dirac pour indiquer les vecteurs de
Iespace de Hilbert et leurs conjugués complexes. A toutes fins utiles, certaines
notions de base de la mécanique quantique sont rappelées dans I'appendice A.

Bréve historique et bibliographie. Le concept d’intégrale de chemin semble
avoir été introduit par Wiener [25], dans le but de décrire les propriétés sta-
tistiques du mouvement brownien, & la suite des travaux d’Einstein. Le mou-
vement brownien peut &tre considéré comme la limite continue d’une marche
au hasard markovienne en temps discrets. Le mouvement au temps ¢ (¢ en-
tier) est déterminé par la probabilité p(z’ — ) d’aller du point = au point z'.
En conséquence, partant du point zq la probabilité P, (z,,z) d’atteindre le
poin z, au temps n est donnée par

Pr(2n, o) = /diﬁ dzs...dzn 1 p(Tn — Tn—1)...p(x2 — 21)p(21 — Z0).

L’ensemble des intégrations sur les variables x; peut s’interpréter comme une
somme pondérée sur tous les chemins {z;} qui vont de zy & z,, dans un temps
qui ne prend que des valeurs entiéres 0, 1,...,n.

Asymptotiquement cependant, pour n — oo, la nature discréte du temps
ne joue plus de role. Par ailleurs, comme conséquence du théoréme de la limite
centrale de la théorie des probabilités, la distribution p(z’ — ) peut alors étre
remplacée par une distribution gaussienne de la forme e~(@==%/2D_ Ce pro-
cessus limite conduit & une intégrale de chemin : les propriétés statistiques du
mouvement brownien s’expriment en termes de sommes sur tous les chemins
possibles fonctions d’un temps continu et obéissant & une loi de probabilité
gaussienne.

Si les travaux de Wiener sont bien connus, un article plus oublié de
Wentzel de la méme période [24] dans le cadre de I'optique quantique intro-
duit les notions de somme sur des chemins avec une phase d’interférence entre
des chemins qui ne satisfont pas aux équations du mouvement classique, et
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Pinterprétation de la somme comme une probabilité d’amplitude de transition.
Dirac [5] écrit la premiére expression de opérateur d’évolution quantique qui
ressemble & un intégrale de chemin, mais il en reste 4 une version approchée
en terme d’intervalles de temps discrets. Néanmoins sa remarque est trés im-
portante du point de vue de la physique relativiste, puisqu’il montre ainsi
que les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution dans un intervalle de
temps 6t court peuvent étre calculés en terme du lagrangien, et donc de fagon
covariante, sous la forme e*£6t/h,

Bien entendu, 'histoire moderne de I'intégrale de chemin commence avec
les articles de Feynman [10] qui formule ’évolution quantique en terme de
sommes sur un ensemble de trajectoires pondérées par /" on S est la valeur
de T'action classique (intégrale du lagrangien) correspondant a la trajectoire.
Il interpréte en particulier les équations du mouvement classique comme ré-
sultant de l'application de la méthode de la phase stationnaire a I'intégrale de
chemin. Lorsque pour un systéme physique les valeurs de 'action sont grandes
par rapport & /i, seuls les chemins proches du chemin classique contribuent.

Cependant, malgré 'intérét conceptuel de cette reformulation de I’évo-
lution quantique et de son utilité pour I'étude de la limite semi-classique,
lintégrale de chemin doit son importance dans la physique moderne a sa
généralisation a des systémes & un nombre trés grand de degrés de liberté,
comme la théorie quantique des champs. En particulier, la quantification des
théories de jauge non-abéliennes par Faddeev et Popov (1967) et DeWitt au-
rait été presque impossible dans la formulation usuelle de la théorie quantique
en termes d’opérateurs et d’équations de champs quantiques. Dans la mesure
ol les théories de jauge non-abéliennes sont & la base de la description de
toutes les interactions fondamentales sauf la gravitation, on mesure mieux la
signification de ce résultat.

De méme, l'intégrale de chemin a mis en évidence les relations mathé-
matiques profondes entre la théorie quantique des champs et la mécanique
statistique des transitions de phase, qui auraient été trés difficiles a percevoir
autrement. Ces relations ont joué un role essentiel dans notre compréhension
des phénoménes critiques depuis Wilson.

Du point de vue mathématique, I'intégrale de chemin liée & ’évolution
quantique est souvent difficile a définir parce que €*5/% est de module unité
pour tout chemin et donc la contribution variable des chemins est un phé-
nomeéne d’interférence. Kac [14] remarqua que si ’'on remplagait opérateur
d’évolution e~ #H#/% par Popérateur statistique e ?# (et donc ’équation de
Schrédinger par une équation de type diffusion ou de la chaleur), on obtenait
une intégrale de chemin avec une mesure positive, généralisant 'intégrale de
Wiener, bien plus facile & définir rigoureusement [11]. Une stratégie qui a en-
suite été poursuivie par de nombreux auteurs a été de définir l'intégrale de
chemin correspondant & Pévolution quantique par prolongement analytique
sur la variable de temps [20]. C’est la démarche que nous suivrons aussi dans
ce cours.
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Dans le domaine de la physique, plusieurs généralisations de I'intégrale de
chemin initiale se sont révélées utiles. L’intégrale sur des chemins complexes
associée & la représentation holomorphe de la mécanique guantique [15] per-
met de discuter les propriétés des systémes de bosons dans le formalisme dit
grand canonique. L’intégrale sur des chemins grassmanniens [1, 18] permet de
traiter les systémes de fermions par un formalisme tout a fait paralléle. L’in-
tégrale sur les chemins dans ’espace de phase [2, 6, 9] a permis plus tard de
retrouver simplement les régles d’intégration pour des chemins appartenant a
des variétés courbes [19] comme par exemple des sphéres.

Enfin, dans ce cours nous ne traiterons pas le probléme de la quantification
de systémes contraints et renvoyons 4 la littérature pour ce sujet [7].

Différents articles ont insisté sur le fait que, dans ces cas plus généraux,
Pintégrale de chemin ne quantifie pas, c’est-a-dire que dans les situations o
le passage de ’hamiltonien classique a4 I’hamiltonien quantique pose des pro-
blémes d’ordre des opérateurs, I'intégrale de chemin n’est pas uniquement
définie [3, 8.

L’intégrale de chemin permet de retrouver par des méthodes plus intuitives
nombre d’approximations semi-classiques. Par exemple, on déduit de 'appro-
ximation semi-classique de lopérateur d’évolution [19] des estimations semi-
classiques des amplitudes de diffusion [22], comme des approximations pour
le spectre du hamiltonien [13].

Sa version en temps imaginaire (Feynman-Kac) permet d’étudier Veffet
tunnel dans l'approximation semi-classique [17]. L’intégrale de chemin est
alors dominée par des solutions de type instantons [4] et le calcul de leurs
contributions implique I'introduction de coordonnées collectives [12]. Le com-
portement aux grands ordres de la théorie des perturbations autour de ’ap-
proximation harmonique est obtenu par un calcul analogue a celui de Deffet
tunnel [16].

Enfin, quelques livres consacrés aux intégrales de chemin ont un intérét
historique ou présentent d’autres points de vue et contiennent nombre de
références supplémentaires [8, 23).
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