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Pour vous fami  lia  ri  ser avec l’usage de l’outil mathéma  tique, indis  pen  sable à 
toute for  ma  li  sa  tion en éco  no  mie, nous pro  po  sons une série d’exer  cices, regrou 
pés en deux volumes : Ana  lyse et Algèbre. Cet ouvrage, s’adresse aux étu  diants 
de Licence d’éco  no  mie et ges  tion ou d’A   ES.

Cha  cun des dix pre  miers cha  pitres (les 9 et 10 étant des compléments d’ana  lyse) 
pré  sente la même struc  ture. Au début, les prin  ci  pales notions de cours et les résul 
tats impor  tants sont rap  pe  lés de façon succinte dans « L’essen  tiel du cours ». Un 
bref texte intro  duc  tif indique les points essen  tiels qui vont être abor  dés et pré  sen 
tés dans le cha  pitre. Il ne s’agit pas d’un résumé de cours, mais seule  ment d’un 
avant   propos où on essaie d’expli  quer, dans un lan  gage peu for  ma  lisé, le fon  de 
ment et l’uti  lité des notions défi  nies ensuite de façon plus for  melle.

Un cer  tain nombre d’affir  ma  tions consti  tuent le para  graphe « Q.C.M ». La 
réponse en vrai   faux per  met à l’étu  diant de véri  fier s’il a bien compris les 
prin  ci  paux points de cours. Il doit exer  cer sa vigi  lance face à des affir  ma  tions, 
par  fois simples, mais qui peuvent conte  nir un piège.

Les ques  tions de « Réflexion » qui sont pro  po  sées ensuite ont essen  tiel  le  ment 
pour but de mettre l’accent sur cer  taines notions un peu déli  cates du cours. Il 
faut être atten  tif aux commen  taires qui figurent dans la solu  tion de l’exer  cice, 
en fin de cha  pitre.

Les exer  cices d’« Entraî  ne  ment » per  mettent, enfin, à l’étu  diant de tester sa 
capa  cité à pas  ser de la théo  rie à la pra  tique. Ils suivent l’ordre de pro  gres  sion 
du cours et sont pré  cé  dés d’un titre indi  quant la prin  ci  pale notion à laquelle 
ils se rap  portent. Une rubrique « Ana  lyse de l’énoncé et conseils » pré  cise la 
démarche à suivre et les résul  tats de cours à uti  li  ser pour résoudre l’exer  cice 
pro  posé.

Les solu  tions très détaillées sont regrou  pées en fin de cha  pitre, très sou  vent 
assor  ties de commen  taires. Cer  taines solu  tions se concluent par un énoncé 
d’exer  cice iden  tique (« Vous avez compris ? ») et seule réponse figure aus  si  tôt 
après.

Dans le der  nier cha  pitre, les textes récents des exa  mens de 2e année de Licence 
d’économie et ges  tion de l’uni  ver  sité Paris II Panthéon   Assas per  mettent de 
retrou  ver les prin  ci  paux points abor  dés dans les cha  pitres pré  cé  dents. L’étu  diant 
peut ainsi éva  luer le niveau de dif  fi  culté de ce qui peut être demandé à une 
épreuve d’exa  men. Les cor  ri  gés sont regrou  pés après les énon  cés.

Avant-   propos
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1 Théo  rie  
des ensembles

On trou  vera dans ce cha  pitre la défi  ni  tion et les prin  ci  pales pro 
prié  tés d’une fonc  tion, ou appli  ca  tion, défi  nie comme une rela  tion 
binaire par  ti  cu  lière entre deux ensembles. On défi  nira donc au préa 
lable la notion de rela  tion binaire et on pré  sen  tera ensuite quelques 
rela  tions par  ti  cu  lières, comme les rela  tions d’équi  va  lence, de 
préordre et d’ordre. Comme rela  tions fonc  tion  nelles par  ti  cu  lières, 
nous étu  die  rons les injec  tions, les surjections et les bijec  tions. 
Nous ver  rons éga  le  ment dans quelles condi  tions on peut effec  tuer 
la compo  si  tion d’appli  ca  tions ou défi  nir une appli  ca  tion réci  proque.

1  Ensembles

1.1  Défi  ni  tions

 On appelle •  dif  fé  rence de deux par  ties A  et B  d’un ensemble E  l’ensemble des 
élé  ments de A qui n’appar  tiennent pas à B ; cet ensemble est noté A 2 B.

 On appelle •  dif  fé  rence symé  trique de deux par  ties A  et B  d’un ensemble E  
l’ensemble des élé  ments de E  qui appar  tiennent soit à A  soit à B , sans 
appar  te  nir simul  ta  né  ment à A  et à B  ; cet ensemble est noté ADB . Il peut 
s’écrire :

ADB 5 1A 2 B 2 x 1B 2 A 2  5 1A x  B 2  2 1A d B 2
 On appelle •  par  tition d’un ensemble E  toute famille de par  ties de E  non 
vides, deux à deux dis  jointes et dont la réunion forme l’ensemble E .

 On appelle •  pro  duit car  té  sien (ou ensemble pro  duit) de deux ensembles E  et 
F, l’ensemble des couples 1x,y 2  où xPE et yPF  ; cet ensemble est noté 
E 3 F .

Co
ur

s



2  TD d’Algèbre

2  Rela  tions

2.1  Rela  tion binaire

Soit G  une par  tie du pro  duit car  té  sien E 3 F  et 1x, y 2  un couple de E 3 F.  
On dit que x  est en rela  tion R  avec y  si 1x, y 2P G . Cette rela  tion binaire 
entre les élé  ments x  et y  est notée xRy . L’ensemble G  est appelé le graphe, E  
l’ensemble de départ et F  l’ensemble d’arri  vée de cette rela  tion.

Dans le cas par  ti  cu  lier où E5 F, on dit que R  est une rela  tion binaire dans E. 
Elle peut alors pos  sé  der cer  taines des pro  prié  tés sui  vantes.

Elle est réflexive si pour tout x  dans E  on a xRx .

Elle est symé  trique si pour tous x  et y  dans E  : xRy   yRx .

Elle est anti  sy  mé  trique si pour tous x  et y  dans E  : xRy et yRx   x 5 y .

Elle est tran  si  tive si pour tous x , y  et z  dans E  : xRy  et yRz   xRz .

2.2  Défi  ni  tions

 On appelle •  rela  tion d’équi  va  lence une rela  tion binaire dans E  qui est à la fois 
réflexive, symé  trique et tran  si  tive. Pour tout élé  ment a  de E , on appelle 
classe d’équi  va  lence de a , modulo R , le sous-   ensemble de E  défini par :

Cl 1a 2  5 5xPE 0  xRa6
On appelle ensemble quo  tient de E  par R  l’ensemble des classes d’équi  va  lence 
modulo R, noté E  / R .

 On appelle •  rela  tion de préordre une rela  tion binaire dans E  qui est à la fois 
réflexive et tran  si  tive.

 On appelle •  rela  tion d’ordre une rela  tion binaire dans E  qui est à la fois 
réflexive, anti  sy  mé  trique et tran  si  tive. Elle est dite d’ordre total si deux élé -
ments quel  conques x  et y  de E  sont compa  rables par cette rela  tion, c’est- 
   à-dire si on a xRy ou yRx . Dans le cas contraire, l’ordre est dit par  tiel.

3  Appli  ca  tions

3.1  Défi  ni  tions

 Soit •  Rune rela  tion binaire d’un ensemble E  vers un ensemble F . Cette 
rela  tion est dite fonc  tion  nelle en y  si, pour tout élé  ment x  dans E , il existe 
un élé  ment et un seul dans F  tel que xRy  soit vraie. Le graphe d’une telle 
rela  tion est appelé le graphe fonc  tion  nel dans E 3 F .
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 On appelle •  fonc  tion (ou appli  ca  tion) la rela  tion qui asso  cie à tout élé  ment x  
de E  l’élé  ment unique y  de F  avec lequel il est en rela  tion fonc  tion  nelle. 
Une fonc  tion est déter  mi  née par le triplet (E , F , G ) consti  tué res  pec  ti  ve -
ment de ses ensembles de départ et d’arri  vée et de son graphe fonc  tion  nel. 
On dit que la fonc  tion f  est défi  nie dans E  et à valeurs dans F , ou que f  
est une appli  ca  tion de E  dans F . On uti  lise les nota  tions sui  vantes :

f : E h  F   ou   f : x    f 1x 2
 On appelle •  image d’un sous-   ensemble A  de E  par f  le sous-   ensemble de F  
défini par :

f 1A 2  5 5y P F 0  il existe x P A tel que y 5 f 1x 2 6
 On appelle •  image réci  proque d’un sous-   ensemble B  de F  par f  le sous- 
  ensemble de E  défini par :

f 21 1B 2  5 5x P E 0  f 1x 2  P B6
 Une appli  ca  tion •  f  de E  dans F  est injective, ou est une injec  tion, si deux élé -
ments dis  tincts x1 et x2 de E  ont tou  jours des images dis  tinctes dans F  :

x1 2 x2  f 1x1 2 2 f 1x2 2
Ou, de façon équi  va  lente, si chaque élé  ment de F  est l’image d’au plus un 
élé  ment de E  :

f 1x1 2 5 f 1x2 2   x1 5 x2

 Une appli  ca  tion •  f  de E  dans F  est surjective, ou est une surjection, si tout 
élé  ment y  de F  est l’image d’au moins un élé  ment x  de E, c’est-   à-dire qu’il 
existe au moins un x  tel que y 5 f 1x 2 . Cette pro  priété se tra  duit éga  le -
ment par f 1E 2 5 F .

 Une appli  ca  tion •  f  qui est à la fois injective et surjective est bijec  tive, ou est 
une bijec  tion. Pour tout élé  ment y  de F  il existe alors un et un seul élé  ment 
x  de E  tel que y 5 f 1x 2 .
 Soit •  f  une appli  ca  tion d’un ensemble E  dans un ensemble F  et g  une 
appli  ca  tion de F  dans un ensemble G . L’appli  ca  tion compo  sée de f  et g, 
notée g + f, est l’appli  ca  tion de E  dans G  qui à tout élé  ment x  de E  fait 
cor  res  pondre l’élé  ment g 3f 1x 2 4  de G .

 Si •  f  est une bijec  tion d’un ensemble E  dans un ensemble F , la rela  tion 
fonc  tion  nelle en y  est aussi une rela  tion fonc  tion  nelle en x . Cette der  nière 
défi  nit alors une bijec  tion de F  dans E , appe  lée appli  ca  tion réci  proque, ou 
inverse, de f , notée f 21 : y P F, x 5 f 

21 1y 2   y 5 f 1x 2 , x P E
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Vrai Faux

1. L’ensemble A d B  est le plus grand ensemble contenu à 
la fois dans les ensembles A et B.

 


 


2. Si A et B sont deux ensembles d’une même famille E,   
alors Ax B  appar  tient aussi à la famille E.

 


 


3. La rela  tion d’inclu  sion au sens large entre par  ties d’un 
même ensemble est une rela  tion d’ordre.

 


 


4. Si A et B sont deux par  ties d’un même ensemble E, les 
rela  tions A ( B  et Bc ( Ac  sont équi  va  lentes, Ac  étant le 
complé  men  taire de A dans E.

 
 


 
 


5. Deux classes d’équi  va  lence qui ont un élé  ment commun 
sont confon  dues.

 


 


6. Si f est une appli  ca  tion d’un ensemble fini dans lui- 
 même, les pro  prié  tés sui  vantes sont équi  va  lentes :

f est injective  f est surjective  f est bijective

 
 


 
 


7. L’appli  ca  tion inverse de x  x est l’appli  ca  tion  

x  
1
x  .

 
 


 
 


8. L’appli  ca  tion réci  proque de la bijec  tion g + f est l’appli  ca -
tion g21  +   f 21.

 


 


´

9. Montrer qu’il n’y a pas associativité entre les lois de réunion et d’inter  sec -
tion en compa  rant les ensembles :

X 5 1A d  B 2 x C  et  Y 5 A d  1B x C 2
10. Montrer que la dif  fé  rence entre ensembles n’est pas asso  cia  tive, en compa -
rant les ensembles :

X 5 1A 2 B 2  2 C et Y 5 A 2 1B 2 C 2 .
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11. Déterminer les ensembles : F 5 d
APP 1E2

 A  et   G 5 t
APP 1E2

A

où E  est un ensemble quel  conque.

12. Soit f  une appli  ca  tion d’un ensemble E  dans un ensemble F  et A  et B  
deux sous-   ensembles quel  conques de E . Mon  trer que :

A ( B   f 1A 2 ( f 1B 2 f 1AxB 2  5 f 1A 2 x f 1B 2
f 1A dB 2  (  f 1A 2 d f 1B 2 si f  est injective, alors f 1A dB 2  5 f 1A 2 d f 1B 2
13. Soit f  une appli  ca  tion d’un ensemble E  dans un ensemble F  et A  et B  
deux sous-   ensembles quel  conques de F . Mon  trer que :

A ( B 1 f21 1A 2 ( f21 1B 2 f 21 1A d B 2  5 f21 1A 2 d f21 1B 2
f 21 1A x B 2  5 f21 1A 2 x f21 1B 2 f 21 1Ac 2  5 3 f21 1A 2 4 c
14. Soit f  une appli  ca  tion d’un ensemble E  dans un ensemble F  et A  et 
B  deux sous-   ensembles quel  conques respectivement de E et de F.  Montrer 
que :

A (  f21 3 f 1A 2 4 si f est injective, alors A ) f21 3 f 1A 2 4
B ) f 3 f21 1B 2 4 si f est surjective, alors B ( f 3 f21 1B 2 4

Opé  ra  tions sur les ensembles

15. Soit A , B  et C  des par  ties d’un ensemble E . Déter  mi  ner les ensembles 
sui  vants :

X 5 1A d B 2 x 1Ac d  B 2 Z 5 1Ac d  Bc 2  d  1A d B 2 c
Y 5 1Ac x Bc 2  d  1Ac x B 2 U 5 3A d  1B d C 2 4 d  3 1B d  C 2  U Cc 4
V 5 1A d B 2 x 1Ac d C 2 x 3 1Ac x B 2 x 1A d C 2 4 c
W 5 1Ax C 2 d  3 1Ax Bx C 2 c x 1A d  Cc 2 x 1B d  Cc 2 4 d  3Cx 1B d  C 2 4
Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On uti  lise la distributivité des opé  ra  tions de 
réunion et d’inter  sec  tion ainsi que les lois de Morgan pour sim  pli  fier l’écri  ture des 
ensembles pro  po  sés.
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16. Si A  est l’ensemble des entiers mul  tiples de 5 et B  l’ensemble des entiers 
pairs, déter  mi  ner la dif  fé  rence A 2 B  de ces deux ensembles.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il suf  fit d’appli  quer la défi  ni  tion de la dif  fé  rence 
de deux ensembles.

17. Si A, B  et C  sont trois par  ties non dis  jointes deux à deux d’un ensemble 
E , on demande de construire la par  tition de cet ensemble en atomes, c’est-   à-dire 
en sous-   ensembles qui ne peuvent plus être décom  po  sés à leur tour.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Dans le cas de deux sous-   ensembles A et B 
seule  ment, on peut voir aisé  ment sur une repré  sen  ta  tion gra  phique d’Euler que 
les atomes qui consti  tuent la par  tition de E sont les sous-   ensembles A d B,  
A 2 B 5  A d  Bc, B 2 A 5  B d Ac et 1A x  B 2 c 5 Ac d Bc. Avec trois sous-
   ensembles, les atomes seront obte  nus par les inter  sec  tions des dif  fé  rents sous-
 ensembles ou de leur complé  men  taire.

18. Si A , B  et C  sont des par  ties d’un ensemble E , expri  mer ADBDC  en 
fonc  tion des atomes défi  nis dans l’exer  cice pré  cé  dent.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On uti  li  sera d’abord la défi  ni  tion de la dif  fé  rence 
symé  trique ADB à l’aide de A x B et A d B pour expri  mer son complé  men  taire 
1ADB 2 c. On écrit ensuite l’ensemble demandé sous la forme de la dif  fé  rence symé -
trique 1ADB 2DC.

19. Si A  et B  sont des par  ties quel  conques d’un ensemble E , démon  trer les 
équi  va  lences sui  vantes :

A ( B   A d B 5 A   A x B 5 B   Bc ( Ac

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. L’éga  lité de deux ensembles s’obtient par une 
double inclu  sion de ces ensembles.

20. Soit A , B  et C  trois ensembles tels que :

A d B ( A d C  et  Ax B ( Ax C

 Déter  mi  ner la rela  tion qui existe entre les ensembles B  et C .

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. La double inclu  sion rend plau  sible l’hypo  thèse à 
démon  trer B ( C.
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Famille d’ensembles

21. Si I  est un ensemble fini d’indices, 5Ai6iPI  une famille de par  ties d’un 
ensemble quel  conque E  et B  un sous-   ensemble de E , démon  trer les pro  prié -
tés sui  vantes :

d
iPI

Ac
i  5 ¢t

iPI

Ai≤
c

¢t
iPI

Ai≤ x B 5 t
iPI

1Ai x B 2

t
iPI

Ac
i  5 ¢d

iPI

Ai≤
c

t
iPI

Ai ( Ai (  ¢d
iPI

Ai≤

¢d
iPI

Ai≤ d B 5 d
iPI

 1Ai d B 2

 Si 5Bi6iPI  est une famille de par  ties de E  telle que pour tout indice i  de I  on 
ait : Ai x Bi 5 E,  démon  trer que : 

ad
iPI

Aib x at
iPI

Bib 5 at
iPI

Aib x ad
iPI

Bib 5 E

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Les quatre pre  mières pro  prié  tés se démontrent 
par récur  rence en consi  dé  rant par exemple que I 5 51, 2, ..., n6 et en sup  po  sant la 
pro  priété vraie pour J 5 51, 2, ..., n 2 16. La cin  quième est évi  dente et la der  nière 
s’éta  blit en prou  vant que E est inclus dans l’une des deux unions où les ensembles Ai 
et Bi jouent un rôle symé  trique.

Par  tition

22. On consi  dère les sous-   ensembles sui  vants de X 5 5a, b, c, d, e, f 6  :
A 5 5a, b6, B 5 5a, b, c6, C 5 5a, b, c, d6, D 5 5f 6, E 5 5b, e6,

F 5 5e, f 6, G 5 5b6
 Déter  mi  ner toutes les familles consti  tuées à par  tir de ces sous-   ensembles et 
qui forment une par  tition de X .

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il suf  fit de savoir ce qu’est une par  tition pour 
repérer aisé  ment les familles qui consti  tuent des par  titions de X .

23. Préciser si la famille 5An 6nPN  consti  tue une par  tition de E dans cha  cun 
des cas ci-   après.

a) An 5 5n, n 1 26  et E 5 N.  d) An 5 3n, n 1 1 3 et E 5 30,1` 3.
b) An 5 5n, n 1 16  et E 5 N.  e)  An 5 3n 1 1, n 1 2 3 et

E 5 40,1` 3.
c) An 5 52n, 2n 1 16  et E 5 N.  f ) An 5 42n, n 3 et E 5 R.
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Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Là encore, à par  tir de la défi  ni  tion d’une par  tition 
il est facile de répondre à la ques  tion.

Car  di  nal

24. Si A  et B  sont deux ensembles finis, expri  mer le car  di  nal de leur dif  fé -
rence symé  trique ADB .

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Le résul  tat s’obtient aisé  ment en écri  vant cette dif -
fé  rence symé  trique sous la forme d’une dif  fé  rence de deux ensembles.

25. Soit A1, A2 et A3 trois ensembles finis et notons ni 5 card Ai, nij  5 card 
1Ai d Aj 2  pour i et j dif  fé  rents variant de 1 à 3, n123 5 card 1A1 d A2 d A3 2 . 
Dans le cas où n1 5 10, n2 5 15, n3 5 20, n12 5 8 et n23 5 9 indi  quer les 
valeurs pos  sibles de card 1A1 x A2 x A3 2 .
Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On exprime card 1A1 x A2 x A3 2  en fonc  tion des 
autres car  di  naux et on uti  lise les contraintes véri  fiées par les car  di  naux inconnus pour 
obte  nir un enca  dre  ment de sa valeur.

Pro  duit car  té  sien

26. On lance un dé à six faces qui comportent deux fois cha  cun des chiffres 1, 
2 et 3. On lance le dé une seconde fois si le résul  tat du pre  mier jet est impair. 
Mon  trer que l’ensemble des résul  tats de deux lancers est un pro  duit car  té  sien 
que l’on déter  mi  nera. Mon  trer ensuite que si on se res treint aux lancers pour 
les  quels la somme des deux résul  tats obte  nus est paire, l’ensemble est un carré 
car  té  sien.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il suf  fit de consi  dé  rer l’ensemble des résul  tats pos -
sibles pour chaque lan  cer et de tenir compte de la res tric  tion dans le second cas.

Graphe d’une rela  tion binaire

27. Soit E 5 5A, B, C, D6  où A , B , C  et D  sont des ensembles dont les 
posi  tions res  pec  tives sont pré  ci  sées dans le dia  gramme d’Euler de la figure 1.1, 
page ci-   contre. Construire le graphe de la rela  tion binaire défi  nie sur E  par :

XRY   X d Y 2 0

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On repré  sente les élé  ments de E  sur un axe hori -
zon  tal et un axe ver  ti  cal et par un point les couples (X, Y) qui sont dans la rela  tion R.



©
 D

un
od

 –
 T

ou
te

 re
pr

od
uc

tio
n 

no
n 

au
to

ris
ée

 e
st

 u
n 

dé
lit

.
TD 1  Théo  rie des ensembles  9

ex
er

Ci
Ce

s

A

B

C

D

Figure 1.1.

28. Construire le graphe de la rela  tion binaire défi  nie sur E 5 51, 2, 3, 4, 56  
par : xRy   x 1 y  est multiple de 3

 Comment le graphe permet-   il de savoir si la rela  tion est symé  trique ?

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Voir exercice précédent.

Rela  tion d’équi  va  lence

29. Soit f  une appli  ca  tion d’un ensemble E  dans un ensemble F  et R  la 
rela  tion binaire défi  nie sur E  par : xRy   f 1x 2 5 f 1y 2
 Mon  trer que c’est une rela  tion d’équi  va  lence dont les classes d’équi  va  lence se 
réduisent à un seul élé  ment si et seule  ment si f  est injective.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Les pro  prié  tés qui carac  té  risent une rela  tion d’équi -
va  lence sont faciles à véri  fier. La défi  ni  tion de l’injec  tion per  met aussi d’éta  blir sans 
dif  fi  culté l’équi  va  lence deman  dée.

30. Montrer que la rela  tion binaire défi  nie sur R* 3 R* par :

1x, y 2  R 1x r, y r 2   xy r 5 yx r

 est une rela  tion d’équi  va  lence. Déter  mi  ner la classe d’équi  va  lence d’un élé -
ment donné (x0, y0).

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On véri  fie les trois pro  prié  tés qui carac  té  risent une 
rela  tion d’équi  va  lence et on montre ensuite que deux élé  ments équi  va  lents sont deux 
vec  teurs de R* 3 R* linéai  re  ment dépen  dants.

31. Montrer que la rela  tion binaire défi  nie sur R* par :

xRy   x2 1
1

x2 5 y2 1 
1

y2
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 est une rela  tion d’équi  va  lence. Déter  mi  ner la classe d’équi  va  lence d’un élé -
ment donné x  et pré  ci  ser son car  di  nal.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Les pro  prié  tés qui carac  té  risent une rela  tion d’équi -
va  lence sont faciles à véri  fier. La classe d’équi  va  lence de x  s’obtient par réso  lu  tion 
d’une équa  tion en y , le nombre de racines dis  tinctes dépen  dant de la valeur de x .

Préordre et ordre

32. Sur l’ensemble des sta  tions de sport d’hiver, on défi  nit la rela  tion binaire 
sui  vante :

xRy   l’altitude de la station x est supérieure ou égale à celle de y

 Pré  ci  ser s’il s’agit d’une rela  tion d’ordre ou de préordre.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On éta  blira que cette rela  tion est réflexive et tran -
si  tive et on étu  diera ensuite la pro  priété d’anti   symétrie.

33. On défi  nit la rela  tion sui  vante sur R2 : 

1x, y 2  R 1x r, y r 2   yx2 #  y rx r2

 Pré  ci  ser s’il s’agit d’une rela  tion d’ordre ou de préordre.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Voir exer  cice pré  cé  dent.

34. Soit x  la note à une épreuve écrite et y  la note à une épreuve orale. Le 
clas  se  ment des can  di  dats à ces épreuves se fait à par  tir de la rela  tion sui  vante 
défi  nie sur l’ensemble des couples de notes :

1x, y 2  R 1x r, y r 2   3x ,  x r 4  ou  3x 5 x r et y #  y r 4
 Mon  trer que c’est une rela  tion d’ordre total.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On éta  blit que cette rela  tion est réflexive, tran  si -
tive et anti  sy  mé  trique et que deux couples de notes sont tou  jours compa  rables.

Rela  tion fonc  tion  nelle

35. On défi  nit ci-   après des rela  tions binaires entre un élé  ment x  d’un 
ensemble E  et un élé  ment y  d’un ensemble F . Indi  quer celles qui sont des 
rela  tions fonc  tion  nelles et pré  ci  ser alors l’ensemble de défi  ni  tion de la fonc -
tion.

a) Si E  est un ensemble de consom  ma  teurs et F  un ensemble de maga  sins, 
la rela  tion s’énonce : le consom  ma  teur x est client du maga  sin y.
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b) Si E  est un ensemble d’ouvriers et F  un ensemble d’usines, la rela  tion 
s’énonce : l’ouvrier x tra  vaille dans l’usine y.

c) Si E  est un ensemble d’étu  diants d’une uni  ver  sité et F  l’ensemble des 
UFR, la rela  tion s’énonce : l’étu  diant x appar  tient à l’UFR y.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. La rela  tion sera fonc  tion  nelle si on trouve un élé -
ment unique y  qui est en rela  tion avec un élé  ment x  quel  conque, fixé.

36. On défi  nit ci-   après des rela  tions binaires entre un élé  ment d’un ensemble 
E  et un élé  ment d’un ensemble F . Indi  quer celles qui sont des rela  tions fonc -
tion  nelles et pré  ci  ser alors si l’appli  ca  tion est injective, surjective ou bijec  tive.

a) XRY   Y 5 Xc,   E 5 F 5 P 1G 2 , G  ensemble quelconque ;
b) 1x, x r 2  R 1y, y r 2   x 2 y 5 x r 2 y r,   E 5 F 5 N2 ;

c) 1x, x r 2  Ry   y 5 xx r,   E 5 N2, F 5 N.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il faut exa  mi  ner si pour tout élé  ment de E  il y a un 
élé  ment unique de F  qui est en rela  tion binaire avec lui. Si deux élé  ments dis  tincts 
de E  sont en rela  tion avec deux élé  ments dis  tincts de F , l’appli  ca  tion est injective. Si 
pour tout élé  ment de F  on peut trou  ver un élé  ment de E  qui est en rela  tion avec lui, 
l’appli  ca  tion est surjective ; si cet élé  ment est unique, l’appli  ca  tion est bijec  tive.

37. On défi  nit ci-   après des rela  tions binaires sur un ensemble E . Indi -
quer celles qui défi  nissent une fonc  tion et pré  ci  ser alors si elle est injective, 
surjective ou bijec  tive.

a) xRy   x , y,  E 5 N ;

b) xRy   x 5 2y,  E 5 N ;

c) xRy   y 5 3x,  E 5 N ;

d) xRy   x2y # 0,  E 5 R1 ;

e) xRy   x 5 y2,  E 5 R1.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. La rela  tion sera fonc  tion  nelle si on trouve un élé -
ment unique y  qui est en rela  tion avec un élé  ment x  quel  conque, fixé. L’appli  ca  tion 
est injective si deux élé  ments dis  tincts ont des images dis  tinctes. Si pour tout y  on 
peut trou  ver un élé  ment x  tel que xRy , l’appli  ca  tion est surjective ; si cet élé  ment 
x  est unique, l’appli  ca  tion est bijec  tive.

Appli  ca  tion compo  sée

38. Soit f  l’appli  ca  tion de R  dans lui-   même défi  nie par : f : x   0 x 0

 et g  l’appli  ca  tion de R1  dans R  défi  nie par : g : x  !x

 Déter  mi  ner les appli  ca  tions compo  sées f + g et g + f.
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Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On véri  fie que ces deux appli  ca  tions existent et on 
les exprime en étant atten  tif aux ensembles de départ et d’arri  vée.

39. Soit f  l’appli  ca  tion défi  nie par : 

f : x  
2x 2 3

x 2 2
 Mon  trer que c’est une bijec  tion d’un ensemble D , que l’on pré  ci  sera, sur lui-
   même et déter  mi  ner l’appli  ca  tion compo  sée f n 5 f +  f + ... +  f  où n  est 
un entier posi  tif.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On déter  mi  nera l’ensemble de défi  ni  tion, puis 
l’ensemble image de cette fonc  tion. On déter  mi  nera ensuite l’appli  ca  tion réci  proque 
f 21 , ce qui per  met  tra d’en déduire f +  f 5 f 2 . On dis  tin  guera ensuite sui  vant la 
parité de n  pour expri  mer f n .

Appli  ca  tion réci  proque

40. Soit f  l’appli  ca  tion défi  nie sur R  par : 

f : x  
x

1 1 0 x 0
 Déter  mi  ner l’ensemble F  pour que f  soit une bijec  tion de R  dans F  et déter -
mi  ner alors l’appli  ca  tion réci  proque f 21.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On véri  fie que l’appli  ca  tion est injective et 
ensuite on déter  mine l’ensemble image f (R ). L’appli  ca  tion réci  proque est défi  nie 
pour y P f 1R 2  en cherchant la solution unique x de l’équation y 5 f 1x 2 .
41. Soit f  l’appli  ca  tion de E 5 41, 1 ` 3  dans lui-même définie par :

f : x  Å
x 1 1

x 2 1

 Déter  mi  ner l’appli  ca  tion réci  proque f 21.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. L’appli  ca  tion réci  proque est défi  nie pour yPE  en 
cher  chant la solu  tion unique x  de l’équa  tion y 5 f 1x 2 .



©
 D

un
od

 –
 T

ou
te

 re
pr

od
uc

tio
n 

no
n 

au
to

ris
ée

 e
st

 u
n 

dé
lit

.
TD 1  Théo  rie des ensembles 13

so
lu

ti
on

s

 1. Vrai. Si C  est contenu dans A  et dans B , tout élé  ment de C  appar  tient à 
la fois à A  et B , donc C  est inclus dans A d B .

 2. Faux. Par exemple, si E  est la famille des inter  valles fer  més sur R , la 
réunion de 30, 1 4  et de 32, 3 4  n’est pas un inter  valle.

 3. Vrai. Il est facile de véri  fier que l’inclu  sion au sens large est une rela  tion 
d’ordre par  tiel, deux ensembles quel  conques n’étant pas for  cé  ment compa  rables.

 4. Vrai. Sup  po  sons la rela  tion A ( B  véri  fiée, avec x  élé  ment de Bc . Si on 
avait xPA , alors on aurait xPB , ce qui est impos  sible ; donc xPAc , ce 
qui prouve la rela  tion Bc ( Ac . L’autre impli  ca  tion se démontre de la même 
façon.

 5. Vrai. Soit b  un élé  ment de Cl  (a). La rela  tion étant symé  trique, a  est 
élé  ment de Cl  (b), et par tran  si  ti  vité tout élé  ment de Cl  (a) est élé  ment de  
Cl  (b). Les deux classes sont donc confon  dues.

 6. Vrai. Il suf  fit d’éta  blir l’équi  va  lence entre injec  tion et surjection. Si f  est 
injective, c’est une bijec  tion de E  sur f 1E 2 , qui a donc même car  di  nal que E  
et comme f 1E 2 ( E  on a donc f 1E 2 5 E . Si f  est surjective, tout élé  ment 
x  de E  est l’image d’un autre élé  ment de E , donc il existe une appli  ca  tion h  
de E  dans E  telle que f + h 5 iE , appli  ca  tion iden  tique. L’appli  ca  tion h  est 
évi  dem  ment injective, donc surjective d’après ce qui pré  cède et par consé  quent 
bijec  tive. L’appli  ca  tion f  est donc sa réci  proque et par suite elle est injective.

 7. Faux. L’appli  ca  tion inverse de l’appli  ca  tion iden  tique x  x est bien sûr 
l’appli  ca  tion x  x. Si vous êtes tombé dans le piège, c’est à cause de la ter 
mi  no  logie « appli  ca  tion inverse ». Il est pré  fé  rable de dire appli  ca  tion réci 
proque.

 8. Faux. Vous pou  vez véri  fier aisé  ment que la réci  proque de g + f  est 
f 21 +  g21.

 9. Par distributivité on obtient X 5 1A x C 2 d 1B x C 2  et donc en géné 
ral X ) Y . Pour que les deux ensembles soient confon  dus, il fau  drait que 
A x C 5 A , c’est   àdire que C ( A .

 10. Par défi  ni  tion de la dif  fé  rence :

X 5 A d Bc d Cc

Y 5 A d 1B d Cc 2 c 5 A d 1Bc x C 2 5 1A d Bc 2 x 1A d C 2
Si on décom  pose Y  à l’aide de C  et Cc , on obtient :

Y 5 1Y d C 2 x 1Y d Cc 2 5 1A d C 2 x X
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ce qui montre qu’en géné  ral Y (  X, l’éga  lité des ensembles ayant lieu lorsque 
A  et C  sont dis  joints. Lorsque A d C 5 0 on a donc 1A  2 B 2 2 C 5 A 2  
1B 2 C 2 .
 11. De façon évi  dente, comme E P P  (E ) et 0PP (E ) on obtient F  = E  et 
G 5 0. L’union de toutes les par  ties de E  donne l’ensemble lui   même et leur 
inter  sec  tion se réduit à l’ensemble vide.

 12. Si y P f 1A 2 , alors il existe x P A  tel que y 5 f 1x 2 . Comme par ailleurs 
xPB  on a donc y P f 1B 2  ce qui démontre l’inclu  sion f 1A 2 (  f 1B 2 .

Affir  mer que y est un élé  ment de f 1Ax B 2  est équi  va  lent à dire qu’il existe 
x P A x B  tel que y 5 f 1x 2  ce qui peut s’énon  cer encore, il existe xPA tel 
que y 5 f 1x 2  ou il existe x P B tel que y 5 f 1x 2 . Cela est à nou  veau équi  va 
lent à y P f (A) ou yP f (B ), qui s’écrit aussi y P f 1A 2 x f 1B 2 .  Toutes ces 
affir  ma  tions étant équi  va  lentes, on a donc bien f (A x B) 5 f 1A 2 x f (B).

Si y P f (A d B), il existe x P A d B tel que y 5 f 1x 2 . On a donc x P A 
avec y 5 f 1x 2  et x P B avec y 5 f 1x 2 , par consé  quent y appar  tient à f (A) et 
f  (B). Cela éta  blit que f (A d B) est inclus dans f 1A 2 d f (B).

Dans le cas où f  est injective, compte tenu du résul  tat pré  cé  dent, il suf 
fit d’éta  blir que f (A) d f (B) (  f (A d B). Si y P f 1A 2 d f (B), il existe 
x1 P A et x2 P B tels que y 5 f 1x1 2  et y 5 f 1x2 2 . Comme f  est injective, 
on a donc x1 5 x2 et ainsi x1 P A d B donc f 1x1 2  P f 1A d B 2 . Ceci éta 
blit le résul  tat. Pre  nons l’exemple de l’appli  ca  tion f  de E 5 5a, b, c6 dans 
F 5 51, 26 défi  nie par f 1a 2 5 f 1b 2 5 1 et f 1 c 2 5 2, et qui n’est donc pas 
injective. En pre  nant A 5 5a, c6 et B 5 5b, c6 on obtient f 1A 2 5 f 1B 2 5 F 
et f 1A d  B 2 5 526 2 F.

On a l’inclu  sion stricte de f 1A d B 2  dans f 1A 2  d f 1B 2 5 F.

 13. Soit xPf 21 1A 2  ; alors f 1x 2PA  et par consé  quent f 1x 2PB  donc 
xPf21 (B ).

On a les équi  va  lences sui  vantes :

x P f 21 1Ax B 2   f 1x 2  P A x B  f 1x 2  P A  ou f 1x 2P B

 x P f 21 1A 2   ou  x P f 
21 1B 2   x P f 

21 1A 2 x f 
21 1B 2

ce qui éta  blit l’éga  lité deman  dée.

De la même manière :

x P f 21 1A d B 2     f 1x 2  P A d B    f 1x 2  P A et f 1x 2P B

  x P f 
21 1A 2   et  x P f 

21 1B 2    x P f 
21 1A 2 d f 

21 1B 2
Enfin : x P f 21 1Ac 2   f 1x 2  P Ac f 1x 2  P A  x P f 21 1A 2
  x P 3f 21 1A 2 4 c
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 14. Si x P A , alors f 1x 2  P f (A), donc f 21 3 5 f 1x 2 6 4 (  f 21 3 f 1A 2 4 . Bien 
entendu x P f 21

 3 5 f 1x 2 6 4  et par consé  quent x P f 21 3 f 1A 2 4 .
Si y P f 3 f 21 1B 2 4 , il existe x P f 21 (B ) tel que y 5 f 1x 2  et de plus 

f 1x 2  P B . On a donc bien y P B .

Si x P f 21 3 f 1A 2 4  alors y 5 f 1x 2  P f 1A 2 . Il existe donc x r P A  tel que 
y 5 f 1x r 2 .  Comme f est injective, on en déduit que x 5 x r  et par consé  quent 
x P A .

Si y P B , comme f  est surjective il existe x P E  tel que y 5 f 1x 2 . Si 
f 1x 2  P B  c’est que x P f 21 (B ) et donc y 5 f 1x 2  P f 3 f 21 1B 2 4 .
 15. D’après la pro  priété de distributivité des opé  ra  tions d’union et d’inter 
sec  tion, on peut écrire :

X 5 1A x Ac 2 d B 5 E d B 5 B

Y 5 Ac x 1Bc d B 2 5 Ac x 0 5 Ac

D’après la loi de Morgan, l’inter  sec  tion des complé  men  taires est le com plé 
men  taire de la réunion, soit ici :

Z 5 3 1Ac d B 2 x 1A d B 2 4 c 5 Xc 5 Bc

Tou  jours par distributivité, on obtient :

1B d C 2 x Cc 5 1B x Cc 2 d 1C x Cc 2 5 B x Cc

et ainsi : U 5 3A d 1B x C 2 4 d 1B x Cc 2 5 A d 3 1B x C 2 d 1B x Cc 2 4
en uti  li  sant cette fois l’associativité. Enfin, d’après la distributivité :

U 5 A d 3B x 1C d Cc 2 4 5 A d B
On applique une pre  mière fois l’iden  tité de Morgan :

V 5 1A d B 2 x 1Ac d C 2 x 3 1Ac x B 2 c x 1Ax C 2 c 4
puis une seconde fois :

V 5 1A d B 2 x 1Ac d C 2 x 3 1A d Bc 2 x 1Ac d Cc 2 4
On uti  lise ensuite l’associativité, puis on groupe les termes par deux en rai 

son de la distributivité :

V 5 3A d 1B x Bc 2 4 x 3Ac d 1C x Cc 2 4 5 A x Ac 5 E
Comme B d C  est inclus dans C , le der  nier terme de W  se réduit à C  qui 

est lui   même inclus dans A x C  et par consé  quent :

W 5 C d 3 1A x B x C 2 c x 1A d Cc 2 x 1B d Cc 2 4
Enfin, comme C  est inclus dans A x B x C , son complé  men  taire 

contient 1A x B x C 2 c. Cha  cun des termes du cro  chet est inclus dans Cc , 
donc son inter  sec  tion avec C  est l’ensemble vide : W 5 0.

 16. La dif  fé  rence A 2 B  est l’inter  sec  tion de A  avec Bc . Le complé  men 
taire de B  est l’ensemble des entiers impairs, donc A 2 B  est l’ensemble des 
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entiers qui peuvent s’écrire sous la forme 5(2p 1 1), c’est   àdire des entiers 
dont le chiffre des uni  tés est 5.

 17. Cette par  tition va compor  ter 23 5 8 atomes. En effet, pour déter  mi  ner 
l’atome auquel appar  tient un élé  ment déter  miné x  de E, il faut répondre par 
oui un non suc  ces  si  ve  ment aux ques  tions : appartient   il à A ? appartient   il 
à B ? appartient   il à C ? Les réponses « oui, non, non » par exemple cor  res 
pondent à l’atome A d Bc d Cc. Ces atomes sont donc :

A d B d C, A d B d Cc, A d Bc d C, A d Bc d Cc,

Ac d B d C, Ac d B d Cc, Ac d Bc d C, Ac d Bc d Cc

Ces atomes sont numé  ro  tés de 1 à 8, dans l’ordre où ils appa  raissent, pour 
être repé  rés dans la repré  sen  ta  tion d’Euler de la figure 1.2.

A
B

C

1

2

3

4
5

6

7

8

Figure 1.2.

 18. La dif  fé  rence symé  trique de deux ensembles peut s’écrire :

ADB 5 1A x B 2 2 1A d B 2 5 1A x B 2 d 1A d B 2 c
Son complé  men  taire est donc :

1ADB 2 c 5 1A x B 2 c x 1A d B 2 5 1Ac d Bc 2 x 1A d B 2
L’ensemble demandé est alors défini par :

1ADB 2DC 5 3 1ADB 2 d Cc 4 x 3 1ADB 2 c d C 4
5 1A d Bc d Cc 2 d 1Ac d B d Cc 2 d 1Ac d Bc d C 2 d 1A d B d C 2

qui est une décom  po  si  tion en quatre atomes.

 19. Nous allons par  tir de l’hypo  thèse A ( B .

On a tou  jours l’inclu  sion A d B (  A. Tout élé  ment de A appar  tient à B, donc  
aussi à A d B, ce qui éta  blit l’autre inclu  sion A ( A d B, donc l’éga  lité 
A d B 5 A.

On a tou  jours aussi B (  A x B . Si un élé  ment appar  tient à A x B , c’est 
qu’il appar  tient soit à A , soit à B ; s’il appar  tient à A , il est aussi dans B , 
 donc on a éta  bli l’inclu  sion A x B (  B,  donc A x B 5 B .

Enfin, si xPBc , il ne peut pas appar  te  nir à A  car il serait alors dans B , ce 
qui démontre l’inclu  sion Bc ( Ac .
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Par  tons main  te  nant de l’hypo  thèse Bc ( Ac . Si xPA  il ne peut pas appar  te 
nir à Bc  car il serait alors dans Ac,  ce qui éta  blit l’inclu  sion A ( B . On a donc 
démon  tré les impli  ca  tions sui  vantes :

A ( B   A d B 5 A   A x B 5 B   Bc ( Ac   A ( B
ce qui prouve l’équi  va  lence de ces pro  po  si  tions. 

 20. Un élé  ment de B  appar  tient à A x B , donc à Ax C . S’il appar  tient à 
C  le résul  tat B ( C  est démon  tré. Sup  po  sons donc qu’il appar  tient à A , c’est 
donc un élé  ment de A d B  d’où par hypo  thèse un élé  ment de A d C  et par 
consé  quent de C . Cela démontre l’inclu  sion B (  C .

 21. Les deux pre  mières pro  prié  tés sont les lois de Morgan pour n 5 2. Si on 
les sup  posent vraies pour l’ensemble d’indices J 5 51, ..., n 2 16 , on éta  blira 
le résul  tat pour I 5 51, ..., n6  en écri  vant :

d
iPI

Ac
i 5 ad

iPJ

Ac
ib x Ac

n 5  at
iPJ

Aib
c

x Ac
n

5 c at
iPJ

Aib  d An d
c

5 ¢t
iPI

Ai≤
c

t
iPI

Ac
i 5 ¢t

iPJ

Ac
i≤ d Ac

n  5 ¢d
iPJ

Ai≤
c

d Ac
n

5 c ad
iPJ

Aib x An d
c

5 ad
iPI

Aib
c

La distributivité de la réunion et de l’inter  sec  tion étant vraie pour n 5 2,  
on démontre les deux pro  prié  tés sui  vantes en les sup  po  sant vraies pour J  et 
en écri  vant :

ad
iPI

Aib
 

d  B 5 c ad
iPJ

Aib x An d
 

d  B

5 cd
iPJ

1Ai d  B 2 d x 1An d  B 2 5 d
iPI

1Ai d  B 2

at
iPI

Aib x B 5 c at
iPJ

Aib d An d x B

5 ct
iPJ

1Ai x B 2 d d 1An x B 2 5 t
iPI

1Ai x B 2
Les deux inclu  sions sont immé  diates si on écrit :

t
iPI

Ai 5 Ai d a t
jPI25i6

Ajb et d
iPI

Ai 5 Ai x a d
jPI25j6

Ajb
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Pour démon  trer la der  nière pro  priété, nous allons éta  blir l’inclu  sion de E 
dans la pre  mière union. Pour cela pre  nons un élé  ment x  de E qui appar  tient 
par hypo  thèse à Ai h Bi  pour tout indice i  de I . Si on peut trou  ver un indice 
i  tel que xPAi , alors x P hiPIAi  ce qui prouve l’inclu  sion :

E ( ad
iPI

Aib x at
iPI

Bib
Dans le cas contraire, si x  n’appar  tient à aucun des Ai  c’est qu’il appar  tient 

à tous les Bi : x P diPIBi . L’inclu  sion pré  cé  dente est encore éta  blie, ce qui 
prouve l’éga  lité de cet ensemble avec E. Les ensembles Ai  et Bi  jouant un rôle 
symé  trique, l’autre éga  lité s’en déduit.

 22. Les seules familles qui consti  tuent une par  tition de X  sont :

5B, D, E6, 5B, F, G6 et 5C, F6
 23. a) La réunion des An donne bien l’ensemble E = N mais ces ensembles  
ne sont pas dis  joints.

b) Même réponse.

c) Les ensembles An  sont bien dis  joints et ont pour réunion E = N , donc ils 
forment une par  tition de N .

d) Les inter  valles An  sont dis  joints et ont pour réunion E 5 30, 1` 3 ,  
donc ils consti  tuent une par  tition de 30, 1` 3 .

e) Les inter  valles An  sont dis  joints mais ont pour réunion 31, 1` 3 .
f) Les inter  valles An  ont pour réunion E = R  mais ils ne sont pas dis  joints.

 24. La dif  fé  rence symé  trique ADB  peut s’écrire comme la dif  fé  rence :

1Ax B 2 2 1A d B 2
c’est   àdire comme le complé  men  taire de A d B  par rap  port à Ax B . Par 
consé  quent : card 1A D B 2  5 card 1Ax B 2  2 card 1A d B 2  

5 card A 1 card B 2 2 card 1Ad B 2
 25. On obtient à par  tir du car  di  nal de l’union de deux ensembles :

card 3 1A1xA2 2 xA3 4 5 card 1A1xA2 2 1 card A32 card 3 1A1xA2 2 d  A3 4
5 n1 1 n2 2 n12 1 n3

 2 3card 1A1 d  A3 2 1 card 1A2 d  A3 2 2 card 1A1 d  A2 d  A3 2 4
5 n1 1 n2 1 n3 2 n12 2 n13 2 n23 1 n123

Ainsi : card 1A1 x A2 x A3 2 5 45 2 17 2 n13 1 n123

On a bien sûr n123 # n13, donc card 1A1 x A2 x A3 2  #  28. Par ailleurs, 
n123 $ 0 et n13 # n1 5 10 donc card 1A1 x A2 x A3 2  $  18.
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 26. Le second lan  cer n’a lieu que si le pre  mier résul  tat appar  tient à l’ensemble 
{1, 3}. Le second résul  tat est dans l’ensemble {1, 2, 3} donc l’ensemble des 
résul  tats pos  sibles est le pro  duit car  té  sien de ces deux ensembles :

51, 36 3 51, 2, 36 5 5 11, 1 2 , 11, 2 2 , 11, 3 2 , 13, 1 2 , 13, 2 2 , 13, 3 2 6
Si la somme des résul  tats est impaire, c’est que le second chiffre est aussi 

impair et l’ensemble des résul  tats pos  sibles devient le carré car  té  sien :

51, 362 5 5 11, 1 2 , 11, 3 2 , 13, 1 2 , 13, 3 2 6
 27. Le graphe de cette rela  tion est repré  senté dans la figure 1.3 et comprend 
tous les couples (X , Y ) tels que X  et Y  ne sont pas dis  joints. Il comprend la 
dia  go  nale de E2 et est symé  trique par rap  port à cette dia  go  nale.

A

A

B

B

C

C

D

D

Figure 1.3.

 28. Tous les couples (x , y ) pour les  quels la somme x 1 y  est un mul  tiple de 
3 consti  tuent le graphe de la rela  tion, repré  senté dans la figure 1.4. Comme 
x 1 y 5 y 1 x , la rela  tion est symé  trique, ce qui se tra  duit par la symé  trie 
du graphe par rap  port à la dia  go  nale de E2.

1

1

2

2

3

3 4

4

5

5

Figure 1.4.

 29. La rela  tion R  est défi  nie sur E par une éga  lité sur F , qui est bien sûr une 
rela  tion d’équi  va  lence, donc R  est aussi une rela  tion d’équi  va  lence. La classe 
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d’équi  va  lence d’un élé  ment fixé x  de E est l’ensemble des élé  ments de E qui 
ont même image par f  : Cl 1x 2 5 5 yPE/f 1y 2 5 f 1x 2 6

Si f  est injective, l’éga  lité f 1x 2 5 f 1y 2  implique x 5 y  et alors 
Cl 1x 2 5 5x6.  Réci  pro  que  ment, si Cl 1x 2 5 5x6  entraîne x 5 y , c’est que 
f 1x 2 5 f 1y 2  implique x 5 y , ce qui est bien la défi  ni  tion d’une injec  tion.

 30. La rela  tion est réflexive, puisque xy 5 yx . Elle est aussi symé  trique, 
puisque x ry 5 yx r 5 xy r 5 y rx  d’après la commu  ta  ti  vité du pro  duit de 
deux nombres réels. La tran  si  ti  vité se déduit des éga  li  tés xy r 5 yx r  et 
x rys 5 y rxs  qui impliquent par mul  ti  pli  cation 1x ry r 2  xys 5 1x ry r 2  yxs . 
On peut sim  pli  fier par x ry r  qui est non nul et l’éga  lité obte  nue tra  duit la rela 
tion 1x, y 2  R 1xs, ys 2 . Cette rela  tion d’équi  va  lence exprime la dépen  dance 
linéaire des vec  teurs (x , y ) et 1x r, y r 2 . Puisque x  est non nul, on peut en effet 
écrire :

1x r, y r 2 5 ax r, 
y
x x rb 5 x r

x
1x, y 2

Réci  pro  que  ment, si les vec  teurs (x , y ) et 1x r, y r 2  sont linéai  re  ment dépen 
dants, il existe un nombre l  non nul tel que 1x r, y r 2 5 l 1x, y 2  donc 
x r 5 lx  et y r 5 ly  et, par consé  quent, xy r 5 x 1ly 2 5 1lx 2y 5 x ry . La 
classe d’équi  va  lence de 1x0, y0 2  est donc l’ensemble des vec  teurs colinéaires, 
soit : 5 1x, y 2  0  1x, y 2 5 l 1x0, y0 2 , lPR*6

Vous avez compris ?
Si 1Ai 2 iPI  est une par  tition d’un ensemble E, mon  trer que la rela  tion binaire 
défi  nie sur E par :

xRy  il existe i P I tel que x P Ai  et  y P Ai

est une rela  tion d’équi  va  lence et déter  mi  ner les classes d’équi  va  lence.

Réponse : cette rela  tion est bien réflexive, symé  trique et tran  si  tive et les classes 
d’équi  va  lence sont les élé  ments Ai de la par  tition.

 31. Les pro  prié  tés des nombres réels per  mettent de véri  fier aisé  ment que 
cette rela  tion est réflexive, symé  trique et tran  si  tive. Pour déter  mi  ner la classe 
d’équi  va  lence d’un élé  ment x fixé, il faut trou  ver tous les nombres réels y qui 
véri  fient :

x2 1
1

x2 5 y2 1
1

y2  y2 11 1 x4 2 5 x2 11 1 y4 2  

 x2y2 1x2 2 y2 2 1 y2 2 x2 5 0
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L’équa  tion à résoudre se fac  to  rise sous la forme : 1x2y2 2 1 2 1x2 2 y2 2 5 0

et admet quatre solu  tions en géné  ral, ce qui cor  res  pond à la classe d’équi  va 
lence :

Cl 1x 2 5 e x, 2x, 
1
x , 2

1
x f

Dans le cas par  ti  cu  lier x 5 1, la classe d’équi  va  lence ne comporte que les 
deux élé  ments 1 et 21.

 32. Cette rela  tion se tra  dui  sant par une inéga  lité large est réflexive et tran  si 
tive. Si les deux rela  tions xRy  et yRx  sont réa  li  sées, cela exprime sim  ple  ment 
que ces deux sta  tions sont situées à la même alti  tude, mais non pas qu’elles 
sont confon  dues. Il s’agit donc d’un préordre total, deux sta  tions pou  vant tou 
jours être compa  rées par leur alti  tude.

Vous avez compris ?
Sur un ensemble de pays, on défi  nit la rela  tion xRy  par « les expor  ta  tions de y 
vers x sont supé  rieures ou égales à celles de x vers y ». Exa  mi  ner s’il s’agit d’un ordre 
ou d’un préordre.

Réponse : cette rela  tion n’est pas un préordre car elle n’est pas tran  si  tive.

 33. Cette rela  tion étant défi  nie par une inéga  lité large est réflexive et tran  si 
tive. Cepen  dant, les rela  tions 1x,y 2R 1x r, y r 2  et 1x r, y r 2R 1x, y 2  impliquent 
yx2 5 y rx r2 qui n’entraîne pas x 5 x r  et y 5 y r , donc il s’agit seule  ment 
d’un préordre.

 34. La rela  tion est réflexive puis  qu’on a bien 3x 5 x  et y # y 4.  Pour démon 
trer qu’elle est tran  si  tive, exa  mi  nons d’abord le cas x , x r :   si 3x r ,  xs 4  ou 
3x r 5 xs 4  et 3y r # ys 4 , alors x , xs  et le résul  tat est éta  bli. Dans le cas où 
3x 5 x r  et y # y r 4 r  : si 3x r , xs 4  alors x r , xs  ; si 3x r 5 xs  et y r # ys 4,  
alors 3x 5 xs  et y # ys 4 . On a ainsi prouvé dans tous les cas l’impli  ca  tion :

1x, y 2R 1x r, y r 2 et  1x r, y r 2R 1xs, ys 2   1x, y 2R 1xs, ys 2
Exa  mi  nons main  te  nant l’anti   symétrie. Si on a simul  ta  né  ment 1x, y 2R 1x r, y r 2 

et 1x r, y r 2R 1x, y 2  on ne peut pas avoir x , x r  ou x r , x . Par consé  quent on 
a x 5 x r  avec de plus y # y r  et y r # y  donc aussi y 5 y r.  L’ordre est total 
car deux notes sont tou  jours compa  rables.

 35. a) Un consom  ma  teur pou  vant être client de plu  sieurs maga  sins, cette 
rela  tion n’est pas fonc  tion  nelle.

b) C’est une appli  ca  tion si l’ensemble E ne comporte pas de chô  meurs et s’il 
n’est pas pos  sible de cumu  ler des emplois.

c) C’est une appli  ca  tion si on inter  dit le rat  ta  che  ment à plu  sieurs UFR.



22  TD d’Algèbre

Vous avez compris ?
Si E est l’ensemble des élec  teurs du pre  mier tour d’une élec  tion pré  si  den  tielle et F 
l’ensemble des can  di  dats, indi  quer si la rela  tion « l’élec  teur x a voté pour le can 
di  dat y » est fonc  tion  nelle.

Réponse : c’est une rela  tion fonc  tion  nelle si E ne contient aucun abs  ten  tion  niste, 
ni aucun élec  teur ayant voté blanc ou nul.

 36.  a) La rela  tion Y 5 Xc  défi  nit pour tout X  un élé  ment unique Y , donc il 
s’agit bien d’une appli  ca  tion. Comme cette rela  tion est équi  va  lente à X 5 Y c ,  
chaque Y  de F  défi  nit un élé  ment unique X  de E et cette fonc  tion est donc 
bijec  tive.

b) Tous les couples ( y, y 1 x r 2 x) sont en rela  tion avec (x, x r ) pour toutes 
les valeurs réelles de y , donc cette rela  tion n’est pas fonc  tion  nelle.

c) La rela  tion y 5 xx r  défi  nit un entier unique y , donc est fonc  tion  nelle. 
Les couples (x, x r ) et (x r, x) ayant la même image par cette appli  ca  tion, pour 
x 2 x r , elle n’est pas injective. Tout entier y  est l’image du couple d’entiers  
( y , 1) donc c’est une surjection.

 37. a) Tous les entiers x 1 1,  x 1 2, ...  sont en rela  tion avec x , donc cette 
rela  tion n’est pas fonc  tion  nelle.

b) Si x  est impair, on ne peut pas trou  ver d’entier y  tel que x 5 2y , donc 
cette rela  tion ne défi  nit pas une fonc  tion.

c) Pour tout entier x , il y a un entier unique défini par y 5 3x , donc 
cette rela  tion est fonc  tion  nelle. Pour x 2  x r , on a bien sûr 3x 2 3x r  donc 
l’appli  ca  tion est injective. Seuls les entiers y  mul  tiples de 3 ont un anté  cé  dent 
x  entier, donc elle n’est pas surjective.

d) Tous les réels non nuls ont pour image y 5 0, mais pour x 5 0 il n’y a 
pas un réel unique y tel que x2y # 0, donc cette rela  tion n’est pas fonc  tion 
nelle.

e) Pour x  et y  réels posi  tifs, la rela  tion x 5 y2 est équi  va  lente à y 5"x,  
donc cette rela  tion défi  nit une bijec  tion de R1  dans lui   même.

Vous avez compris ?
On consi  dère la rela  tion binaire entre les élé  ments x de E et y de F :

xRy  y 5 2 0  x 0  
Pré  ci  ser si elle défi  nit une appli  ca  tion injective, surjective ou bijec  tive dans les cas 
sui  vants :

E 5 F 5 N ; E 5 F 5 Z ; E 5 F 5 R ; E 5 R2, F 5 R1

Réponse : cette rela  tion défi  nit une appli  ca  tion injective dans le pre  mier cas, ni 
injective, ni surjective dans les deux cas sui  vants et bijec  tive dans le der  nier cas.
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 38. L’appli  ca  tion f  étant défi  nie sur tout R , la compo  sée f + g  est tou  jours 
défi  nie. Son ensemble de départ est celui de g , soit R1 . Son ensemble d’arri 
vée est celui de f, soit R . L’appli  ca  tion f + g  est défi  nie par :

1 f + g 2 1x 2 5 f 3g 1x 2 4 5 f 1"x 2 5"x
La valeur de f  (x) étant dans R1 , qui est l’ensemble de départ de g , l’ap

pli  ca  tion g + f  existe. Son ensemble de départ est celui de f , soit R , et son 
ensemble d’arri  vée celui de g , soit R . Elle est défi  nie par :

1g + f 2 1x 2 5 g 3f 1x 2 4 5 g 1  0  x 0  2 5" 0  x 0  
Ces deux appli  ca  tions ne coïn  cident pas, f + g  n’étant défi  nie que sur R1 .

Vous avez compris ?
Soit f et g les appli  ca  tions de N dans lui   même défi  nies par f 1n 2  5 2n, 
g 12k 2  5 k et g 12k 1 1 2  5 2k 1 1, pour n et k entiers. Déter  mi  ner les appli  ca 
tions compo  sées f + g et g + f .

Réponse : 1g + f 2 1n 2 5 n, 1 f + g 2 12k 2 5 2k, 1 f + g 2 12k 1 1 2  5 4k 1 2

 39. Cette appli  ca  tion est défi  nie pour x P R 2 526 5 D  et peut 
s’écrire :

f 1x 2 5 2x 2 4 1 1

x 2 2
5 2 1

1

x 2 2

Quand x  croît de 2`  à 2, f (x) décroît de 2 à 2`  et quand x  croît de 2 
à 1 ` , f (x) décroît de 1 `  à 2. C’est donc une surjection de D  dans lui 

  même. Pour y  fixé dans D , l’équa  tion en x  : y 5
2x 2 3

x 2 2

admet une solu  tion unique : x 5
2y 2 3

y 2 2
L’appli  ca  tion f  est donc bijec  tive et on remarque de plus qu’elle est égale à sa 

réci  proque : f 21 5 f  . Par consé  quent, on aura f 2 5 f + f 5 f + f 21 5 iD ou iD  
est l’appli  ca  tion iden  tique dans D . Plus géné  ra  le  ment, pour tout entier posi  tif 
p , on aura f 2p 5 1 f 2 2 p 5 iD  et f 2p11 5 f + f 2p 5 f.

 40. Pour éta  blir que f  est injective, nous allons sup  po  ser que f 1x 2 5 f 1x r 2 ,  
ce qui impose que x et x r  soient de même signe. S’ils sont posi  tifs, on a alors :

x

1 1 x
5

x r
1 1 x r

ce qui implique x 5 x r .

De même, s’ils sont néga  tifs, on en déduit : 
x

1 2 x
5

x r
1 2 x r
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ce qui entraîne encore x 5 x r . Cette fonc  tion est impaire, avec pour x . 0 :

f 1x 2 5 x

1 1 x
5 1 2

1

1 1 x

Quand x  croît de 0 à 1` , f (x) croît de 0 à 1. On a donc f (R1 ) 5   
30, 1 3  et par consé  quent F 5 f 1R 2  5 421, 1 3.  L’appli  ca  tion réci  proque est 
aussi impaire et on peut donc la déter  mi  ner pour yP 30, 1 3  en cher  chant la 

solu  tion x de l’équa  tion : y 5
x

1 1 0 x 0  

On en déduit d’abord x . 0, puis la solu  tion unique : x 5
y

1 2 y

Ainsi, pour xP 30, 1 3  la réci  proque est défi  nie par : f 
21 1x 2 5 x

1 2 x
Pour x P 421, 0 4 , on a 2x P 30, 1 3  et on obtient, puisque f 

21 est 

impaire : f 
21 1x 2 5 2 f 

21 12x 2 5 2
2x

1 1 x
5

x

1 1 x

Pour xP 421, 1 3  on peut donc écrire : f 
21 1x 2 5 x

1 2  0  x 0  
Vous avez compris ?

Déter  mi  ner l’appli  ca  tion réci  proque de l’appli  ca  tion f de 31, 1` 3 dans R1 défi 
nie par f 1x 2  5 2x 2 2.

Réponse : f 21 est l’appli  ca  tion de R1 dans 31, 1` 3 définie par f 21 1x 2  5 1 1 x/2. 

 41. Pour y  fixé dans E 5 41, 1` 3 , l’équa  tion en x  : y 5 Å
x 1 1

x 2 1

admet une solu  tion unique : x 5
y2 1 1

y2 2 1
5 1 1

2

y2 2 1

qui est bien dans E, ce qui prouve que l’appli  ca  tion est bijec  tive, et défi  nit 

l’appli  ca  tion réci  proque de E dans lui   même par : f21 : x   
x2 1 1

x2 2 1
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Ana  lyse  
combi  na  toire

2

Ce cha  pitre contient les for  mules de base de la combi  na  toire, 
branche des mathéma  tiques qui per  met d’effec  tuer des dénom 
bre  ments. Il est essen  tiel de rete  nir avec pré  ci  sion les défi  ni  tions 
des per  mu  ta  tions, arran  ge  ments et combi  nai  sons. Les coef  fi  cients 
binomiaux pos  sèdent un grand nombre de pro  prié  tés et il est impor 
tant de connaître les prin  ci  pales. La for  mule du binôme de Newton 
est fon  da  men  tale et per  met de cal  cu  ler de nom  breuses sommes 
qui s’expriment à l’aide des coef  fi  cients binomiaux.

1  For  mules de dénom  bre  ment

1.1  Défi  ni  tions

 Si •  n est un entier posi  tif, on appelle fac  to  rielle n le nombre noté n! et formé 
par le pro  duit de tous les entiers de 1 à n :

n! 5 1 3 2 3 3 3 c3 n 5 q
n

k51

k

On a bien sûr 1n 1 1 2 ! 5 1n 1 1 2 3 n!  et par conven  tion 0! 5 1.  Pour 
tout entier m , n  :

n!
m!
5 q

n2m

k51

1m 1 k 2

 Soit •  E un ensemble de n élé  ments dis  tincts et un entier p # n. On appelle 
arran  ge  ment p à p des n élé  ments de E tout sous-   ensemble ordonné de E ayant p 
élé  ments dis  tincts. Ce sous-   ensemble est appelé aussi p – liste sans répé  tition. 
Le nombre total de ces arran  ge  ments est :

Ap
n 5 n 1n 2 1 2 1n 2 2 2 c 1n 2 p 1 1 2 5 n!

1n 2 p 2 !

Co
ur

s
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C’est éga  le  ment le nombre d’injec  tions d’un ensemble F à p élé  ments dis  tincts 
dans E .

 On appelle •  per  mu  ta  tion de n élé  ments de l’ensemble E tout ensemble ordonné 
formé par ces n élé  ments. Le nombre total de per  mu  ta  tions est :

Pn 5 n!

 Notons que Pn 5 An
n .  C’est éga  le  ment le nombre de bijec  tions de l’ensemble 

E dans lui-   même.
 On appelle •  combi  nai  son p à p des n élé  ments de l’ensemble E tout sous-
  ensemble de E ayant p élé  ments. Le nombre total de ces combi  nai  sons est :

Cp
n 5

n 1n 2 1 2 c 1n 2 p 1 1 2
p!

5
n!

p! 1n 2 p 2 !

1.2  Rela  tions entre ces nombres

Les nombres pré  cé  dents sont liés par les rela  tions sui  vantes :

Ap
n 5 p!Cp

n 5 PpC
p
n    Pn 5 An

n 5 Pn2pA
p
n

2  For  mule du binôme de Newton

Si x et y sont deux élé  ments d’un anneau commu  ta  tif, le déve  lop  pe  ment 
de 1x 1 y 2 n, pour tout entier posi  tif n, est donné par la for  mule du binôme de 
Newton :

 1x 1 y 2 n 5 a
n

k50

Ck
nxkyn2k

 5 xn 1 C1
n xn21y 1 c1 Ck

nxkyn2k 1 c1 Cn21
n xyn21 1 yn

Pro  prié  tés

Parmi les nom  breuses pro  prié  tés des nombres Ck
n ,  appe  lés aussi coef  fi  cients 

binomiaux, on a la rela  tion évi  dente :

Cp
n 5 Cn2p

n

Ces coef  fi  cients peuvent se cal  cu  ler à par  tir de la rela  tion de récur  rence :

Cp
n 5 Cp

n21 1 Cp21
n21

ou des rela  tions :

Cp11
n 5

n 2 p

p 1 1
 Cp

n    Cp
n 5

n
n 2 p

 Cp
n21
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Vrai Faux

1. Le nombre total de ran  ge  ments de p objets dans n cases 
qui ne peuvent en conte  nir qu’un seul est égal à Ap

n.
 


 


2. Le nombre total de ran  ge  ments de p objets dans n cases 
qui peuvent en conte  nir un nombre quel  conque est pn.

 


 


3. On peut fabri  quer n! col  liers dis  tincts avec n perles 
dif  fé  rentes.

 


 


4. Le nombre d’échan  tillons dis  tincts obte  nus en effec  tuant k 
tirages sans remise dans une urne qui contient n boules numé -
ro  tées de 1 à n est égal à Ck

n.

 
 


 
 


5. Le nombre de sous-  ensembles d’un ensemble E de car  di  nal 
n qui n’ont aucun élé  ment commun avec un sous- ensemble 
donné A de car  di  nal p est 2n2p.

 
 


 
 


6. Si A et B sont deux matrices car  rées de même ordre, on peut 
uti  li  ser la for  mule du binôme pour déve  lop  per 1A 1 B 2 n.

 


 


´

7. Déterminer par dénom  bre  ment la valeur de la somme : C0
n 1 C1

n 1
c1 Cn

n

On consi  dé  rera pour cela les sous-   ensembles à k élé  ments d’un ensemble 
donné à n élé  ments.

8. Utiliser la for  mule du binôme pour déter  mi  ner la valeur des sommes 
sui  vantes :

 S 5 C0
n 1 C1

n 1
c1 Cn

n

 D 5 C0
n 2 C1

n 1
c1 121 2 nCn

n

 P 5 C0
n 1 C2

n 1 C4
n 1

c

 I 5 C1
n 1 C3

n 1 C5
n 1

c
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9. Soit E un ensemble fini de 2n élé  ments que l’on par  tage en deux sous-
  ensembles E1 et E2 ayant cha  cun n élé  ments. Déter  mi  ner par dénom  bre  ment 

la valeur de la somme : a
n

k50

1Ck
n 2 2

10. On effec  tue k tirages avec remise dans une urne qui contient n boules 
numé  ro  tées de 1 à n. Déter  mi  ner le nombre d’échan  tillons dis  tincts que l’on 
peut obte  nir.

11. Soit E un ensemble fini à n élé  ments mais qui ne comporte que k élé -
ments ei 11 # i # k 2  dis  tincts, chaque élé  ment ei  étant présent ni  fois, avec 
bien sûr n1 1

c1 nk 5 n.  Déter  mi  ner le nombre de suites ordon  nées dis -
tinctes que l’on peut for  mer avec ces n élé  ments.

12. Soit E un ensemble fini à n élé  ments et P 5 5 pi | 1 # i # n6  un ensemble 
de n per  mu  ta  tions dis  tinctes de E. Déter  mi  ner le nombre d’ensembles P 
dis  tincts.

For  mule de l’ana  lyse combi  na  toire

13. Si p est un entier tel que 0 # p # n  et n un entier quel  conque, cal  cu  ler 
la somme sui  vante : Cp

p 1 Cp
p11 1

c1 Cp
n

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On uti  lise la rela  tion de récur  rence sur les coef  fi -
cients binomiaux.

Pro  blèmes de dénom  bre  ment

14. Soit A1, A2, A3 et A4 quatre villes reliées entre elles par trois routes de 
A1 à A2,  deux de A2 à A3 et cinq de A3 à A4.  De combien de façons dis -
tinctes peut-   on par  cou  rir le che  min A1A2A3A4 ?

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Un che  min est un élé  ment d’un pro  duit 
d’ensembles.

15. Calculer le car  di  nal de l’ensemble E 5 51 i, j 2 | iPN, jPN,1# i , j # n6  
et en déduire la valeur de la somme : Sn 5 1 1 2 1 c1 n

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On peut cal  cu  ler card E de deux manières dif  fé -
rentes. En fixant j et consi  dé  rant alors toutes les valeurs pos  sibles de i. Ou bien, en 
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dénom  brant direc  te  ment tous les couples (i, j) tels que i 2 j  et en notant que i et j 
jouent un rôle symé  trique.

16. Avec trois chiffres dis  tincts don  nés dif  fé  rents de 0, combien de nombres 
dis  tincts peut-   on for  mer ?

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il faut dis  tin  guer les nombres à un, deux ou trois 
chiffres.

17. Avec les chiffres 0, 1, 2, 3 et 4, combien peut-   on écrire d’années au-   delà 
de 2000 en uti  li  sant une seule fois le même chiffre ?

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il faut être atten  tif au nombre de chiffres de 
l’année.

18. Déterminer le nombre de résul  tats pos  sibles quand on lance simul  ta  né -
ment six pièces de mon  naie dis  tinctes. Combien de ces résul  tats comportent 
exac  te  ment k piles, avec k entier tel que 0 # k # 6 ? Que deviennent ces 
réponses si les pièces sont iden  tiques ?

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il faut pré  ci  ser à chaque fois ce qui carac  té  rise un 
résul  tat.

19. Dans une classe de 40 gar  çons et 20 filles on doit consti  tuer un comité 
de classe de quatre per  sonnes. Dénom  brer ceux qui comportent au moins une 
fille, ceux dont le pré  sident est un gar  çon, ceux qui satis  font aux deux condi -
tions pré  cé  dentes.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Le pre  mier dénom  bre  ment s’obtient en fai  sant 
inter  ve  nir la condi  tion contraire.

20. Dans une course de 10 che  vaux dont on connaît les 3 pre  miers arrivants, 
déter  mi  ner le nombre de clas  se  ments pos  sibles des 7 autres dans les cas 
sui  vants.

a) Tous les che  vaux sont arri  vés et il n’y a pas d’ex-   aequo.
b) Deux che  vaux ont été éli  mi  nés.
c) Tous les che  vaux sont arri  vés et il y a deux ex-   aequo.
d) Deux che  vaux sont éli  mi  nés et il y a deux ex-   aequo.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il faut noter que le rang des ex-   aequo n’est pas fixé.

21. Une assem  blée régio  nale de 80 membres, dont 35 élus muni  ci  paux et 
5 dépu  tés, doit élire une commis  sion de 9 membres.

a) Déter  mi  ner le nombre de commis  sions dis  tinctes dans le cas où son pré -
sident doit être un député.



30  TD d’Algèbre

b) Même ques  tion si en plus cette commis  sion doit compor  ter trois élus 
muni  ci  paux exac  te  ment.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Il suf  fit de res  pec  ter les contraintes et de pré  ci  ser 
l’ensemble où peuvent être choi  sis les autres membres.

22. Une maî  tresse de mai  son et son mari reçoivent 4 autres couples. Leurs 
deux places étant déter  mi  nées par avance, combien y a-   t-il de dis  po  si  tions 
pos  sibles autour d’une table ronde pour les 8 invi  tés ?

Si la seule contrainte est d’alter  ner hommes et femmes, combien y a-   t-il de 
dis  po  si  tions pos  sibles des 10 convives ?

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Deux dis  po  si  tions sont dif  fé  rentes dès qu’une per -
sonne y occupe des places dis  tinctes. En cas d’alter  nance, il faut remar  quer qu’il y a 
deux façons d’asso  cier deux per  mu  ta  tions fixées d’hommes et de femmes.

23. Au jeu de bridge on dis  tri  bue quatre mains de 13 cartes. Dénom  brer les 
mains qui comportent :

– un seul as ;
– aucun cœur ;

– au moins un cœur ;
– quatre dames.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. Une main est un sous-   ensemble de 13 cartes choi -
sies parmi 52 et il faut tenir compte à chaque fois des contraintes impo  sées.

24. Au poker, un joueur reçoit une main de 5 cartes pro  ve  nant d’un jeu 
de 32 cartes où il y a quatre cou  leurs (0, , ,3) et huit hau  teurs (as, roi, 
dame, valet, 10, 9, 8, 7). Déter  mi  ner le nombre de mains qui comportent 
exac  te  ment :

–  une paire (2 cartes de même 
hau  teur) ;

– deux paires ;
–  un bre  lan (3 cartes de même 

hau  teur) ;

–  un full (un bre  lan et une paire) ;
–  un carré (4 cartes de même 

hau  teur).

Cal  cu  ler le nombre de mains banales, c’est-   à-dire ne compor  tant aucune 
des dis  po  si  tions pré  cé  dentes et en déduire un moyen de véri  fier la vali  dité de 
l’ensemble des résul  tats obte  nus.

Ana  lyse de l’énoncé et conseils. On pourra repré  sen  ter une main compor  tant une 
paire par exemple sous la forme aabcd où chaque lettre de l’alpha  bet repré  sente une 
hau  teur. Pour dénom  brer les dif  fé  rentes dis  po  si  tions, il ne fau  dra pas oublier d’asso -
cier les cou  leurs avec les hau  teurs.


