

[image: Illustration]



 
 
 
 
 


 


 

Cet ouvrage présente tant d’un point de vue théorique que de celui de l’application concrète, l’ensemble des questions liées à l’évolution du niveau et de la structure des taux d’intérêt : peut-on comprendre les déformations de la courbe de structure des taux ? Comment se mesure le risque des taux et comment peut-on se couvrir ? Quelles sont les méthodes de valorisation, de gestion d’un portefeuille d’options ? On y trouvera des définitions précises, les modèles et les techniques les plus courants et aussi les développements récents de la théorie et de l’empirisme.
 
La confrontation de la théorie et de la pratique met en évidence deux difficultés de sens opposé : d’une part les méthodes rigoureuses suggérées par la théorie sont parfois inapplicables dans les faits en raison de leur lourdeur, d’autre part les techniques empiriques les plus usitées sont souvent injustifiables d’un point de vue théorique et peuvent même conduire les utilisateurs à de graves déconvenues. Ceci amène à suggérer des modèles qui soient à la fois raffinés et maniables.
 
Les auteurs s’éloignent par instants, de la technique financière pour se rapprocher de l’économie et se demander si le fonctionnement des marchés et l’innovation financière ne sont pas une source importante d’accroissement de la volatilité des prix, contre laquelle justement ils doivent permettre de se prémunir.
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Introduction
 
Cet ouvrage est centré sur l’analyse de la formation de la structure des taux d’intérêt et de la gestion du risque de taux d’intérêt, c’est-à-dire du risque de variation de la valeur de marché d’actifs financiers détenus lorsque les taux d’intérêt fluctuent. L’originalité de ce livre est d’alterner des analyses théoriques (chapitres 1 à 4 et 6) et des développements qui décrivent les moyens et les difficultés de mise en œuvre dans la pratique des techniques issues de ces théories par des instruments de marché (chapitres 5 et 7).
 
Les variations à venir des taux d’intérêt se réflètent dans la courbe de structure par terme des taux d’intérêt, qui fait l’objet du premier chapitre. Il s’agit de la courbe qui retrace les valeurs anticipées des taux à court terme futurs, ou de façon équivalente les taux d’intérêt qui prévalent pour toutes les échéances. Ces taux diffèrent non seulement en raison du jeu des anticipations de taux, mais aussi de celui des primes de risque (ou de terme) dont les fondements font l’objet d’un examen détaillé. Si les anticipations sont rationnelles, les marchés sont efficients, c’est-à-dire que les variations des prix des actifs financiers d’une période sur l’autre sont indépendantes de la situation à la période initiale, point qui fait l’objet de nombreuses analyses.
 
La compréhension des déformations à venir de la courbe de structure des taux permet d’asseoir une stratégie de gestion de trésorerie (choix de la durée des placements, spéculation sur la structure des taux...).
 
Si l’analyse de la déformation dans le temps de la structure par terme des taux d’intérêt est importante pour les détenteurs de portefeuille financiers, il est aussi utile de savoir représenter l’allure instantanée de la courbe de structure des taux, point qui fait l’objet d’un 
bref second chapitre. On sait d’ailleurs que la représentation instantanée de la courbe de structure des taux a des liens étroits avec la notion de duration à utiliser.
 
Les modèles d’équilibre de la courbe de structure des taux postulent que le risque provient d’un nombre donné de variables d’état dont dépendent les prix de tous les actifs financiers et qui évoluent dans le temps en suivant des processus stochastiques. La prime de risque afférente à chaque actif financier dépend alors de l’effet des variations non anticipées des variables d’état sur le prix de cet actif. L’intérêt de l’approche est de fournir un cadre unifié à la valorisation de tous les actifs ; cependant le caractère quelque peu arbitraire des processus et de la spécification des primes de risque élémentaires la rend assez fragile. Elle est toutefois de plus en plus utilisée pour valoriser les actifs financiers sophistiqués (options), aussi y consacrons-nous le troisième chapitre, en évoquant également les problèmes de spécification et d’estimation.
 
Ayant examiné les sources de la déformation des taux d’intérêt, nous nous intéressons à la couverture contre le risque de taux, ce qui fait l’objet de la première partie du quatrième chapitre, où la théorie de la couverture optimale et son application au cas d’un portefeuille de titres sont analysées. Les marchés à terme fournissent des instruments essentiels de couverture ; ils ont cependant été accusés de déstabiliser les prix au comptant des actifs financiers. La seconde partie du quatrième chapitre est donc consacrée à un sujet plus économique, l’étude des éventuelles propriétés déstabilisantes de la création de marchés à terme ; on verra que la déstabilisation peut apparaître dans certains cas particuliers concernant la dynamique des comportements, la formation des anticipations.
 
Le sixième chapitre est enfin consacré à l’étude des modèles de valorisation d’options, depuis les modèles initiaux de Black et Scholes ou Cox-Ross-Rubinstein jusqu’à ceux basés sur l’approche d’équilibre de la structure par terme des taux d’intérêt, en passant par tous les développements des modèles initiaux (dividendes, volatilité variable, taux d’intérêt variables...).
 
Le chapitre 5, à la différence de ceux qui précèdent et qui restent au niveau théorique, présente les principes d’intervention sur les marchés à terme ; après avoir décrit la nature et le fonctionnement de ces marchés, les différentes stratégies de couverture font l’objet d’une analyse détaillée et comparative, illustrée par de nombreux exemples.
 
Le dernier chapitre présente les principes concrets d’utilisation des options, soit à des fins de spéculation, soit à des fins de couverture.

 
 


 


 
Chapitre 1
 
Courbe de structure des taux : vision économique
 
INTRODUCTION
 
La courbe de structure des taux décrit à un instant donné comment varient les taux d’intérêt en fonction de l’échéance à laquelle ils correspondent. La seule version rigoureuse de la courbe de structure des taux est celle qui caractérise les « taux zéro-coupon » aux diverses maturités, c’est-à-dire les taux de rendements sur des bons de durées variables, qui ne versent pas d’intérêt mais sont remboursés à une date donnée à un prix convenu à l’avance. Si l’on connaît les taux d’intérêt sur les bons zéro-coupon à toutes échéances, donc les prix de ces bons, on peut, comme on le verra, calculer les prix théoriques de marché de tous les titres, quel que soit leur mode d’amortissement ou leur façon de verser des intérêts.
 
Connaître à un instant donné la courbe de structure des taux est donc très utile pour valoriser les titres (obligations à émettre...), détecter ceux qui sont sur- ou sous-évalués par le marché. Savoir prévoir la courbe de structure des taux, par exemple à partir des taux à terme observés, serait extrêmement efficace pour asseoir les stratégies de couverture contre le risque de taux ou de spéculation, pour choisir la durée de vie optimale des titres à incorporer dans un portefeuille. Malheureusement, comme on verra dans ce chapitre, la prévision des taux est rendue difficile par la variabilité des primes de risque (ou de terme), qui sont les écarts entre les rendements des actifs risqués et les taux d’intérêt sans risque. Il faut donc s’attacher à comprendre, à modéliser ces primes, ce qui fait l’objet d’une large partie du chapitre.
 

 
1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS
 
Afin d’unifier les notations et de préciser les définitions d’un certain nombre de concepts qui apparaissent dans la littérature (parfois avec des dominations variables, voir par exemple : Campbell, 1984 ; Cox-Ingersoll-Ross, 1981), il a paru indispensable d’ouvrir cette étude par cette section. Nous noterons donc :
 
[image: Illustration], le taux d’intérêt au comptant en t à τ périodes (annualisé ; on notera rt le taux à une période [image: Illustration]) ;
 
[image: Illustration], le taux d’intérêt à τ périodes à terme en t pour t + j (portant donc sur la période t + j, t + j + τ) ;
 
[image: Illustration], le taux de rendement entre t et t + m sur un titre zéro coupon à τ périodes en t ;
 
[image: Illustration] le prix en t d’un titre zéro-coupon à τ périodes.
 
 

 
 
On a donc les identités suivantes : 


 
	(1) [image: Illustration] pour le prix d’un titre zéro-coupon à τ périodes, N étant le nombre périodes dans l’année (rt est annualisé) ;
 
	(2) [image: Illustration] pour le rendement d’un titre zéro-coupon à τ périodes entre t et t + m ;

 
	(2’)Soit [image: Illustration]

 
	(3) [image: Illustration] pour le taux à terme pour t + j à τ périodes ;
 
	(3’) [image: Illustration]



 
 
La littérature définit différentes primes.
 
 

 
 
• La prime de terme ou de risque en t ex post à j périodes pour l’actif à t périodes est l’écart entre le taux de rendement sur j périodes de cet actif et le taux d’intérêt au comptant à j périodes (entre t et t + j). Notant [image: Illustration] cette prime, on a : 


 
(4)

 
[image: Illustration]

soit : 


 
(4’)

 
[image: Illustration]

 
On voit qu’on a identiquement : 


 
(5)

 
[image: Illustration]

 
La prime de terme (de risque) ex post est donc proportionnelle à l’écart entre le taux à terme et le taux au comptant à τ - j périodes en t + j.
 
 

 
 
• Les taux anticipés en t pour t + j sont notés [image: Illustration] ; la prime de terme (de risque) en t ex ante à j périodes pour l’actif à τ périodes est l’écart entre l’anticipation du taux de rendement sur j périodes de cet actif et le taux d’intérêt au comptant à j périodes.
 
On a donc, en notant [image: Illustration] cette prime ex ante, [image: Illustration] les taux de rendement anticipés : 


 
(6)

 
[image: Illustration]

 
Soit : 


 
(6’)

 
[image: Illustration]

 
La prime ex ante est proportionnelle à l’écart entre le taux à terme et le taux à τ - j périodes en t + j anticipé en t.
 
 
• La prime de capitalisation période par période (Cambell-Clarida, 1987) (rolling premium) en t de l’actif à périodes est l’écart entre le rendement du placement à τ périodes et le résultat du replacement pendant τ périodes d’un actif à 1 période. Notant [image: Illustration] cette prime, on a : 


 
(7)

 
[image: Illustration]

 
Soit : 


 
(7’)

 
[image: Illustration]

 
On a donc : 


 
(8)

 
[image: Illustration]


 
(8’)

 
[image: Illustration]

 
La prime de capitalisation (effective ou anticipée) est égale à la somme des primes de terme (de risque, effectives ou anticipées) à une période, sur la durée de vie de l’actif.
 
 

 
 
• On peut définir une prime de capitalisation j périodes par j périodes, écart entre le rendement du placement à j périodes et le résultat du replacement τ/j - 1 fois d’un actif à j périodes. Notant [image: Illustration] cette prime.
 
 
(9)

 
[image: Illustration]

 
Soit : 


 
(9’)

 
[image: Illustration]

 
On a donc : 


 
(10)

 
[image: Illustration]

 
La prime de capitalisation j périodes par j périodes est identique à la somme des primes de terme à j périodes sur la durée de vie de 
l’actif. Singleton (1980) envisage, outre les primes de taux, des perturbations supplémentaires spécifiques aux différentes maturités, mais conclut à leur faible importance. Nous passons maintenant à des titres à taux fixes donnant lieu au versement de coupons, que nous appellerons obligations.
 
Nous notons C le coupon (fixe) pérodique (pour une valeur faciale de 1), [image: Illustration] le taux de rendement entre t et t + m sur une obligation remboursée dans τ périodes, [image: Illustration] le prix en t de cette obligation, tc le taux d’imposition des coupons, tg le taux d’imposition des plus-values en capital.
 
On a : 


 
(11)

 
[image: Illustration]

 
On introduit ici, à la différence de ce qui précède, la fiscalité (voir Litzenberger-Rolfo, 1984 ; Livingston, 1979 ; Jordan, 1984) ; le coupon périodique est replacé à chaque période jusqu’à l’horizon t + m. On peut définir comme précédemment la prime de terme (après impôts) à m périodes sur l’obligation à τ périodes, [image: Illustration] comme : 


 
(12)

 
[image: Illustration]

 
Une obligation à πpériodes est strictement équivalente à une succession de bons zéro-coupon (de nominal C pour les coupons, et 1 pour le remboursement). On a donc : 


 
(13)

 
[image: Illustration]

 
Le taux de rendement actuariel (net) en t de l’obligation à τ périodes [image: Illustration] est défini par : 
 


 
(14)

 
[image: Illustration]

 
Supposons que le coupon est annuel ; on a alors : 


 
(14)’’

 
[image: Illustration]

 
La duration d’une telle obligation est : 


 
(15)

 
[image: Illustration]

c’est-à-dire le délai moyen de perception des flux auxquels sa possession donne droit.
 
On utilisera souvent le rendement par période élémentaire (rendement périodique) : [image: Illustration].
 
On a : 


[image: Illustration]

 
Il sera souvent très utile de linéariser [image: Illustration] autour de [image: Illustration] [image: Illustration], taux d’intérêt moyen (Shiller, 1979).
 
On obtient : 


 
(16)

 
[image: Illustration]

 
Une hausse du taux de rendement actuariel en t + 1 correspond à une baisse de prix donc à une baisse du taux de rendement périodique. S’il n’y avait pas de fiscalité, le coupon C ne jouerait qu’au second ordre. Le prix linéarisé [image: Illustration] s’écrit : 


 
(17)

 
[image: Illustration]

 
 
La hausse du coupon, sans fiscalité sur les plus-values, réduit au premier ordre la plus-value relative [image: Illustration] du même montant qu’elle accroît le taux de coupon [image: Illustration]. S’il y a fiscalité sur les plus-values, le premier terme est réduit et la hausse du coupon accroît le taux de rendement périodique.
 
Après avoir posé ces définitions, nous pouvons aborder la revue des différentes questions traitées dans la littérature qui concerne la structure des taux : 


 
	— analyse de l’efficience des marchés de titres ;
 
	— explication des primes de terme ou de risque ;
 
	— liens entre taux nominaux et inflation anticipée.



 
2. STRUCTURE A TERME DES TAUX : TESTS D’EFFICIENCE ET THÉORIE PURE DES ANTICIPATIONS
 
S’il n’y a ni aversion pour le risque ni coûts de transaction, on doit avoir égalité du taux de rendement anticipé d’un actif risqué et du taux d’intérêt sans risque (théorie pure des anticipations) (Shiller, 1981).
 
Pour un actif long, (16) (avec τ grand) implique en anticipation : 


 
(18)

 
[image: Illustration]

oùtRt + 1 est l’anticipation de taux long en t + 1 faite en t.
 
Ceci s’écrit donc : 


 
(19)

 
[image: Illustration]

 
On peut itérer cette expression, et on obtient : 


 
(20)

 
[image: Illustration]

 
 
La variation du taux d’intérêt à long terme d’une période sur l’autre est donc : 


 
(21)

 
[image: Illustration]

 
Si les anticipations sont rationnelles (Sargent, 1979)t + l rt + i -t rt + i est indépendant de l’information connue en t.
 
Un test d’efficience consiste donc à réaliser des régressions du type (voir par exemple : Shiller-Campbell-Schoenholtz, 1983 ; Artus, 1987 ; Pesando, 1979 ; Pesando, 1976 ; Krol, 1987 ; Gourlaouen, 1987 ; Mankiw, 1986) : 


 
(22)

 
[image: Illustration]

et à tester que les bi et les Cj sont nuls, c’est-à-dire que les variations passées des taux courts ou l’inflation passée n’ont pas d’effet sur les variations courantes du taux long.
 
Pour un actif court, on a approximativement, toujours sans prime de risque : 


 
(23)

 
[image: Illustration]

 
Si les anticipations sont rationnelles, = rt + i + εt + i, où εt + i n’est pas corrélé avec l’information connue en t.
 
D’où la possibilité de tester : 


 
(24)

 
[image: Illustration]

 
On trouve souvent que les ai sont très différents de l/m ; certaines explications ont été proposées (Mankiw-Summers, 1984) :
 
 — Les anticipations sont partiellement naïves : 


[image: Illustration]

 
 
Il en suit : 


 
(25)

 
[image: Illustration]

 
ce qui implique une forte réaction du taux à m périodes au taux à 1 période.
 
 — Les anticipations réagissent aux innovations du taux court : 


[image: Illustration]

où ȓt est le taux anticipé.
 
Il en suit : 


 
(26)

 
[image: Illustration]

 
Le taux de rendement anticipé en t entre t et t + m sur un titre court à τ périodes est : 


[image: Illustration]

soit, s’il y a efficience : 


[image: Illustration]

On peut donc régresser (Jones-Roley, 1983) : 


 
(27)

 
[image: Illustration]

 
et tester que [image: Illustration], bi = 0.
 
 

 
 
Certains auteurs (Friedman, 1980 et 1979) disposent d’enquêtes sur les anticipations de taux. On va donc pouvoir régresser le taux constaté sur le taux anticipé, ou vérifier que taux constaté et taux anticipé se forment de la même manière.
 
 
On a : 


[image: Illustration]

si les primes ex ante sont constantes, on va donc pouvoir vérifier que le taux à terme suit le taux anticipé.
 
Krol (1987) a enfin réalisé des tests de causalité entre taux court et taux long, sous la forme : 


 
(28)

 
[image: Illustration]

 
S’il y a efficience, les taux courts ne causent pas les taux longs futurs (αj = 0), mais les taux longs dépendent des taux courts futurs (αi ≠ 0).

 
3. LES PRIMES DE TERME JOUENT-ELLES UN RÔLE IMPORTANT ?
 
On a vu plus haut que l’on a : 


[image: Illustration]

 
De nombreux auteurs (Fildes-Fitzgerald, 1980 ; Fama, 1976 et 1984 ; Keim-Stambaugh, 1986 ; McCulloch, 1987) ont calculé les primes et ont regardé leurs caractéristiques ; Fama calcule les primes ex post ; Fildes-Fitzgerald supposent que l’anticipation de taux : dépend des taux passés, rt - 1, rt - 2,..., par [image: Illustration].
 
Puisque : 


[image: Illustration]

 
si on régresse [image: Illustration] sur g(rt - 1,...), on obtient un estimateur [image: Illustration] du taux anticipé, qui fournit un estimateur de la prime de terme.
 
Fama (1984) a lancé une analyse qui consiste à évaluer quelle part du déport ou report à terme (écart entre taux à terme et taux au comptant) s’explique par une variation anticipée des taux au comptant et quelle part s’explique par l’existence d’une prime de terme.
 
On va donc essayer de caractériser l’écart entre taux à terme et taux au comptant (forward-spot spread). Partant des définitions précédentes, on obtient : 


[image: Illustration]

donc : 


[image: Illustration]

 
La définition du taux à terme pour une période donne : 


[image: Illustration]

 
On a donc : 


 
(29)
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soit, en utilisant la définition de la prime du terme : 


[image: Illustration]


 
(30)

 
[image: Illustration]

 
L’écart entre le taux à terme à 1 période pour t + m - 1 et le taux au comptant à une période est égal à la prime de risque à m - 1 périodes sur l’actif à m périodes accrue de la variation du taux d’intérêt à 1 période entre t et t + m - 1.
 
(30) vaut aussi en anticipations ; d’où : 


 
(30’)

 
[image: Illustration]

 
Cet écart est égal à la prime de risque ex ante accrue de la variation anticipée du taux court entre t et t + m - 1.
 
Fama-Bliss (1987) ainsi que Shiller-Campbell-Schoenholz (1983) testent le partage de l’écart entre prime de risque et variation du taux en régressant : 
 


 
(31)
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pour évaluer la valeur de l’information contenue dans le spread pour la prévision de variation des taux.
 
De même, on a : 


[image: Illustration]

 
D’où : 


[image: Illustration]

et : 


 
(32)
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ainsi qu’en anticipation : 


 
(32’)

 
[image: Illustration]

 
Le spread entre le taux au comptant à une période et le taux à terme à une période pour t + m - 1 est aussi égal à la prime de terme à 1 période sur l’actif à m périodes accrue de la variation du taux à m - 1 périodes entre t et t + 1.
 
On peut mesurer ceci en estimant : 


 
(33)
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On voit aussi que : 


 
(34)
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L’écart de spread à terme entre deux échéances consécutives est égal à l’écart entre les primes de terme anticipées à m - 1 et m - 2 périodes et à la variation anticipée de taux au comptant entre ces deux échéances.
 
 
Startz (1982) enfin essaie de comparer la variance des taux courts anticipés et la variance de la prime de terme.
 
On a : 


[image: Illustration]

ainsi que : 


[image: Illustration]

 
D’où : 


[image: Illustration]

 
Le taux à terme diffère du taux au comptant anticipé par la prime de terme, le taux au comptant du taux au comptant anticipé de l’erreur d’anticipation [image: Illustration].
 
Si les anticipations de taux sont rationnelles, le taux anticipé résulte de la projection du taux effectif sur les variables de l’ensemble d’information ; il s’ensuit que [image: Illustration] puisque l’erreur d’anticipation est orthogonale à l’anticipation, ainsi que : [image: Illustration]. On régresse [image: Illustration] sur un sous-ensemble de ces variables, la valeur ajustée résulte des variations de ces variables mais non de celles de [image: Illustration] qui n’est pas corrélé avec ces variables ; il en suit que l’écart type de la régression (ô) est une borne supérieure de l’écart type de [image: Illustration].
 
On a donc : 


 
(35)

 
[image: Illustration]

 
Ce qui permet d’évaluer les variances de la prime et du taux anticipé.
 
Tous ces travaux montrent que les fluctuations de la prime de terme jouent un rôle très important. Il est donc très utile d’expliquer ces fluctuations.
 

 
4. EXPLICATIONS DES VARIATIONS DE LA PRIME DE RISQUE (de terme)
 
4.1. Explication par l’aversion pour le risque et les choix de portefeuille (Walsh, 1985 ; Artus, 1987a)
 
Les détendeurs de portefeuilles choisissent la structure de ceux-ci entre N actifs disponibles (dont le premier est l’actif non risqué) en maximisant l’espérance de l’utilité de leur richesse réelle à la fin de la période de détention. Celle-ci s’écrit : 


 
(36)

 
[image: Illustration]

où [image: Illustration] est la richesse réelle initiale, αi la part de l’actif i dans la richesse [image: Illustration], Hi le rendement périodique de l’actif i, ṗ le taux de hausse des prix. H1 = r, le taux d’intérêt sans risque.
 
Les détendeurs de portefeuille réalisent donc : 


 
(37)

 
[image: Illustration]

où Hi = Hi - r, excès de rendement de l’actif i (prime de risque), U est la fonction d’utilité, E0 l’espérance prise à la date initiale.
 
Les conditions du premier ordre d’optimalité s’écrivent : 


 
(38)

 
[image: Illustration]

 
Soit, en développant U’ autour de [image: Illustration] et en négligeant les termes (très petits) en carrés des valeurs moyennes des excès de rendements : 
 


 
(39)

 
[image: Illustration]

où U’ et U ” sont pris au point [image: Illustration], a est le vecteur des αi (i = 2... N),0Π est le vecteur des excès de rendements anticipés0Πi, A le vecteur dont les éléments sont : cov0 (Πi, ṗ), Ω la matrice des variances-covariances des0Πi.
 
Il vient donc : 


 
(40)
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où p est le degré d’aversion relative pour le risque.
 
Résolvant pour l’espérance des excès de rendement, on obtient : 


 
(41)
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A l’équilibre de l’ensemble des marchés des actifs, on doit avoir α = s, vecteur des offres, relatives à la richesse, pour l’ensemble des actifs, d’où : 


 
(42)

 
[image: Illustration]

 
L’espérance de l’excès de rendement pour un des actifs risqués croît avec les offres de l’ensemble des actifs pondérées par les covariances conditionnelles du rendement de cet actif avec celui des autres, décroît avec la covariance du rendement de cet actif avec l’inflation : si l’offre de l’actif étudié progresse, son rendement anticipé doit aussi croître pour équilibrer le marché ; si la covariance de son rendement avec l’inflation est positive, il offre une protection (hedge) contre l’inflation, et son rendement peut être réduit. Imaginons qu’il n’y ait que deux actifs, un actif long (indicé par 2) et un actif court non risqué. (42) devient alors : 


 
(42’)
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La linéarisation de Π2 en fonction du taux de rendement actuariel à long terme vue plus haut s’écrit (en négligeant la fiscalité) : 
 


[image: Illustration]

où τ est la durée de vie de l’actif long.
 
Si τ est grand, on a donc (en faisant t = 0) : 


 
(43)
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Soit : 


 
(44)

 
[image: Illustration]

 
Le taux long croît avec le taux court, le taux long anticipé, la variance anticipée du taux long, l’offre (relative) de titres longs, la covariance anticipée entre le taux long et l’inflation.

 
4.2. Explications par le niveau ou la variabilité des taux d’intérêt
 
L’équation (44) ci-dessus montre que la prime de terme dépend en particulier de la variabilité du taux long et de sa covariance avec le taux d’inflation. De nombreux auteurs (Fama, 1976b ; Fama-Gibbons, 1984 ; Stultz, 1986 ; Artus, 1988 ; Shiller-Campbell-Schoenholtz, 1983) ont régressé l’excès de rendement des taux sur leur variance empirique et leur covariance empirique avec le taux d’inflation, soit par exemple : 


 
(45)
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pour le titre zéro-coupon à τ périodes sur j périodes, où les variances ou covariances sont calculées sur un certain nombre d’observations antérieures à t, ou encore : 


 
(45’)
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pour les obligations de maturité τ.
 
Gourlaouen (1987) montre que la prime semble partiellement expliquée par le spread entre le taux court et le taux long, ce qui s’observe en estimant par exemple : 


 
(46)
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pour des bons zéro-coupon. 


 
(46’)
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pour des obligations.
 
Mishkin (1982) écrit que l’écart entre le taux et sa valeur préalablement anticipée dépend des erreurs d’anticipation des variables d’information. L’écart entre le taux à terme précédent et le taux anticipé dépend de la prime de risque. On a donc, par exemple pour un bon zéro-coupon à τ périodes : 


[image: Illustration]

où X représente les variables d’information
 
[image: Illustration]

 
D’où : 


 
(47)

 
[image: Illustration]

où Yt-j représente les variables explicatives de la prime, connues en t - j (par exemple, variabilité des taux...).
 
Giovannini-Jorion (1987) proposent de relier la variabilité de la prime de terme au niveau des taux, selon : 


 
(48)
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Enfn, le modèle d’explication de la prime de ce type le plus sophistiqué est le modèle Arch-M développé par Engle-Lilien-Robins (1987). La moyenne et la variabilité de la prime de terme dépendent de sa variabilité passée selon : 


 
(49)
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La moyenne de la prime de terme dépend par la variable mt des aléas passés, ainsi que l’aléa courant dont la loi conditionnelle a comme variance [image: Illustration].

 

4.3. Explications par le modèle d’équilibre des actifs financiers avec consommation (CCAPM) (Dunn-Singleton, 1986 ; Campbell, 1986 et 1987 ; Hansen, Singleton, 1983 ; Campbell-Clarida, 1987)
 
Si les ménages maximisent l’espérance de leur utilité intertemporelle (celle-ci étant séparable dans le temps), et s’ils ont accès à des actifs financiers (que nous indiquons par i), les conditions du premier ordre d’optimalité s’écrivent : 


 
(50)

 
[image: Illustration]

où δ est le facteur d’actualisation, U’ l’utilité marginale de la consommation, C la consommation, p le prix de la consommation, [image: Illustration] le rendement entre t et t + m de l’actif i, Et symbolise l’espérance prise en t.
 
(50) se comprend aisément en l’écrivant : 



[image: Illustration] 



 
Si on soustrait un franc courant ([image: Illustration] franc constant) à la consommation en t et qu’on l’investit dans l’actif (i), on augmente (en espérance) la consommation (réelle) de [image: Illustration] en t + m. La désutilité de la baisse de consommation en t est égale à l’équilibre à l’espérance de l’utilité de la hausse de consommation en t + m.
 
On peut par exemple soustraire l’expression (48) correspondant à un placement roulé (itéré) une fois à une période de la même expression correspondant à un placement à m périodes. On a alors : 


 
(51)
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où [image: Illustration] est la prime de capitalisation définie en (7) et où 


[image: Illustration]

ce qui s’écrit encore : 


 
(52)
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ce qu’on peut essayer de tester directement (Gourlaouen, 1987).
 
On définit un portefeuille de référence, indice par b (benchmark portfolio) tel que : 


[image: Illustration]

 
On a donc : 


[image: Illustration]

et prenant pour l’actif i l’actif sans risque dans (48) : 


[image: Illustration]

 
Il en suit : 



[image: Illustration] 



 
Soit encore : 


 
(53)

 
[image: Illustration]

 
(53) est vraie pour i = b, on a donc : 


[image: Illustration]

 
D’où : 


 
(54)
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où 


[image: Illustration]

 
On retrouve donc le CAPM, mais avec un portefeuille de marché défini à partir du taux marginal de substitution intertemporelle de la consommation (CCAPM).
 
 

 
 
On sait que [image: Illustration] : prime de terme ex ante entre t et t + m sur l’actif i.
 
Le CCAPM s’écrit donc : 


 
(55)
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Le portefeuille b est en général inobservable. Si on suppose que : 


 
(56)
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où les Xt représentent l’information connue en t,
 
On a donc : 


 
(57)
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Ce qui implique que, pour tous les actifs i, si les βit sont fixes dans le temps les coefficients des variables Xt sont proportionnels.
 


 
5. TAUX D’INTÉRÊT ET INFLATION
 
(Feldstein-Summers, 1978 ; Yun, 1984 ; Tanzi, 1980 ; Peek, 1982 ; Feldstein, 1976 ; Fama-Gibbons, 1982)
 
Il faut dire un mot pour finir d’un sujet légèrement différent qui est le lien entre taux d’intérêt nominaux et inflation ou inflation anticipée.
 
On a : 


[image: Illustration]

 
où R0 : taux nominal après impôt
R : taux nominal avant impôt 
Ia : inflation anticipée 
τ : taux de taxe
[image: Illustration] : taux réel net.
 
On peut écrire : 


[image: Illustration]

où µt est l’erreur d’anticipation de l’inflation.
 
Ou : 


[image: Illustration]

où Y est la production, Y la production potentielle ; [image: Illustration] pour le taux réel.
 
On a donc : 


[image: Illustration]

ou bien : 


[image: Illustration]

 
D’où la possibilité de tester : 


 
(58)

 
[image: Illustration]

où le résidu suit un processus MA(1).
 
 
On voit que la réponse du taux d’intérêt au taux d’inflation est [image: Illustration]. Il est bien sûr possible de se replonger dans un modèle IS-LM beaucoup plus compliqué.
 
On a donc : 


[image: Illustration]

où [image: Illustration] est la productivité marginale avant impôt du capital, (1 – τ)r – τΠ le taux d’intérêt réel net, r le taux réel brut.
 
D’où : 


 
(59)

 
[image: Illustration]

où R est le taux nominal avant impôt.
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