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L’auteur

Jean-Louis Boursin, agrégé de mathématiques, est l’auteur de plus
de cent cinquante manuels scolaires et DVD de mathématiques.
Professeur à l’Institut d’études politiques de Paris, il intervient
régulièrement auprès de publics non spécialisés.

Il est notamment l’auteur de La Forme scientifique du mensonge
(Tchou, 1978), Les Structures du hasard (Points-Seuil, 1986), Les Dés
et les Urnes, Les Calculs de la démocratie (Seuil, 1990), Convaincre avec
des chiffres (Chotard), Les Indices de prix (« Que sais-je ? », 1979), La
Statistique du quotidien (Vuibert, 1992), Mathématiques, case départ
(Ellipses, 1998) et Les Paradoxes du vote (Odile Jacob, 2004).



Compter sans nombres

Les nombres sont très utiles dans de nombreuses situations, mais
des actes simples de gestion sont possibles sans eux. Le berger
qui sort son troupeau le matin peut mettre dans un sac un caillou
pour chaque mouton qui sort de la bergerie ; le soir, il retire du sac
un caillou à chaque bête qui rentre au bercail. Si le sac est vide,
il ne manque aucune bête. Chaque caillou représente un mouton,
comme le ferait une encoche sur un bout de bois ou sur un os, ou un
petit trait tracé sur une tablette d’argile.

Pour sommaire que soit ce procédé, il permet de s’assurer que deux
troupeaux contiennent le même « nombre » d’animaux et, dans le
cas contraire, d’avoir une idée de ce qui les différencie.

Dans un effort d’abstraction supplémentaire, les cailloux peuvent
être immatériels, comme les mots d’une récitation ou, plus faciles
encore à retenir, d’une comptine :

Une poule sur un mur, qui picorait du pain dur,
Picoti, picota, lève la queue et puis s’en va.

En prononçant un mot pour chaque objet à dénombrer, on peut se
contenter de retenir le dernier mot prononcé. Une collection qui
a permis d’aller jusqu’à « pain » contient ce que nous appelons
aujourd’hui neuf éléments ; toute collection qui permet d’aller à ce
même mot en contient autant, elle en contient moins si la récitation s’arrête avant, plus si elle continue au-delà.

Il n’y a aucune différence essentielle avec une autre récitation, la
comptine numérique :

Un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix,
Onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept,
dix-huit, dix-neuf, vingt

Mais quelque récitation qu’on utilise, on se heurte vite aux limites
de la mémoire, sans compter la difficulté de trouver un texte dans
lequel aucun mot n’apparaît plus d’une fois.



La numération romaine

On emploie aujourd’hui encore la numération romaine pour les
siècles (le XXIe siècle), pour les rois (Louis XIV), pour les papes
(Benoît XVI)…

Alors que la numérotation décimale utilise une décomposition à
l’aide de dizaines, de centaines, etc., et un principe multiplicatif, la
numérotation romaine, pour les quantités inférieures à cinq mille,
utilise :


[image: ]Des symboles spécifiques :

[image: ]I = 1 ; V = 5 ; X = 10 ; L = 50 ; C = 100 ; D = 500 ; M = 1 000

[image: ]Un principe d’addition : tout symbole supérieur (ou égal) à celui
qui le suit s’y ajoute. Exemple :

[image: ]XX 20 (10 + 10)

[image: ]LI 51 (50 + 1)

[image: ]MDCXV 1 615 (1 000 + 500 + 100 + 10 + 5)




Tardivement, on a ajouté un principe de soustraction, pour alléger les écritures, selon lequel tout symbole strictement inférieur à
celui qui le suit s’en retranche. Exemple :


[image: ]IV 4 (5 – 1)

[image: ]XL 40 (50 – 10)




Ce système n’est pas dépourvu d’ambiguïté. Par exemple, VXC
pourrait représenter :


[image: ]5 retranché au nombre XC, soit 90 – 5 = 85 ;

[image: ]5 retranché au nombre X, soit 5, retranché de C, ce qui donne 95.




C’est pourquoi, quitte à allonger les écritures, on n’écrit en général
qu’un seul nombre à retrancher à gauche d’un autre :


[image: ]95 sera alors écrit XCV ;

[image: ]85 sera écrit LXXXV.




Pour les besoins de la vie courante, ce système a rempli son rôle
tant bien que mal, malgré deux handicaps : la limitation des
nombres que le procédé permet d’écrire (il n’y a pas de symbole
d’usage courant pour abréger un nombre plus grand que mille) et
l’extraordinaire difficulté des opérations, même élémentaires à
nos yeux (allez donc multiplier XXIII par XVII !).




L’usage social des nombres entiers


Dans la vie courante, nous utilisons les entiers dans plusieurs
contextes qui changent grandement leur nature.

Certains nombres sont de purs codes (les nombres-code)
employés pour marquer des objets, des personnes, des éléments
plus ou moins abstraits : les nombres de trois chiffres sur les
plaques d’immatriculation de nos voitures, les numéros de portables, les numéros de Sécurité sociale, les cases dans une grille
de sudoku…

On pourrait sans dommage les remplacer par des lettres, des couleurs, des logos… Il n’y a aucun sens à les comparer : la piscine
des Amiraux, dont le numéro de téléphone est 01 46 06 46 47, n’a
aucune supériorité sur la piscine Dunois, dont le numéro est seulement 01 45 85 44 81 !

Les entiers sont aussi parfois utilisés pour coder un rang (les
nombres-rang) : la liste des reçus à un concours est parfois publiée
« par ordre de mérite », candidat reçu 1er, candidat reçu 2e…

Certes, en dehors des cas d’ex æquo, ces numéros de rang peuvent
servir de codes : on affecte dans la classe A les candidats de rangs
donnés (par exemple : de rangs pairs). Mais ils en disent plus, car
ils autorisent des comparaisons : le candidat classé 7 est meilleur
que le candidat classé 8.

Enfin, certains nombres sont encore plus riches de sens, exprimant une valeur (les nombres-valeur), et ces valeurs peuvent être
additionnées (j’achète un objet marqué 10 € et un marqué 15 €). Ils
peuvent être utilisés en nombre-rang (on présente des objets par
prix décroissants) ou même en nombre-code (j’achète la boîte à
6 €).



Le principe de Fermat

C’est au XVIIe siècle qu’une formalisation précise est proposée pour
prouver qu’une certaine propriété vraie pour un entier particulier
est vraie de tout entier. Le mérite en revient à Pierre de Fermat

L’idée de Fermat est la suivante. Une certaine propriété dépend
d’un entier n et est vraie, souvent de façon banale, pour n = 1.

Par un calcul, Fermat prouve que, si la propriété était fausse pour
un entier n, elle serait fausse aussi pour l’entier précédent n – 1. Il
« descend » ainsi jusqu’à 1, faisant éclater une contradiction : il
est absurde de supposer la propriété fausse pour n.

Souvent, la preuve se fait dans l’autre sens : on prouve que si la
propriété est vraie d’un entier n, elle est vraie pour le suivant. La
propriété est alors dite héréditaire.

Le principe de Fermat s’énonce ainsi :

Si une proposition dépendant d’un entier n est vraie lorsque n = 1,
et si elle est héréditaire, alors elle est vraie de tout entier.

Ou, sous une forme un peu plus générale :

Si une proposition dépendant d’un entier n est vraie lorsque n = p,
et si elle est héréditaire, alors elle est vraie de tout entier
au moins égal à p.

C’est sous cette forme que Pascal décrit le raisonnement, dans
son Traité du triangle arithmétique. Il veut prouver une propriété sur
les lignes d’un tableau de nombres (appelé depuis le triangle de
Pascal) : « Quoique cette proposition ait une infinité de cas, j’en donnerai une démonstration bien courte, en supposant deux lemmes : le premier, qui est évident de soi-même, est que cette proposition se rencontre
dans la seconde ligne ; le deuxième que, si cette proposition se rencontre
dans une ligne quelconque, elle se trouve nécessairement dans la suivante. D’où il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les lignes, car
elle est dans la seconde ligne par le premier lemme, donc par le second,
elle est dans la troisième ligne, donc dans la quatrième, et à l’infini. Il
faut donc seulement démontrer le second lemme. »

« Lemme » signifie résultat préparatoire et Pascal commence
dans cet exemple à n = 2 : « se rencontre dans la seconde ligne ».

Sous la forme proposée par Pascal, ce mode de preuve est généralement appelé raisonnement par récurrence.



L’addition

La simple observation des tas de cailloux utilisés par le berger,
lorsqu’on en formalise le résultat, conduit à des propriétés simples
de l’opération d’addition :


[image: ]La commutativité : la somme de deux nombres est indépendante
de l’ordre dans lequel on les écrit (exemple : 15 + 2 = 2 + 15).

[image: ]L’associativité : la somme de trois nombres est indépendante
des groupements qu’on y fait. Ces groupements sont marqués
par des parenthèses. Les parenthèses sont en effet un signe de
priorité : on doit effectuer en priorité l’opération indiquée entre
parenthèses.




Même à l’époque des calculatrices, il est bon de savoir faire une
addition, ne serait-ce que parce que les piles peuvent être usées !

On dispose les nombres en colonnes, les chiffres représentant des
unités de même ordre les uns en dessous des autres ; on obtient :


[image: ]une colonne des unités (la plus à droite) ;

[image: ]une colonne des dizaines ;

[image: ]une colonne des centaines, etc.




[image: ]


[image: ]


En commençant par la droite, on additionne les unités. Si le total
ne dépasse pas 9, on l’écrit en bas de la colonne, sinon, on reporte
le nombre de dizaines dans la colonne voisine à gauche (retenue).

Exemple :

[image: ]




La soustraction

La soustraction est l’opération qui permet de calculer une
différence.

La différence entre un nombre a et un nombre b est le nombre qu’il
faut ajouter à b pour obtenir a.

Matériellement, elle figure l’opération qui consiste à enlever
b cailloux du sac qui en contient a, puis à voir combien il en reste
dans le sac. Elle suppose évidemment que b est moindre que a :
seuls les prestidigitateurs savent enlever d’un sac plus de cailloux
qu’il n’en contient !

Pour faire une soustraction, on dispose le second nombre en dessous du premier, avec les mêmes précautions que pour l’addition.

Deux remarques :

1. La différence entre deux nombres ne change pas si on leur
ajoute ou si on leur retranche un même nombre.



Exemple : si vous avez treize ans de plus que votre petite sœur, il y
a quatre ans, vous aviez déjà treize ans de plus qu’elle, et, dans cinq
ans, vous aurez toujours treize ans de plus qu’elle.

2. La soustraction n’est pas associative.



Par exemple : 9 – (4 – 2) = 9 – 2 = 7, alors que (9 – 4) – 2 = 5 – 2 = 3.



Le calcul mental

Même à l’époque des calculatrices, il est toujours bon d’être
capable de faire un petit calcul mental : au restaurant, vous ne vous
voyez pas sortir la calculatrice pour contrôler l’addition !

À l’inverse de la procédure habituelle, il est plus simple, en calcul
mental, d’effectuer d’abord la somme des unités d’ordre le plus
élevé, c’est-à-dire de commencer par la gauche.

Exemple : pour calculer 312 + 179, on se dit, dans l’ordre :


[image: ]trois centaines et une centaine, quatre centaines ;

[image: ]une dizaine et sept dizaines, huit dizaines ;

[image: ]deux unités et neuf unités, onze unités, que je transforme en
une dizaine (ce qui m’en fera neuf) et une unité.




Au total, quatre centaines, neuf dizaines, une unité, soit 491.

Il est bon aussi de savoir reconnaître au premier coup d’œil qu’une
opération est fausse. Voici une règle de bon sens :

Si l’on ajoute à un même nombre, séparément,
deux nombres différents, c’est en ajoutant le plus petit
qu’on obtient la somme la plus petite.

[image: ]Le calcul 6 463 + 914 = 7 477 est certainement faux
puisque, en ajoutant à 6 463 un nombre inférieur à 1 000,
on doit trouver une somme inférieure à 7 463.

[image: ]Un calcul se rencontre fréquemment, et il est utile de
savoir le faire mentalement : c’est celui du complément
d’un nombre à 100, à 1 000, à 10 000, etc. En partant du
premier chiffre non nul à droite, on prend son complément à 10, puis pour tous les autres, le complément à 9.

Par exemple, 10 000 – 4 860 :


[image: ]complément à 10 de 6 : 4

[image: ]complément à 9 de 8 : 1

[image: ]complément à 9 de 4 : 5

[image: ]différence cherchée : 5 140.






Les carrés magiques

On raconte que, en 2200 avant notre ère, l’empereur Yu, au moment
de monter sur une embarcation pour naviguer sur le fleuve Jaune,
vit apparaître une tortue. Sur son écaille se trouvaient gravées des
cases avec, à l’intérieur de chacune, la représentation chinoise
d’un nombre, ce que nous écrivons aujourd’hui :



	8 

	1 

	6 




	3 

	5 

	7 




	4 

	9 

	2 






Si l’on calcule la somme des nombres inscrits sur chaque ligne,
dans chaque colonne et dans chaque diagonale, on trouve le même
résultat : 15.

Ces propriétés servent de définition à l’expression « carré
magique ».

Un carré magique est une disposition de nombres entiers, en autant
de lignes que de colonnes, en sorte que les sommes des nombres
écrits sur chaque ligne, sur chaque colonne, sur chaque diagonale
soient toutes égales.

La valeur commune de ces sommes est parfois appelée la constante
magique.


[image: ]

[image: ]

Le carré magique de Dürer, représenté dans la gravure Melencolia (1514).



Souvent, comme c’est le cas ici, les entiers écrits sont les nombres
consécutifs à partir de 1. En s’affranchissant de cette condition,
on pourrait se donner l’illusion de découvrir de nombreux autres
carrés magiques, puisque en ajoutant un même entier à tous les
nombres inscrits dans un carré magique ou en multipliant par un
même entier tous les nombres inscrits dans un carré magique, on
forme encore un carré magique.
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