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Pour bien utiliser cet ouvrage
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La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thèmes abordés dans les exercices,
ainsi qu’un rappel des points essen-
tiels du cours pour la résolution des
exercices.
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Les méthodes à retenir

Cette rubrique constitue une synthèse
des principales méthodes à connaître,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.
Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.
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Vrai ou Faux ?

Dix questions pour vérifier la bonne
compréhension du cours.
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Énoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s’entraî-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 à 4.
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Du mal à démarrer ?

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices.
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Vrai ou Faux, les réponses
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Vrai ou Faux, les réponses

Chaque affirmation vraie est justifiée
par une référence au cours ou une
courte démonstration, et chaque af-
firmation fausse est réfutée par la pro-
duction d’un contre-exemple explicite.

Corrigés des exercices
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Corrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de fa-
çon détaillée.
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K désigne
un corps commutatif.

K désigne R ou C.

Par commodité, on utilise les
abréviations suivantes :

ev : espace vectoriel

sev : sous-espace vectoriel

Thèmes abordés dans les exercices
• Étude d’intersections, de sommes, de sommes directes

de sev d’un ev
• Montrer qu’une famille, finie ou infinie, est libre, est liée
• Manipulation de projecteurs en dimension finie
• Obtention de factorisations de matrices
• Utilisation de décomposition en blocs pour des matrices
• Calculs sur des normes de matrices
• Étude de suites de matrices, de séries de matrices.

Points essentiels du courspour la résolution des exercices
• Définition de famille libre, famille liée, famille génératrice,

finie ou infinie
• Définition et propriétés des sommes de sev, des sommes

directes de sev
• Théorème d’isomorphisme pour les applications linéaires,

et, en dimension finie, théorème du rang
• Définition et propriétés des formes linéaires, des hyperplans
• Trace d’une matrice carrée : définition, propriétés
• Manipulation des blocs
• Définition d’une norme sur Mn,p(K), pour K = R ou C,

norme d’algèbre, continuité des opérations.

1



Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Les méthodes à retenir
Pour obtenir des rela-
tions (souvent des inclu-
sions) entre sev

Essayer de passer par les éléments.

➟ Exercice 1.1

Méthode

Soient E un K-ev, A,B,C des sev de E.
Montrer :

A+ (B ∩ C) ⊂ (A+B) ∩ (A+ C).

1re méthode : utilisation de propriétés globales :
On a : B ∩ C ⊂ B, donc : A+ (B ∩ C) ⊂ A+B,

et de même : B ∩ C ⊂ C, donc : A+ (B ∩ C) ⊂ A+ C.
Il en résulte : A+ (B ∩ C) ⊂ (A+B) ∩ (A+ C).

2e méthode : passage par les éléments :
Soit x ∈ A+ (B ∩ C).
Il existe a ∈ A, y ∈ B ∩ C tels que : x = a+ y.
Comme a ∈ A et y ∈ B, on a : x = a+ y ∈ A+B.
Comme a ∈ A et y ∈ C, on a : x = a+ y ∈ A+ C.
D’où : x ∈ (A+B) ∩ (A+ C).

Ceci montre l’inclusion demandée.

Exemple

Pour montrer que deux
sev F,G d’un ev E sont
supplémentaires dans E

Essayer de montrer :

• F ∩ G = {0} et F +G = E

• il existe une base F de F et une base G de G telles que la famille
F ∪ G, obtenue par juxtaposition de F et G, est une base de E

• l’une des deux égalités F ∩ G = {0}, F + G = E et l’égalité
portant sur les dimensions : dim (E) = dim (F ) + dim (G),

si E est de dimension finie.

Méthode

Soit n ∈ N∗.
On note Sn(R) (resp. An(R)) l’ensemble
des matrices symétriques (resp. anti-
symétriques) de Mn(R).

Montrer que Sn(R) et An(R) sont
des sev de Mn(R) supplémentaires
dans Mn(R).

1) Montrons d’abord que Sn(R) et An(R) sont des sev de Mn(R).

� On a : Sn(R) ⊂ Mn(R) et 0 ∈ Sn(R).
On a, pour tous α ∈ R, A,B ∈ Sn(R) :

(αA+B)� = αA� +B� = αA+B,

donc : αA+B ∈ Sn(R).
Ceci montre que Sn(R) est un sev de Mn(R).

� On a : An(R) ⊂ Mn(R) et 0 ∈ An(R).
On a, pour tous α ∈ R, A,B ∈ An(R) :

(αA+B)� = αA� +B� = α(−A) + (−B) = −(αA+B),

donc : αA+B ∈ An(R).
Ceci montre que An(R) est un sev de Mn(R).

Exemple

2



Les méthodes à retenir

2) � L’inclusion {0} ⊂ Sn(R) ∩ An(R) est évidente.
� Soit A ∈ Sn(R) ∩ An(R).
On a alors : A� = A et A� = −A,

donc A = −A, 2A = 0, puis 1

2
2A = 0, A = 0.

Ceci montre : Sn(R) ∩ An(R) ⊂ {0}.
On obtient : Sn(R) ∩ An(R) = {0}.

3) � L’inclusion Sn(R) + An(R) ⊂ Mn(R) est évidente.
� Soit M ∈ Mn(R).
Montrons qu’il existe S ∈ Sn(R), A ∈ An(R) telles que : M = S +A.
Raisonnons par analyse-synthèse.
Analyse :
Soient S ∈ Sn(R), A ∈ An(R) telles que M = S +A.
On a alors, en transposant : M� = (S +A)� = S� +A� = S −A.

On déduit, par addition, soustraction, multiplication par 1

2
:

S =
1

2
(M +M�), A =

1

2
(M −M�).

Synthèse :
Notons S =

1

2
(M +M�), A =

1

2
(M −M�).

On a alors :

S� =
1

2
(M� +M) = S, donc S ∈ Sn(R)

A� =
1

2
(M�

−M) = −A, donc A ∈ An(R)

S +A =
1

2
M +

1

2
M� +

1

2
M −

1

2
M� = M, donc (S,A) convient.

Ceci montre : Sn(R) + An(R) = Mn(R).

Finalement, Sn(R) et An(R) sont des sev de Mn(R) supplémentaires
dans Mn(R).

Dans E = R4 usuel, on note :

a = (1, 1, 1, 1),

b = (1, 2, 3, 0),

c = (1, −1, 1, 4),

d = (1, 2, −3, 0),

F = Vect (a, b), G = Vect (c, d).

Montrer que F et G sont supplémen-
taires dans E.

Il est clair que la famille (a, b) est libre et que la famille (c, d) est libre,
donc F = (a, b) est une base de F et G = (c, d) est une base de G.
Montrons que la famille F ∪ G = (a, b, c, d) est une base de E.
Comme : Card (F ∪ G) = 4 = dim (E),
il suffit de montrer que la famille F ∪ G est libre.
On a, pour tout (α, β, γ, δ) ∈ R4 :

αa+ βb+ γc+ δd = 0 ⇐⇒






α+ β + γ + δ = 0

α+ 2β − γ + 2δ = 0

α+ 3β + γ − 3δ = 0

α+ 4γ = 0

⇐⇒






α = −4γ

β − 3γ + δ = 0

2β − 5γ + 2δ = 0

3β − 3γ − 3δ = 0

⇐⇒






α = −4γ

β = γ + δ

−2γ + 2δ = 0

−3γ + 4δ = 0

⇐⇒






γ = 0

δ = 0

α = 0

β = 0.

Ceci montre que la famille F ∪ G est libre, et on déduit que c’est une
base de E.
Remarque : on aurait aussi pu faire intervenir un calcul de déterminant.

Finalement, les sev F et G de E sont supplémentaires dans E.

Exemple
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Soient E un K-ev de dimension 5,
F,G des sev de E tels que :

F ∩G = {0}, dim (F ) = 2, dim (G) = 3.

Montrer que F et G sont supplémen-
taires dans E.

On a, d’après la formule de Grassmann :

dim (F+G) = dim (F )+dim (G)−dim (F ∩G) = 2+3−0 = 5 = dim (E),

d’où : F +G = E.
Comme : F ∩ G = {0} et F +G = E,
on conclut que F et G sont supplémentaires dans E.

Exemple

Pour montrer que plu-
sieurs sev E1, ..., EN

d’un ev E sont en
somme directe

Essayer de montrer :

• pour tout (x1, ..., xN ) ∈ E1 × ...× EN :
N∑

i=1

xi = 0 =⇒
(
∀i ∈ {1, ..., N}, xi = 0

)

• dim
( N∑

i=1

Ei

)
=

N∑

i=1

dim (Ei)

si E1, ..., EN sont tous de dimensions finies.

Méthode

On note E le R-ev des applications
de R dans R, F1, F2, F3 les parties
de E constituées des applications qui
s’annulent respectivement sur ]−∞ ; 1],
]−∞ ;−1] ∪ [1 ;+∞[, [−1 ;+∞[.
Montrer que F1, F2, F3 sont des sev
de E et que leur somme est directe.

� Montrons, plus généralement, que, pour toute partie A de R, l’en-
semble F =

{
f ∈ E ; ∀x ∈ A, f(x) = 0

}
est un sev de E.

On a : F ⊂ E et 0 ∈ F .
Soient α ∈ R, f, g ∈ F .
On a : ∀x ∈ A, (αf + g)(x) = αf(x)

︸︷︷︸
=0

+ g(x)
︸︷︷︸
=0

= 0, donc : αf + g ∈ F .

Ceci montre que F est un sev de E.
En particulier, F1, F2, F3 sont des sev de E.

� Soient f1 ∈ F1, f2 ∈ F2, f3 ∈ F3 telles que : f1 + f2 + f3 = 0.
Soit x ∈ ]−∞ ;−1].
Par définition de F1 et F2, on a : f1(x) = 0 et f2(x) = 0.
Il s’ensuit : f3(x) = −

(
f1(x) + f2(x)

)
= 0.

Ainsi : ∀x ∈ ]−∞ ;−1], f3(x) = 0.

Mais, par définition de F3 : ∀x ∈ [−1 ;+∞[, f3(x) = 0.

On déduit : ∀x ∈ R, f3(x) = 0, c’est-à-dire f3 = 0.
On obtient de même : f1 = 0 et f2 = 0.

On conclut que les sev F1, F2, F3 sont en somme directe.

Exemple
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Les méthodes à retenir

Pour montrer qu’une fa-
mille infinie est libre

Montrer que toute sous-famille finie est libre.

➟ Exercices 1.2, 1.4, 1.7

Méthode

Montrer que la famille d’applications
(fa)a∈R définie, pour tout a ∈ R, par :

fa : R −→ R, x �−→

{
0 si x � a

1 si x > a

est libre (pour les lois usuelles).

Nous allons montrer que toute sous-famille finie (de cette famille infinie)
est libre.
Soient N ∈ N∗, a1, ..., aN ∈ R deux à deux distincts, λ1, ..., λN ∈ R

tels que :
N∑

k=1

λkfak = 0.

Soit i ∈ {1, ..., N}. Supposons λi �= 0.

On déduit alors : fai = −
1

λi

∑

k �=i

λkfak .

On remarque que, pour tout a ∈ R, fa est continue en tout point
de R \ {a} et que fa est discontinue en a.

Par combinaison linéaire, −
1

λi

∑

k �=i

λkfak est donc continue en ai,

contradiction avec fai discontinue en ai.
Ceci montre : ∀i ∈ {1, ..., N}, λi = 0,

donc la famille (fai )1�i�N est libre.

Ainsi, toute sous-famille finie de (fa)a∈R est libre, donc, par définition,
la famille (fa)a∈R est libre.

Exemple

Pour montrer qu’une fa-
mille infinie est liée

Montrer qu’il existe une sous-famille finie liée.

➟ Exercices 1.2

Méthode

Montrer que la famille d’applications
(fa)a∈R définie, pour tout a ∈ R, par :

fa : R −→ R, x �−→ cos(x+ a)

est liée.

On remarque, pour tout a ∈ R :
∀x ∈ R, fa(x) = cos(x+ a) = cos a cosx− sin a sinx,

donc : fa = (cos a) cos+(− sin a) sin .

Ainsi, les fa se décomposent linéairement sur les deux applications cos
et sin.
En particulier, les trois applications f0, f1, f2 se décomposent linéaire-
ment sur les deux applications cos, sin, donc la famille (f0, f1, f2) est
liée.

Ainsi, il existe une sous-famille finie de (fa)a∈R qui est liée et on
conclut, par définition, que la famille (fa)a∈R est liée.

Exemple
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Pour montrer qu’une
partie H de E est un hy-
perplan de E

Essayer de :

• montrer que H est un sev de E et que H admet au moins un
supplémentaire de dimension finie égale à 1

• montrer que H est le noyau d’une forme linéaire autre que la
forme nulle

• montrer que H est un sev de E et que dim (H) = dim (E)− 1,
si E est de dimension finie.

Méthode

Montrer que l’ensemble H des suites
réelles convergeant vers 0 est un hyper-
plan du R-ev E des suites réelles conver-
gentes.

D’abord, il est clair que E est bien un R-ev et que H est un sev de E.
Notons D la droite vectorielle de E engendrée par la suite (1), suite
constante égale à 1.

� On a H ∩ D = {0}, car, si une suite est constante et converge vers 0,
alors elle est constante égale à 0.

� Soit u = (un)n∈N ∈ E. Notons � la limite de u, et v = u− (�).
On a alors : u = v + (�), v ∈ H, (�) ∈ D.

Ceci montre : H +D = E.

Ainsi, la droite vectorielle D est un supplémentaire de H dans E, donc
H est un hyperplan de E.

Exemple

Montrer que l’ensemble

H =
{
f ∈ E ;

∫ 1/2

0
f = 0

}

est un hyperplan du R-ev
E = C([0 ; 1],R).

Il est clair que l’application ϕ : E −→ R, f �−→

∫ 1/2

0
f

est une forme linéaire sur E, autre que la forme nulle puisque :

ϕ(1) =

∫ 1/2

0
1 =

1

2
�= 0.

D’après le cours, on conclut que H = Ker (ϕ) est un hyperplan de E.

Exemple

Soit n ∈ N∗.

Montrer que H = Cn−1[X] est un hyper-
plan de E = Cn[X].

Il est clair que E est un C-ev, que H est un sev de E et que :
dim (E) = n+ 1, dim (H) = n.

On a donc : dim (H) = dim (E)− 1

et on conclut que H est un hyperplan de E.

Exemple
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Les méthodes à retenir

Pour obtenir une fac-
torisation d’une matrice
en deux matrices de for-
mats ou de rangs impo-
sés

Essayer d’utiliser le théorème du cours caractérisant les matrices A
de Mn,p(K) telles que rg (A) = r :
il existe P ∈ GLn(K), Q ∈ GLp(K) telles que A = PJn,p,rQ, où on

a noté Jn,p,r =

(
Ir 0
0 0

)
∈ Mn,p(K).

➟ Exercices 1.3, 1.13, 1.23

Méthode

Soient n, p, q, r ∈ N∗, A ∈ Mp,q(K),
B ∈ Mn,r(K).
Montrer que les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
(i) rg (B) � rg (A)

(ii) ∃ (P,Q) ∈ Mn,p(K)× Mq,r(K),

B = PAQ.

(i) =⇒ (ii) :
Supposons rg (B) � rg (A). Notons a = rg (A), b = rg (B).
D’après le cours, il existe R ∈ GLp(K), S ∈ GLq(K) telles que A =
R Jp,q,aS et il existe T ∈ GLn(K), U ∈ GLr(K) telles que B =
TJn,r,bU .
Comme b � a, on a :

Jn,r,b =

(
Ib 0
0 0

)
=

(
Ib 0
0 0

)(
Ia 0
0 0

)(
Ib 0
0 0

)
= Jn,p,bJp,q,aJq,r,b.

D’où :

B = TJn,r,bU = TJn,p,bJp,q,aJq,r,bU

= (TJn,p,bR
−1)(RJp,q,aS)(S

−1Jq,r,bU).
En notant

P = TJn,p,bR
−1

∈ Mn,p(K) et Q = S−1Jq,r,bU ∈ Mq,r(K),

on obtient bien : B = PAQ.

(ii) =⇒ (i) :
S’il existe (P,Q) ∈ Mn,p(K)× Mq,r(K) tel que B = PAQ, alors :

rg (B) = rg
(
(PA)Q

)
� rg (PA) � rg (A).

Exemple
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Pour manipuler des ma-
trices décomposées en
blocs

Essayer d’amener des combinaisons linéaires, des produits de matrices
décomposées en blocs.

➟ Exercices 1.6, 1.14, 1.16, 1.18 à 1.22, 1.24

Méthode

Soient n ∈ N∗, A,B,C,D ∈ Mn(K),
(α, β) ∈ K2 tel que α �= β.
On note :

J =

(
α In 0
0 β In

)
, M =

(
A B
C D

)
.

Montrer que M commute avec J si et
seulement si : B = 0 et C = 0.

On a :

JM = MJ ⇐⇒

(
α In 0
0 β In

)(
A B
C D

)
=

(
A B
C D

)(
α In 0
0 β In

)

⇐⇒

(
αA αB
βC βD

)
=

(
αA βB
αC βD

)

⇐⇒

{
αB = βB

βC = αC
⇐⇒

{
(α− β)B = 0

(α− β)C = 0
⇐⇒

{
B = 0

C = 0.

Exemple

Soient E un K-ev de dimension finie et
F un sev de E. On note n = dim (E)
et p = dim (F ).

a) Montrer que l’ensemble LF (E) des
endomorphismes de E laissant F stable
est un sev de L(E) et déterminer sa di-
mension.
Se peut-il que LF (E) soit un hyperplan
de L(E) ?
b) Soit G un supplémentaire de F
dans E.
Montrer que l’ensemble LF,G(E) des en-
domorphismes de E laissant F et G
stables est un sev de L(E) et détermi-
ner sa dimension.
Se peut-il que LF,G(E) soit un hyper-
plan de L(E) ?

a) 1) � Il est clair que : LF (E) ⊂ L(E) et 0 ∈ LF (E).
� Soient α ∈ E, f, g ∈ LF (E).
On a : ∀x ∈ F, (αf + g)(x) = αf(x)

︸︷︷︸
∈F

+ g(x)
︸︷︷︸
∈F

∈ F,

donc F est stable par αf + g, d’où : αf + g ∈ LF (E).
On conclut : LF (E) est un sev de L(E).
2) L’ev E admet au moins une base B = (e1, ..., en) adaptée à F , c’est-
à-dire telle que (e1, ..., ep) est une base de F .
Soient f ∈ L(E), M = MatB(f).
Il est clair que F est stable par f si et seulement si M est de la forme :

M =

(
A B
0 C

)
,

où A ∈ Mp(K), B ∈ Mp,n−p(K), C ∈ Mn−p(K).
L’application de Mp(K) × Mp,n−p(K) × Mn−p(K) dans LF (E) qui,
à (A,B,C) associe l’endomorphisme f de E tel que :

MatB(f) =
(
A B
0 C

)
,

est un isomorphisme d’ev, donc :

dim
(
LF (E)

)
= dim

(
Mp(K)× Mp,n−p(K)× Mn−p(K)

)

= dim
(
Mp(K)

)
+ dim

(
Mp,n−p(K)

)
+ dim

(
Mn−p(K)

)

= p2 + p(n− p) + (n− p)2 = n2
− np+ p2.

3) Le sev LF (E) est un hyperplan de L(E) si et seulement si :

dim
(
LF (E)

)
= dim

(
L(E)

)
− 1. (∗)

Exemple
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Les méthodes à retenir

On a : (∗) ⇐⇒ n2
− np+ p2 = n2

− 1 ⇐⇒ np− p2 = 1

⇐⇒ p
︸︷︷︸
∈N

(n− p
︸ ︷︷ ︸
∈N

) = 1 ⇐⇒

{
p = 1

n− p = 1
⇐⇒

{
n = 2

p = 1.

On conclut qu’il se peut que LF (E) soit un hyperplan de L(E), et ceci
se produit si et seulement si : n = 2 et p = 1.
b) 1) Le même raisonnement qu’en a)1) montre que LF,G(E) est un
sev de L(E).
On peut aussi remarquer que LF,G(E) = LF (E) ∩ LG(E), donc
LF,G(E) est un sev de L(E) comme intersection de deux sev.
2) L’ev E admet au moins une base B = (e1, ..., en) adaptée à la dé-
composition E = F ⊕G, c’est-à-dire que (e1, ..., ep) est une base de F
et (ep+1, ..., eq) est une base de G.
Soient f ∈ L(E), M = MatB(f).
Il est clair que F et G sont stables par f si et seulement si M est de la
forme :

M =

(
A 0
0 C

)
,

où A ∈ Mp(K), C ∈ Mn−p(K).
L’application de Mp(K) × Mn−p(K) dans LF,G(E) qui, à (A,C) as-
socie l’endomorphisme f de E tel que :

MatB(f) =
(
A 0
0 C

)
,

est un isomorphisme d’ev, donc :

dim
(
LF,G(E)

)
= dim

(
Mp(K)× Mn−p(K)

)

= dim
(
Mp(K)

)
+ dim

(
Mn−p(K)

)
= p2 + (n− p)2

= n2
− 2np+ 2p2.

3) On a : dim
(
LF,G(E)

)
= dim

(
L(E)

)
− 1

⇐⇒ n2
− 2np+ 2p2 = n2

− 1 ⇐⇒ 2(np− p2) = 1,

ce qui est impossible car le premier membre est pair et le second est
impair.
On conclut que LF,G(E) n’est jamais un hyperplan de L(E).
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Vrai ou Faux ?
E,F désignent des K-espaces vectoriels, n ∈ N∗, E1, ..., En des sous–espaces vectoriels de E.

1.1 Les sous-espaces vectoriels E1, ..., En de E sont en somme directe si et seulement si :
∀x1 ∈ E1, ..., ∀xn ∈ En,

(
x1 + · · ·+ xn = 0 =⇒ x1 = ... = xn = 0

)
.

V F

1.2 Les sous-espaces vectoriels E1, ..., En de E sont en somme directe si et seulement si :
∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2,

(
i �= j =⇒ Ei ∩ Ej = {0}

)
.

V F

1.3 On a, pour tous sous-espaces vectoriels E1, E2, E3 de E :
E1 ∩ (E2 + E3) = (E1 ∩ E2) + (E1 ∩ E3).

V F

1.4 On a, pour tous sous-espaces vectoriels E1, E2, E3 de E :
E1 + (E2 ∩ E3) = (E1 + E2) ∩ (E1 + E3).

V F

1.5 Dans le R-espace vectoriel E = RR, les parties E1 et E2 formées respectivement par les
fonctions paires (resp. impaires) sont des sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
dans E.

V F

1.6 Pour tout espace vectoriel E et tout endomorphisme f de E, les sev Ker (f) et Im (f)
de E sont supplémentaires dans E.

V F

1.7 Si, pour des endomorphismes f, g de E, Ker (f) est stable par g, alors f et g commutent. V F

1.8 Si deux endomorphismes f, g de E commutent, alors le noyau et l’image de chacun des
deux est stable par chacun des deux.

V F

1.9 On a : ∀A,B ∈ Mn(K), tr (AB) = tr (BA). V F

1.10 On a : ∀A,B ∈ Mn(K), tr (AB) = tr (A) tr (B). V F

10



Énoncés des exercices

Énoncés des exercices
1.1 Inclusions entre intersection de sev, entre somme de sev

Soient E un K-espace vectoriel, F,G,H des sev de E tels que :

F ∩ H ⊂ F ∩ G, F +H ⊂ F +G, G ⊂ H.

Montrer : G = H.
1.2 Famille infinie libre, famille infinie liée

Étudier la liberté des familles d’applications suivantes, pour les lois usuelles :

a)
(
fa : [0 ; +∞[ −→ R, x �−→ 1

x+ a

)

a∈ ]0 ;+∞[

b)
(
fa : R −→ R, x �−→ ch (x− a)

)
a∈R .

1.3 Étude de l’existence d’une factorisation d’une matrice

Existe-t-il A ∈ M3,2(R) et B ∈ M2,3(R) telles que AB = C, où C désigne successivement

les matrices : C =




1 0 0
0 0 0
0 0 0



 ,




1 1 1
1 1 1
0 0 0



 ,




1 1 1
1 1 0
1 0 0



 ?

1.4 Famille des évaluations sur un ensemble fini

Soient n ∈ N∗, X = {x1, ..., xn} un ensemble fini à n éléments. On note F = KX et, pour
tout i ∈ {1, ..., n}, on note Ei : F −→ K, f �−→ f(xi), appelée évaluation en xi.
Montrer que la famille (Ei)1�i�n est une base de L(F,K).

1.5 Utilisation de la trace

Soit n ∈ N∗. Existe-t-il (A,B) ∈
(
Mn(C)

)2 tel que : AB −BA = In ?

1.6 Étude d’inverse pour une matrice triangulaire par blocs

Soient n, p ∈ N∗, M =

(
A B
0 C

)
où A ∈ Mn(K), B ∈ Mn,p(K), C ∈ Mp(K).

a) Montrer que M est inversible si et seulement si A et C sont inversibles.
b) Lorsque A et C sont inversibles, exprimer M−1 sous forme de blocs.

1.7 Exemple de famille infinie libre

Montrer que la famille
(
fa : R −→ R, x �−→ |x− a|3/2

)
a∈R est libre dans RR.

1.8 Base de polynômes avec conditions sur les degrés

Soit E un sev de dimension finie de K[X].

a) Montrer que E admet au moins une base formée de polynômes de degrés deux à deux
distincts.
b) Montrer que E admet au moins une base formée de polynômes de degrés tous égaux.

11



Chapitre 1 – Algèbre linéaire

1.9 Pour un projecteur en dimension finie, la trace est égale au rang

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, p un projecteur de E.
Montrer : tr (p) = rg (p).

1.10 Exemple d’utilisation de la trace et du rang d’un projecteur

Soient N ∈ N∗, E un K-ev de dimension finie, p1, ..., pN des projecteurs de E tels que :
N∑

i=1

pi = 0.

Montrer : ∀i ∈ {1, ..., N}, pi = 0.

1.11 Formes linéaires et trace

Soit n ∈ N∗. Montrer que, pour toute A ∈ Mn(K), l’application :
Mn(K) −→ K, X �−→ tr (AX)

est un élément de L
(
Mn(K),K

)
, puis montrer que l’application θ :

Mn(K) −→ L
(
Mn(K),K

)
définie par :

∀A ∈ Mn(K), ∀X ∈ Mn(K),
(
θ(A)

)
(X) = tr (AX)

est un isomorphisme de K-ev.

1.12 Projecteurs et coefficients irrationnels

Soient n ∈ N∗, A,B,C ∈ Mn(C) telles que : A2 = A, B2 = B, C2 = C.

On note M = A+
√
2B +

√
3C et on suppose M2 = M. Montrer : B = C = 0.

1.13 Factorisation d’une matrice

Soient n, p ∈ N∗, A ∈ Mn,p(K), r = rg (A).

Montrer : ∃U ∈ Mn,r(K), ∃V ∈ Mr,p(K), A = UV.

1.14 Rang d’une matrice décomposée en blocs

a) 1) Montrer que, si une matrice M est décomposée en blocs de colonnes, M = (U |V ),
alors :

rg (M) � rg (U) + rg (V ).

2) Montrer que, si une matrice M est décomposée en blocs de lignes, M =

(
R
S

)
, alors :

rg (M) � rg (R) + rg (S).

3) En déduire que, si une matrice M est décomposée en quatre blocs M =

(
A B
C D

)
,

(où A et D ne sont pas nécessairement carrées), alors :
rg (M) � rg (A) + rg (B) + rg (C) + rg (D).

b) Soient m,n, p ∈ N∗ tel que m � n et p � n, M =

(
A B
C 0

)
∈ Mn(K), où

A ∈ Mm,p(K), B ∈ Mm,n−p(K), C ∈ Mn−m,p(K).

Déduire de a) que, si M est inversible, alors : rg (A) � m+ p− n.

12



Énoncés des exercices

1.15 Normes subordonnées à ||.||1 et à ||.||∞

Soient n, p ∈ N∗, A = (aij)ij ∈ Mn,p(K).

On note : ||A||� = Max
1�j�p

( n∑

i=1

|aij |
)
, ||A||c = Max

1�i�n

( p∑

j=1

|aij |
)
,

et, pour tout X = (xj)1�j�p ∈ Mp,1(K) : ||X||1 =

p∑

j=1

|xj |, ||X||∞ = Max
1�j�p

|xj |.

Montrer : ||A||� = Sup
X∈Mp,1(K)\{0}

||AX||1
||X||1

, ||A||c = Sup
X∈Mp,1(K)\{0}

||AX||∞
||X||∞

.

1.16 Endomorphismes d’image et de noyau imposés
Soient E un K-ev, F,G deux sev de E supplémentaires dans E.

On note : G =
{
f ∈ L(E) ; Im (f) = F et Ker (f) = G

}
.

a) Établir que G est un groupe pour la loi ◦.
b) On suppose ici que E est de dimension finie. On note n = dim (E), p = dim (F ),
B1 = (e1, ..., ep) une base de F, B2 = (ep+1, ..., en) une base de G, B = (e1, ..., en), qui est
une base de E.

Montrer que l’application θ : f �−→ MatB(f) est un isomorphisme de groupes de (G, ◦)

sur (H, ·), où H =
{(

M 0
0 0

)
∈ Mn(K) ; M ∈ GLp(K)

}
.

1.17 Hyperplans de Mn(K) rencontrant GLn(K)

Soit n ∈ N \ {0, 1}. Montrer que tout hyperplan de Mn(K) rencontre GLn(K).

1.18 Rang d’une matrice triangulaire par blocs, un bloc diagonal étant égal à l’identité

a) Soient n, p ∈ N∗, B ∈ Mn,p(K), C ∈ Mp(K). Montrer: rg
(

In B
0 C

)
= n+ rg (C).

b) Soient n, p ∈ N∗, R ∈ Mn,p(K), S ∈ Mp,n(K). Montrer :
p+ rg (In +RS) = n+ rg (Ip + SR).

1.19 Rang d’une matrice diagonale par blocs

a) Soient n, p ∈ N∗, A ∈ Mn(K), B ∈ Mp(K). Montrer : rg
(
A 0
0 B

)
= rg (A) + rg (B).

b) Soient n ∈ N∗, A,B ∈ Mn(K). Montrer que, si
(
A 0
0 A

)
et

(
B 0
0 B

)
sont équiva-

lentes, alors A et B sont équivalentes.
c) Soient n, p ∈ N∗, A,B ∈ Mn(K), U, V ∈ Mp(K). Montrer que, si A et B sont équiva-

lentes et si
(
A 0
0 U

)
et

(
B 0
0 V

)
sont équivalentes, alors U et V sont équivalentes.

13



Chapitre 1 – Algèbre linéaire

1.20 Déformation d’un endomorphisme, pour une image et un noyau imposés
Soient E un K-ev de dimension finie, f ∈ L(E), F un sev de E tel que dim (F ) � rg (f),
G un supplémentaire de F dans E.
Montrer qu’il existe (u, v) ∈

(
L(E)

)2 tel que :
Im (u ◦ f ◦ v) = F et Ker (u ◦ f ◦ v) = G.

1.21 Caractérisation de matrices inversibles par blocs

Soient M =

(
A B
C D

)
, où A ∈ GLn(K), B ∈ Mn,p(K), C ∈ Mp,n(K), D ∈ Mp(K).

Montrer que M est inversible si et seulement si D − CA−1B est inversible, et calculer
alors M−1 sous forme de matrice décomposée en blocs.

1.22 Étude des matrices X telles que AXB = 0

Soient m,n, p, q ∈ N∗, A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mp,q(K).

On note : E =
{
X ∈ Mn,p(K) ; AXB = 0

}
.

Montrer que E est un K-ev et déterminer sa dimension.

1.23 Factorisation d’une matrice carrée non inversible
Soient n ∈ N∗, A ∈ Mn(K) non inversible.
Montrer qu’il existe B,C ∈ Mn(K) telles que :

A = BC, B est inversible , C est nilpotente .

1.24 Étude de rang pour une matrice par blocs

Soient n, p ∈ N∗, M =

(
A B
C D

)

où A ∈ GLn(K), B ∈ Mn,p(K), C ∈ Mp,n(K), D ∈ Mp(K).
Montrer : rg (M) = n ⇐⇒ D = CA−1B.

À cet effet, on pourra utiliser le résultat de l’exercice 1.21.

1.25 Réunion de plusieurs sev
Soient K un corps commutatif infini, E un K-ev, p ∈ N∗, F1, ..., Fp des sev de E tels

que
p⋃

i=1

Fi = E. Démontrer qu’il existe i ∈ {1, ..., p} tel que Fi = E.

1.26 Projecteur associé à un sous-groupe fini de GL(E)

Soient E un K-ev de dimension finie, e = IdE , G un sous-groupe fini de GL(E),
n = Card (G). On note : p =

1

n

∑

g∈G

g.

a) Montrer : ∀h ∈ G, p ◦ h = p.

b) En déduire que p est un projecteur de E.

c) Établir :
⋂

g∈G

Ker (g − e) = Im (p).

d) Déduire : dim
( ⋂

g∈G

Ker (g − e)
)
=

1

n

∑

g∈G

tr (g).
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Du mal à démarrer ?

Du mal à démarrer ?
1.1 Il s’agit de montrer l’inclusion H ⊂ G.

Passer par les éléments.

1.2 Se rappeler que, dans un ev, une famille infinie est
dite libre si et seulement si toute sous-famille finie est
libre, et qu’une famille infinie est liée si et seulement
si elle n’est pas libre, c’est-à-dire si et seulement s’il
existe une sous-famille finie liée.
a) Pour montrer que (fa)a∈[0 ;+∞[ est libre, utiliser
l’unicité d’une décomposition en éléments simples.
b) Pour montrer que (fa)a∈R est liée, établir, par
exemple, que (f−1, f0, f1) est liée.

1.3 Dans les deux premiers exemples, il existe des ma-
trices A,B très simples convenant. Pour le troisième
exemple, si (A,B) convient, raisonner sur les rangs
et obtenir une contradiction.

1.4 1) Vérifier, pour tout i ∈ {1, ..., n} : Ei ∈ L(F,K).

2) Montrer que (Ei)1�i�n est libre, en exploitant,
pour j ∈ {1, ..., n} fixé, l’application fj : xi �−→ δij .

3) Conclure.

1.5 Prendre la trace.

1.6 a) Passer par les déterminants.

b) Noter M =

(
X Y
Z T

)
et résoudre un système de

quatre équations matricielles.

1.7 Se rappeler que dans un ev, une famille infinie est
dite libre si et seulement si toute sous-famille finie
est libre.
Remarquer que, pour tout a ∈ R, fa est de classe C2

sur R \ {a}, mais n’est pas de classe C2 sur R.

1.8 a) Récurrence sur n = dim (E).

Partant d’une base (P1, ..., Pn+1) telle que
deg (P1) � ... � deg (Pn+1), construire une
base (Q1, ..., Qn+1) telle que Qn+1 = Pn+1 et que :

∀i ∈ {1, ..., n}, deg (Qi) < deg (Pn+1),

puis utiliser l’hypothèse de récurrence.
b) Partant d’une base (P1, ..., Pn) telle que
deg (P1) < ... < deg (Pn), construire une base
(S1, ..., Sn) telle que Sn = Pn et que :

∀i ∈ {1, ..., n}, deg (Si) = deg (Pn).

1.9 Utiliser la matrice de p dans une base de E formée
d’une base de Im (p) suivie d’une base de Ker (p).

1.10 Utiliser l’exercice 1.9.

1.11 1) Montrer que, pour toute A ∈ Mn(K), l’applica-
tion ϕA : Mn(K) −→ K, X �−→ tr (AX) est élé-
ment de Mn(K)∗.

2) Montrer que θ est linéaire, injective (en utilisant
les matrices élémentaires), puis conclure.

1.12 Se rappeler le théorème du cours sur rang et trace
d’un projecteur en dimension finie, et montrer que,
si (α, β, γ) ∈ Z3 est tel que α + β

√
2 + γ

√
3 = 0,

alors α = β = γ = 0.

1.13 Utiliser le théorème du cours faisant intervenir la ma-
trice Jn,p,r.

1.14 a) 1) Se rappeler que le rang d’une matrice est égal
à la dimension du sev engendré par les colonnes de
cette matrice.
2) Appliquer 1) en transposant.
3) Combiner 1) et 2).
b) Utiliser a) et rg (M) = n.

1.15 1) � Montrer :
∀X ∈ Mp,1(K), ||AX||1 � ||A||� ||X||1.

� Considérer la matrice-colonne élémentaire Ej , où j

est tel que ||A||� =
n∑

i=1

|aij |.

2) � Montrer :
∀X ∈ Mp,1(K), ||AX||∞ � ||A||c ||X||∞.

� Considérer la matrice-colonne X =





ε1
...
εp



 , où :

εj =






|ai0j |

ai0j
si ai0j �= 0

1 si ai0j = 0,

i0 étant tel que ||A||c =

p∑

j=1

|ai0j |.

1.16 a) Attention : G va être un groupe pour la loi ◦, mais
G n’est pas nécessairement un sous-groupe de GL(E).

Montrer successivement le caractère interne de la
loi, l’existence d’un neutre, qui est le projecteur
sur F parallèlement à G, l’associativité, l’existence,
pour chaque élément, d’un symétrique, en utilisant
le théorème d’isomorphisme.
b) � Montrer que, pour tout f ∈ G, la matrice de f

dans B est de la forme
(
M 0
0 0

)
, où M ∈ GLp(K).
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

� Réciproquement, montrer que, pour toute matrice
A =

(
M 0
0 0

)
de H, où M ∈ GLp(K), l’endomor-

phisme f de E, représenté par A dans B, est élément
de G.

Construire ainsi deux applications θ et ϕ, réciproques
l’une de l’autre, et montrer que θ est un morphisme
du groupe (G, ◦) sur (H, ·). Conclure.

1.17 Soit H un hyperplan de Mn(K). Raisonner par l’ab-
surde : supposer H ∩ GLn(K) = ∅.

Montrer que H contient alors toutes les matrices nil-
potentes, en raisonnant par l’absurde.
Construire deux matrices nilpotentes dont la somme
est inversible.
Conclure.

1.18 a) Remarquer, par exemple :
(

In B
0 C

)(
In −B
0 Ip

)
=

(
In 0
0 C

)
.

b) Faire apparaître In+RS et Ip+SR dans des pro-
duits par blocs de matrices carrées d’ordre n+ p, et
utiliser le résultat de a).

1.19 a) Utiliser le théorème du cours faisant intervenir les
matrices J....

b) Utiliser le résultat de a).
c) Utiliser le résultat de a).

1.20 Il suffit de trouver un couple (u, v) ∈
(
L(E)

)2 tel
que u ◦ f ◦ v = p, où p est le projecteur sur F pa-
rallèlement à G. Utiliser le théorème du cours sur les
matrices J....

1.21 1re méthode : Recherche de l’inverse par résolution
d’un système :

En notant N =

(
X Y
Z T

)
, résoudre MN = In+p.

2e méthode : Utilisation d’une factorisation par
blocs :
Remarquer :
(

In 0
−CA−1 Ip

)(
A B
C D

)(
In −A−1B
0 Ip

)

=

(
A B
0 D − CA−1B

)
.

1.22 1) Montrer que E est un K-ev.

2) Utiliser le théorème du cours faisant intervenir les
matrices Jm,n,a et Jp,q,b, où a = rg (A), b = rg (B)
(et, pour la commodité, a � b). Utiliser des décom-
positions en neuf blocs.

1.23 Noter r = rg (A) < n et considérer une matrice
nilpotente simple Mr ∈ Mr+1(K) de rang r, et

Nr =

(
Mr 0
0 0

)
∈ Mn(K).

1.24 Remarquer :
(

In 0
CA−1

−Ip

)(
A B
C D

)(
In −A−1B
0 Ip

)

=

(
A 0
0 CA−1B −D

)
.

1.25 Récurrence sur p.

Si F1, ..., Fp+1 sont des sev de E tels que :
p+1⋃

i=1

Fi = E, Fp+1 �= E,

p⋃

i=1

Fi �= E,

considérer x, y ∈ E tels que x /∈ Fp+1 et y /∈

p⋃

i=1

Fi,

et envisager la droite affine passant par y et dirigée
par x.

1.26 a) Remarquer que, pour tout h ∈ G, l’application
g �−→ g ◦ h est une permutation de G, donc :

∑

g∈G

g ◦ h =
∑

g∈G

g.

b) Calculer p2 en utilisant a), pour l’un des deux
facteurs.
c) 1) Montrer que, pour tout x ∈

⋂

g∈G

Ker (g − e),

on a : p(x) = x.

2) Réciproquement, montrer que, pour
tout x ∈ Im (p), on a g(x) = (g ◦ p)(x), et que,
comme en a), g ◦ p = p.

d) Se rappeler le théorème sur rang et trace pour un
projecteur en dimension finie.
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Vrai ou Faux, les réponses

Vrai ou Faux, les réponses
1.1 C’est un résultat du cours. V F

1.2 C’est vrai pour n = 2, mais faux si n � 3.
Contre-exemple : dans le plan, trois droites vectorielles deux à deux distinctes.

V F

1.3 On a seulement l’inclusion : (E1 ∩ E2) + (E1 ∩ E3) ⊂ E1 ∩ (E2 + E3).

Contre-exemple : dans le plan, trois droites vectorielles deux à deux distinctes.
V F

1.4 On a seulement l’inclusion : E1 + (E2 ∩ E3) ⊂ (E1 + E2) ∩ (E1 + E3).

Contre-exemple : dans le plan, trois droites vectorielles deux à deux distinctes.
V F

1.5 Il est immédiat que E1 et E2 sont des sous-espaces vectoriels de E et que E1 ∩ E2 = {0},
où 0 est la fonction constante nulle, et tout élément f de E se décompose en f = g1+g2,

où : g1 : x �−→ f(x) + f(−x)

2
, g2 : x �−→ f(x)− f(−x)

2
, et (g1, g2) ∈ E1 × E2.

V F

1.6 Contre-exemple : E = R2, f de matrice
(
0 1
0 0

)
dans la base canonique B = (e1, e2)

de R2.
On a ici Ker (f) = R e1 et Im (f) = R e1, donc Ker (f) ∩ Im (f) = R e1 �= {0}.

V F

1.7 Contre-exemple : E = R2, f, g représentés respectivement dans la base canonique par

les matrices A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
1 0
0 0

)
.

V F

1.8 C’est un résultat du cours. V F

1.9 C’est un résultat du cours. V F

1.10 Contre-exemple : pour n � 2, A = B = In. V F
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Corrigés des exercices
1.1

Soit x ∈ H.
Alors, x ∈ H ⊂ F +H ⊂ F +G,
donc il existe f ∈ F, g ∈ G, tels que x = f + g.
On a : g ∈ G ⊂ H, x ∈ H,
donc, puisque H est un sev de E : f = x− g ∈ H.
Alors, f ∈ F et f ∈ H, donc f ∈ F ∩ H ⊂ F ∩ G ⊂ G,
d’où f ∈ G.
Enfin : x = f + g, f ∈ G, g ∈ G,
donc, puisque G est un sev de E, x ∈ G.
Ceci montre : H ⊂ G.
Finalement : G = H.

1.2

a) Soient n ∈ N∗, a1, ..., an ∈ ]0 ;+∞[ deux à deux distincts,

λ1, ..., λn ∈ R tels que :
n∑

k=1

λkfak = 0.

On a alors : ∀x ∈ [0 ;+∞[,
n∑

k=1

λk

x+ ak
= 0.

En réduisant au même dénominateur, on obtient une éga-
lité de fonctions polynomiales sur la partie infinie [0 ; +∞[
de R, donc une égalité de polynômes, puis, en revenant aux
fonctions rationnelles :

∀x ∈ R \ {a1, . . . , an},
n∑

k=1

λk

x+ ak
= 0.

En faisant tendre x vers −ak, on déduit :
∀k ∈ {1, ..., n}, λk = 0.

Ceci montre que la famille (fa)a∈ ]0 ;+∞[ est libre.
b) Remarquons, pour tout a ∈ R :

∀x ∈ R, fa(x) = ch (x− a) = ch a chx− sh a shx,

donc fa se décompose linéairement sur les deux applications
ch et sh.
Il en résulte que la famille (fa)a∈R, qui a une infinité d’élé-
ments (donc strictement plus de 2), est liée.
De façon explicite, pour tout x ∈ R :

(f−1 + f1)(x) = ch (x+ 1) + ch (x− 1)

= 2 ch 1 chx = (2 ch 1)f0(x),

donc : f−1 − 2 ch 1 f0 + f1 = 0,

ce qui montre que (fa)a∈R est liée.

1.3

1) Il est clair que A =




1 0
0 0
0 0



 , B =

(
1 0 0
0 0 0

)

conviennent.

2) Il est clair que A =
1

2




1 1
1 1
0 0



 , B =

(
1 1 1
1 1 1

)

conviennent.

3) S’il existe (A,B) convenant, on a alors :
3 = rg (C) = rg (AB) � rg (A) � 2,

contradiction.
Ceci montre qu’il n’existe par (A,B) convenant.

1.4
1) D’abord, pour tout i ∈ {1, ..., n}, Ei ∈ L(F,K), car Ei est
une application de F dans K et Ei est linéaire :

∀α ∈ K, ∀f, g ∈ F, Ei(αf + g) = (αf + g)(xi)

= αf(xi) + g(xi) = αEi(f) + Ei(g).

2) Soit (α1, ..., αn) ∈ Kn tel que :
n∑

i=1

αiEi = 0.

Soit j ∈ {1, ..., n} fixé. Considérons l’application

fj : X −→ K, xi �−→

{
1 si i = j

0 si i �= j.

On a : 0 =
n∑

i=1

αifj(xi) = αj .

Ceci montre que (E1, ...,En) est libre dans L(F,K).

3) Puisque X est fini et a n éléments, F = KX est de di-
mension finie égale à n, donc L(F,K) est aussi de dimension
finie et égale à n.
Comme, d’après 2), (E1, ...,En) est une famille libre de n élé-
ments de L(F,K), on conclut que c’est une base de L(F,K).

1.5
Supposons qu’il existe (A,B) ∈

(
Mn(C)

)2 tel que :
AB −BA = In.

On déduit, en prenant la trace : tr (AB −BA) = tr (In) = n.

Mais, d’après les propriétés de la trace :
tr (AB −BA) = tr (AB)− tr (BA) = 0,

d’où une contradiction.
On conclut : il n’existe pas (A,B) ∈

(
Mn(C)

)2 tel que
AB −BA = In.

1.6

a) Puisque det (M) = det
(
A B
0 C

)
= det (A)det (C), on a :

det (M) �= 0 ⇐⇒
(
det (A) �= 0 et det (C) �= 0

)
,

donc M est inversible si et seulement si A et C sont inver-
sibles.
b) On suppose A et C inversibles, donc, d’après a), M est
inversible.
Décomposons M−1 en blocs inconnus, de même que pour M :
M−1 =

(
X Y
Z T

)
. Alors :

MM−1 = In+p ⇐⇒

(
A B
0 C

)(
X Y
Z T

)
=

(
In 0
0 Ip

)
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⇐⇒






AX +BZ = In

AY +BT = 0

CZ = 0

CT = Ip

⇐⇒
C inversible






Z = 0

T = C−1

AX = In

AY = −BC−1

⇐⇒
A inversible






Z = 0

T = C−1

X = A−1

Y = −A−1BC−1.

On conclut : M−1 =

(
A−1

−A−1BC−1

0 C−1

)
.

1.7
Soient n ∈ N∗ et a1, ..., an ∈ R deux à deux distincts,

λ1, ..., λn ∈ R tel que :
n∑

k=1

λkfak = 0.

Soit i ∈ {1, ..., n}. Supposons λi �= 0. On a alors :

fai = −
1

λi

∑

1�k�n, k �=i

λkfak .

Remarquons que, pour tout a ∈ R, fa est de classe C2

sur R \ {a}, mais n’est pas de classe C2 sur R.
Alors, d’une part fai n’est de classe C2 sur aucun intervalle
ouvert contenant ai, et, d’autre part, d’après l’égalité précé-
dente, par opérations, fai est de classe C2 sur un intervalle
ouvert assez petit, contenant ai, contradiction.
Ceci montre : ∀i ∈ {1, ..., n}, λi = 0.

On conclut : la famille (fa)a∈R est libre.

1.8

a) Récurrence sur n = dim (E).

� La propriété est évidente pour n = 1.

� Supposons la propriété vraie pour n.

Soit E un sev de K[X], de dimension n+ 1. Alors, E admet
au moins une base B = (P1, ..., Pn+1). En réordonnant B, on
peut se ramener au cas où :

∀i ∈ {1, ..., n+ 1}, deg (Pi) � deg (Pn+1).

Considérons la famille C = (Q1, ..., Qn+1) définie
par Qn+1 = Pn+1 et, pour tout i ∈ {1, ..., n} :

Qi =





Pi si deg (Pi) < deg (Pn+1)

Pi − αiPn+1 si deg (Pi) = deg (Pn+1),

où αi est tel que deg (Pi − αiPn+1) < deg (Pn+1).

À cet effet, il suffit de prendre pour αi le quotient des termes
de plus haut degré de Pi et Pn+1.
Par construction, les polynômes Q1, ..., Qn+1 se décomposent
linéairement sur P1, ..., Pn+1.

Réciproquement, comme Pn+1 = Qn+1 et que, pour
tout i ∈ {1, ..., n}, Pi = Qi ou Pi = Qi + αiQn+1,
les polynômes P1, ..., Pn+1 se décomposent linéairement
sur Q1, ..., Qn+1.

Il en résulte : Vect (C) = Vect (B) = E.

Comme dim (E) = n+ 1 et que C engendre E et a n+ 1 élé-
ments, on conclut que C est une base de E.

Considérons F = Vect (Q1, ..., Qn), qui est un sev de dimen-
sion n de R[X]. D’après l’hypothèse de récurrence, F admet
au moins une base F = (R1, ..., Rn) formée de polynômes de
degrés deux à deux différents.
Notons G = (R1, ..., Rn, Pn+1).

Comme E = F ⊕ Pn+1K[X] et que F est une base de F, il
est clair que G est une base de E.

Enfin, comme : ∀i ∈ {1, ..., n}, Ri ∈ Vect (Q1, ..., Qn)

et que (Q1, ..., Qn) sont tous de degrés < deg (Pn+1), on a :
∀i ∈ {1, ..., n}, deg (Ri) < deg (Pn+1).

Finalement, G est une base de E formée de polynômes de
degrés deux à deux différents.
Ceci montre le résultat voulu, par récurrence sur n.

b) Notons n = dim (E). D’après a), E admet au moins une
base formée de polynômes de degrés deux à deux différents.
En réordonnant, E admet au moins une base B = (P1, ..., Pn)
telle que :

deg (P1) < ... < deg (Pn).

Notons, pour tout i ∈ {1, ..., n} : Si =





Pi + Pn si i < n

Pn si i = n.

Il est clair qu’alors : ∀i ∈ {1, ..., n}, deg (Si) = deg (Pn).

Par construction, les polynô mes S1, ..., Sn se décomposent
linéairement sur P1, ..., Pn.

Réciproquement, comme :

∀i ∈ {1, ..., n}, Pi =





Si − Sn si i < n

Sn si i = n,

P1, ..., Pn se décomposent linéairement sur S1, ..., Sn.

Comme dim (E) = n et que la famille C = (S1, ..., Sn) a n
éléments et engendre E, on conclut que C est une base de E.

Finalement, E admet au moins une base formée de poly-
nômes de degrés tous égaux.

1.9
Puisque p est un projecteur de E, on sait, d’après le cours,
que : E = Im (p)⊕ Ker (p).
Le sev Im (p) admet au moins une base B1 et le sev Ker (p)
admet au moins une base B2.
Alors, la famille B = B1 ∪ B2 est une base de E.

Puisque p est un projecteur, on a :
{
∀x ∈ Im (p), p(x) = x

∀x ∈ Ker (p), p(x) = 0,

donc, en notant r = dim Im (p) = rg (p), la matrice A de f

dans la base B de E est : A =

(
Ir 0
0 0

)
.

On a alors : tr (p) = tr (A) = r ·1+(n− r) ·0 = r = rg (p).

1.10
Pour tout i ∈ {1, ..., N}, comme E est de dimension finie et
que pi est un projecteur de E, on a d’après l’exercice 1.9 :
tr (pi) = rg (pi).
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

D’où : 0 = tr
( N∑

i=1

pi

)
=

N∑

i=1

tr (pi) =
N∑

i=1

rg (pi)︸ ︷︷ ︸
�0

.

Il en résulte : ∀i ∈ {1, ..., N}, rg (pi) = 0

et on conclut : ∀i ∈ {1, ..., N}, pi = 0.

1.11
1) Soit A ∈ Mn(K).

L’application ϕA : Mn(K) −→ K, X �−→ tr (AX)
est linéaire car :

∀α ∈ K, ∀X,Y ∈ Mn(K),

ϕA(αX + Y ) = tr
(
A(αX + Y )

)
= tr (αAX +AY )

= α tr (AX) + tr (AY ) = αϕA(X) + ϕA(Y ).

Ainsi : ϕA ∈ L
(
Mn(K),K

)
.

2) Considérons l’application θ : Mn(K) −→ L
(
Mn(K),K

)

définie par :

∀A ∈ Mn(K), ∀X ∈ Mn(K), θ(A)(X) = tr (AX).

Autrement dit, avec les notations de 1) ci-dessus :

∀A ∈ Mn(K), θ(A) = ϕA.

� Montrons que θ est linéaire. Soient α ∈ K, A,B ∈ Mn(K).

On a, pour toute X ∈ Mn(K) :

θ(αA+B)(X) = tr
(
(αA+B)X

)

= tr (αAX +BX) = α tr (AX) + tr (BX)

= αθ(A)(X) + θ(B)(X) =
(
αθ(A) + θ(B)

)
(X),

donc : θ(αA+B) = αθ(A) + θ(B),

ce qui montre la linéarité de θ.

� Montrons que θ est injective.
Soit A ∈ Ker (θ). On a θ(A) = 0, c’est-à-dire :

∀X ∈ Mn(K), tr (AX) = 0.

Notons A = (aij)ij . Soit (i, j) ∈ {1, ..., n}.

On a, en utilisant les matrices élémentaires :

0 = trAEij) = tr





a1i

(0)
... (0)

ani



 = aji,

car la colonne numéro i de A a été ainsi déplacée en colonne
numéro j.
On a donc : A = 0.

Ainsi, Ker (θ) = {0}, donc θ est injective.

� Puisque θ : Mn(K) −→ L
(
Mn(K),K

)
est linéaire, injec-

tive, et que Mn(K) et L
(
Mn(K),K

)
sont de dimensions

finies égales, on conclut que θ est un isomorphisme de K-ev.

1.12
Puisque A,B,C,M sont des matrices de projecteurs, leurs
traces sont égales à leurs rangs et sont des entiers naturels.
D’où :

tr (M) = tr (A+
√
2B +

√
3C)

= tr (A) +
√
2 tr (B) +

√
3 tr (C),

donc :
(

tr (A)− tr (M)
︸ ︷︷ ︸

noté α

)
+ tr (B)

︸ ︷︷ ︸
noté β

√
2 + tr (C)

︸ ︷︷ ︸
noté γ

√
3 = 0.

On a donc (α, β, γ) ∈ Z3 et α+ β
√
2 + γ

√
3 = 0.

Montrons : (α, β, γ) = (0, 0, 0).

On a en faisant passer γ
√
3 dans le second membre, puis en

élevant au carré : α2 + 2β2 + 2αβ
√
2 = 3γ2,

d’où, si αβ �= 0 :
√
2 =

3γ2
− α2

− 2β2

2αβ
∈ Q,

contradiction, car on sait que
√
2 est irrationnel.

Il en résulte : αβ = 0.

De même, on obtient : αγ = 0 et βγ = 0. Si α �= 0, il en
résulte β = 0 et γ = 0, puis α = 0, contradiction.
On a donc α = 0.

Comme βγ = 0, on a β = 0 ou γ = 0, puis β = 0 et γ = 0.

On conclut : α = 0, β = 0, γ = 0.

Ici : tr (B) = 0 et tr (C) = 0,

donc : rg (B) = tr (B) = 0 et rg (C) = tr (C) = 0,

et on conclut : B = 0 et C = 0.

1.13
D’après le cours, puisque r = rg (A),
il existe P ∈ GLn(K), Q ∈ GLp(K) telles que :

A = PJn,p,rQ, où : Jn,p,r =

(
Ir 0r,p−r

0n−r,r 0n−r,p−r

)
.

Il est clair que : Jn,p,r =

(
Ir

0n−r,r

)(
Ir 0r,p−r

)
,

d’où la décomposition de A en produit :

A = P

(
Ir

0n−r,r

)

︸ ︷︷ ︸
notée U

(
Ir 0r,p−r

)
Q

︸ ︷︷ ︸
notée V

,

et on a bien : U ∈ Mn,r(K), V ∈ Mr,p(K).

1.14

a) 1) En notant U1, ..., Up les colonnes de U , et V1, ..., Vq les
colonnes de V, on a :

Vect (U1, ..., Up, V1, ..., Vq)

= Vect (U1, ..., Up) + Vect (V1, ..., Vq),

donc :

dim Vect (U1, ..., Up, V1, ..., Vq)

� dim Vect (U1, ..., Up) + dim Vect (V1, ..., Vq),

c’est-à-dire : rg (M) � rg (U) + rg (V ).

2) On applique 1) en transposant :

rg (M) = rg
(
R
S

)
= rg

((R
S

)�)
= rg

(
R� S�)

� rg (R�) + rg (S�) = rg (R) + rg (S).

3) On combine les deux résultats précédents :

rg (M) = rg
(
A B
C D

)
� rg

(
A
C

)
+ rg

(
B
D

)

�
(
rg (A) + rg (C)

)
+

(
rg (B) + rg (D)

)
.
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b) D’après a) et puisque M est inversible, on a :
n = rg (M) � rg (A) + rg (B) + rg (C).

Comme B ∈ Mm,n−p(K) et C ∈ Mn−m,p(K),

on a, en particulier : rg (B) � n− p et rg (C) � n−m,

d’où : n � rg (A) + (n− p) + (n−m),

et on conclut : rg (A) � m+ p− n.

1.15

1) � On a, pour tout X =





x1

...
xp



 ∈ Mp,1(K) :

||AX||1 =

n∑

i=1

∣∣∣
p∑

j=1

aijxj

∣∣∣

�
n∑

i=1

p∑

j=1

|aij | |xj | =

p∑

j=1

( n∑

i=1

|aij |
)
|xj |

�
p∑

j=1

||A||� |xj | = ||A||�

p∑

j=1

|xj | = ||A||� ||X||1.

d’où : ∀X ∈ Mp,1(K) \ {0},
||AX||1

||X||1
� ||A||�.

� Puisque ||A||� = Max
1�j�p

( n∑

i=1

|aij |
)
, il existe un in-

dice j ∈ {1, ..., p} tel que : ||A||� =
n∑

i=1

|aij |.

Considérons la matrice-colonne X = Ej , dont tous les élé-
ments sont nuls, sauf celui situé à la ligne numéro j, et qui
est égal à 1.

On a : ||X||1 = 1 et AX =





a1j
...

anj



 ,

donc : ||AX||1 =

p∑

j=1

|aij | = ||A||�,

d’où : ||AX||1

||X1||
= ||A||�.

Autrement dit, le majorant ||A||� obtenu ci-dessus, est at-
teint.

On conclut : Sup
X∈Mp,1(K)\{0}

||AX||1

||X||1
= ||A||�.

2) � On a, pour tout X =





x1

...
xp



 ∈ Mp,1(K) :

||AX||∞ = Max
1�i�n

∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣

� Max
1�i�n

p∑

j=1

|aij | |xj | � Max
1�i�n

( p∑

j=1

|aij | ||X||∞
)

=
(

Max
1�i�n

p∑

j=1

|aij |
)
||X||∞ = ||A||c ||X||∞.

d’où : ∀X ∈ Mp,1(K) \ {0},
||AX||∞

||X||∞
� ||A||c.

� Puisque ||A||c = Max
1�i�n

( p∑

j=1

|aij |
)
, il existe un in-

dice i0 ∈ {1, ..., n} tel que : ||A||c =

p∑

j=1

|ai0j |.

Considérons la colonne X =





ε1
...
εp



 ∈ Mp,1(K) définie, pour

tout j ∈ {1, ..., p}, par : εj =






|ai0j |

ai0j
si ai0j �= 0

1 si ai0j = 0.

On a ||X||∞ = 1, car chaque terme de X est de module 1, et
donc aussi X �= 0.

On a : ||AX||∞ = Max
1�i�n

( p∑

j=1

|aijεj |
)
�

p∑

j=1

|ai0jεj |.

Mais, pour tout j ∈ {1, ..., p} : |ai0jεj | = |ai0j |,

comme on le voit en séparant les cas ai0j �= 0, ai0j = 0.

D’où : ||AX||∞ �
p∑

j=1

|ai0j | = ||A||c.

Ainsi, il existe X ∈ Mp,1(K) tel que : ||AX||∞

||X||∞
� ||A||c.

Autrement dit, compte tenu de l’inégalité obtenue au point
précédent, le majorant obtenu au point précédent est atteint.

On conclut : Sup
X∈Mp,1(K)\{0}

||AX||∞

||X||∞
= ||A||c.

1.16
a) 1) Caractère interne de la loi :

Montrons que la loi ◦ est interne dans G.

Soient f1, f2 ∈ G.

� ∗ On a : Im (f2 ◦ f1) ⊂ Im (f2) = F.

∗ Soit z ∈ F. On a : z ∈ F = Im (f2), donc il existe y ∈ E
tel que : z = f2(y). Puisque E = F⊕G, il existe u ∈ F, v ∈ G
tels que y = u+ v. On a alors :

z = f2(y) = f2(u+ v) = f2(u) + f2(v).

Mais u ∈ F = Im (f1), donc il existe x ∈ E tel que u = f1(x),
et, d’autre part, v ∈ G = Ker (f2), donc f2(v) = 0.

D’où : z = f2
(
f1(x)

)
= f2 ◦ f1(x) ∈ Im (f2 ◦ f1).

Ceci montre : F ⊂ Im (f2 ◦ f1).

On conclut : Im (f2 ◦ f1) = F.

� ∗ On a : Ker (f2 ◦ f1) ⊃ Ker (f1) = G.

∗ Soit x ∈ Ker (f2 ◦ f1); On a f2
(
f1(x)

)
= 0, donc :

f1(x) ∈ Im (f1) ∩ Ker (f2) = F ∩ G = {0},

d’où x ∈ Ker (f1) = G.
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

Ceci montre : Ker (f2 ◦ f1) ⊂ G.

On conclut : Ker (f2 ◦ f1) = G.

On a obtenu : f2 ◦ f1 ∈ G.

2) Neutre :

Considérons le projecteur p sur F parallèlement à G.
On a : p ∈ L(E), Im (p) = F, Ker (p) = G, donc : p ∈ G.

Soit f ∈ G.

� Comme : ∀x ∈ E, f(x) ∈ Im (f) = F,

on a : ∀x ∈ E, p
(
f(x)

)
= f(x),

ce qui montre : p ◦ f = f.

� On a : ∀x ∈ E, x− p(x) ∈ Ker (p) = G = Ker (f),
donc : ∀x ∈ E, f

(
x− p(x)

)
= 0,

c’est-à-dire : ∀x ∈ E, f(x) = f
(
p(x)

)
,

ce qui montre : f = f ◦ p.

Ainsi, p est neutre pour ◦ dans G.

3) Associativité :
Il est connu que la loi ◦ est associative.
4) Symétriques :
Soit f ∈ G. Puisque F est un supplémentaire de G = Ker (f)
dans E, d’après le théorème d’isomorphisme, l’application :

f ′ : F −→ Im (f) = F, x �−→ f(x)

est un isomorphisme de K-ev.
Considérons g : E −→ E, x �−→ f ′−1

(
p(x)

)
,

où p a été défini plus haut.
� Il est clair que g est linéaire.
On a : Im (g) = f ′−1

(
p(E)

)
= f ′−1(F ) = F.

On a, pour tout x ∈ E :

x ∈ Ker (g) ⇐⇒ g(x) = 0 ⇐⇒ f ′−1
(
p(x)

)
= 0

⇐⇒ p(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ G,

donc : Ker (g) = G.

Ceci montre : g ∈ G.

� On a, pour tout x ∈ E :
(f ◦ g)(x) = f

(
f ′−1

(
p(x)

))
= f ′(f ′−1

(
p(x)

))
= p(x),

donc : f ◦ g = p.

� Soit x ∈ E.
Comme f(x) ∈ Im (f) = F, on a : p

(
f(x)

)
= f(x), puis :

g
(
f(x)

)
= f ′−1

(
p
(
f(x)

))
= f ′−1

(
f(x)

)
.

Mais f = f ◦ p, donc :
f ′−1

(
f(x)

)
= f ′−1

(
f
(
p(x)

))
= f ′−1

(
f ′(p(x)

))
= p(x).

Ainsi : g ◦ f = p.

Ceci montre : g ◦ f = f ◦ g = p,

donc f admet g pour symétrique dans (G, ◦).

Finalement : (G, ◦) est un groupe.
b) � Pour tout f ∈ G, comme Im (f) = F et Ker (f) = G, la

matrice de f dans B est de la forme
(
M 0
0 0

)
, où M est la

matrice de l’endomorphisme f ′ induit par f sur F.

De plus : rg (M) = rg
(
M 0
0 0

)
= rg (f) = dim (F ) = p.

Il en résulte M ∈ GLp(K), donc
(
M 0
0 0

)
∈ H.

On peut donc considérer l’application
θ : G −→ H, f �−→ MatB(f).

� Réciproquement, considérons l’application ϕ qui, à une
matrice A de H, associe l’endomorphisme f de E tel
que MatB(f) = A.

Avec ces notations, puisque A =

(
M 0
0 0

)
= MatB(f) ,

où M ∈ GLp(K), on a :
Im (f) = F et Ker (f) = G,

donc : f ∈ G.

� Il est clair que θ et ϕ sont des applications réciproques l’une
de l’autre, donc sont bijectives.

� De plus, avec des notations évidentes :

∀f1, f2 ∈ G, θ(f2)θ(f1) =

(
M2 0
0 0

)(
M1 0
0 0

)

=

(
M2M1 0

0 0

)
= θ(f2 ◦ f1).

Ainsi, θ est un isomorphisme de (G, ◦) sur (H, ·).

� Comme (G, ◦) est un groupe, par transport de structure,
(H, ·) est un groupe.

Finalement, l’application θ : f �−→ MatB(f) est un isomor-
phisme du groupe (G, ◦) sur le groupe (H, ·).

1.17
Soit H un hyperplan de Mn(K). Raisonnons par l’absurde :
supposons : H ∩ GLn(K) = ∅.

1) Montrons que H contient toutes les matrices nilpotentes.
Soit N ∈ Mn(K), nilpotente.
Raisonnons par l’absurde : supposons N /∈ H.

D’après le cours, puisque N /∈ H et que H est un hyperplan
de Mn(K), on a : Mn(K) = H ⊕KN.

En particulier, il existe M ∈ H et α ∈ K tels que :
In = M + αN.

Alors : M = In − αN.

Puisque N est nilpotente, il existe k ∈ N∗ tel que Nk = 0
d’où :





(In − αN)
( k−1∑

p=0

(αN)p
)
= In − αkNk = In

( k−1∑

p=0

(αN)p
)
(In − αN) = In − αkNk = In,

d’où : In − αN ∈ GLn(K).

Ainsi : M ∈ H ∩ GLn(K), contradiction.
Ceci montre que H contient toutes les matrices nilpotentes.

2) Considérons les matrices suivantes de Mn(K) :
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N1 =





0 . . . . . . 0
...

. . . (0)
...

0 (0)
. . .

...
1 0 . . . 0




, N2 =





0 1 0 . . . 0

0
. . .

. . . (0)
...

...
. . .

. . . 0
... (0)

. . . 1
0 . . . . . . . . . 0





.

Il est clair que N1 et N2 sont nilpotentes.
D’après 1) : N1 ∈ H et N2 ∈ H, puis, comme H est un sev :
N1 +N2 ∈ H.

Mais : N1 +N2 =





0 1 0 . . . 0

0
. . .

. . . (0)
...

...
. . .

. . . 0

0 (0)
. . . 1

1 0 . . . . . . 0





,

qui est inversible, contradiction.
Ce raisonnement par l’absurde montre que tout hyperplan de
Mn(K) rencontre GLn(K).

1.18

a) On a, par exemple :
(

In B
0 C

)(
In −B
0 Ip

)
=

(
In 0
0 C

)
.

La matrice
(

In −B
0 Ip

)
est triangulaire, à éléments diago-

naux tous non nuls (car égaux à 1), donc cette matrice est
inversible, d’où, d’après le cours :

rg
(

In B
0 C

)
= rg

(
In 0
0 C

)
.

D’autre part, il est clair (par la méthode de Gauss, par

exemple) que rg
(

In 0
0 C

)
= n+ rg (C).

On conclut : rg
(

In B
0 C

)
= n+ rg (C).

b) On a, à l’aide de produits par blocs :
(

In R
−S Ip

)(
In 0
S Ip

)
=

(
In +RS R

0 Ip

)
,

(
In R
−S Ip

)(
In −R
0 Ip

)
=

(
In 0
−S Ip + SR

)
.

Les matrices carrées
(

In 0
S Ip

)
,

(
In −R
0 Ip

)
sont inver-

sibles (comme en 1)), donc, d’après le cours :

rg
(

In R
−S Ip

)
= rg

(
In +RS R

0 Ip

)
,

rg
(

In R
−S Ip

)
= rg

(
In 0
−S Ip + SR

)
.

D’après a) et le résultat analogue pour des matrices triangu-
laires inférieures par blocs (se démontrant comme en a), ou
par transposition à partir du résultat de a)), on a :

rg
(

In +RS R
0 Ip

)
= p+ rg (In +RS),

rg
(

In 0
−S Ip + SR

)
= n+ rg (Ip + SR).

On conclut : p+ rg (In +RS) = n+ rg (Ip + SR).

1.19

a) Notons a = rg (A), b = rg (B). D’après le cours, il existe
P,Q ∈ GLn(K), R,S ∈ GLp(K) telles que :

A = PJn,aQ, B = RJp,bS,

où Jn,a =

(
Ia 0
0 0

)
∈ Mn(K), Jp,b =

(
Ib 0
0 0

)
∈ Mp(K).

On a alors, en faisant des produits de matrices diagonales
par blocs :
(
A 0
0 B

)
=

(
PJn,aQ 0

0 RJp,bS

)

=

(
P 0
0 R

)(
Jn,a 0
0 Jp,b

)(
Q 0
0 S

)
.

Il est clair que
(
P 0
0 R

)
et

(
Q 0
0 S

)
sont inversibles.

On a donc :

rg
(
A 0
0 B

)
= rg

(
Jn,a 0
0 Jp,b

)
= rg (A) + rg (B).

b) On suppose que les matrices
(
A 0
0 A

)
et

(
B 0
0 B

)
sont

équivalentes. D’après a), on a alors : 2 rg (A) = 2 rg (B), donc
rg (A) = rg (B), et on conclut que les matrices A et B sont
équivalentes.

c) On suppose que A et B sont équivalentes et que
(
A 0
0 U

)

et
(
B 0
0 V

)
sont équivalentes. On a alors rg (A) = rg (B),

et, d’après a) ; rg (A) + rg (U) = rg (B) + rg (V ).

Il s’ensuit : rg (U) = rg (V ), donc les matrices U et V sont
équivalentes.

1.20

Il suffit de trouver un couple (u, v) ∈ L(E)
)2 tel que :

u ◦ f ◦ v = p,
où p est le projecteur sur F parallèlement à G.

Notons r = rg (f), d = dim (F ) = rg (p).

Le K-ev E, de dimension finie, admet au moins une base B.
Notons A,P1 les matrices respectives de f, p dans B.

D’après le cours, il existe P,Q, R, S ∈ GLn(K) telles que :
A = PJrQ et P1 = RJdS,

où Jr =

(
Ir 0
0 0

)
∈ Mn(K), Jd =

(
Id 0
0 0

)
∈ Mn(K).

Soient (u, v) ∈
(
L(E)

)2 quelconque.
Notons U, V les matrices respectives de u, v dans B.

On a :

u ◦ f ◦ v = p ⇐⇒ UAV = P1 ⇐⇒ UPJrQV = RJdS

⇐⇒ (R−1UP )Jr(QV S−1) = Jd.

Choisissons : U = RJrP−1 et V = Q−1JdS.

On a alors : (R−1UP )Jr(QV S−1) = JrJrJd = Jd, car d � r.

Ainsi, il existe (u, v) ∈
(
L(E)

)2 convenant.
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

1.21
1re méthode : Recherche de l’inverse par résolution d’un sys-
tème :
Cherchons l’éventuel inverse de M sous forme de matrice dé-
composée en blocs, dans le même format que pour M. Soit
N =

(
X Y
Z T

)
. On a :

MN = In+p ⇐⇒

(
A B
C D

)(
X Y
Z T

)
=

(
In 0
0 Ip

)

⇐⇒






AX +BZ = In (1)

AY +BT = 0 (2)

CX +DZ = 0 (3)

CY +DT = Ip (4).

Les équations (1) et (3) ont pour inconnues X et Z,
les équations (2) et (4) ont pour inconnues Y et T.

Puisque A est inversible :
{
(2)

(4)
⇐⇒

{
Y = −A−1BT

(D − CA−1B)T = Ip (5).

Si D−CA−1B n’est pas inversible, l’équation (5) n’a pas de
solution (en T ), donc M n’est pas inversible.
Supposons D − CA−1B inversible.

Alors :





(2)

(4)
⇐⇒





Y = −A−1B(D − CA−1B)−1

T = (D − CA−1B)−1.

D’autre part, puisque A est inversible :




(1)

(3)
⇐⇒





X +A−1BZ = A−1

CX +DZ = 0

⇐⇒





X +A−1BZ = A−1

(D − CA−1B)Z = −CA−1 [L2 ←− L2 − CL1]

⇐⇒





Z = −(D − CA−1B)−1CA−1

X = A−1 +A−1B(D − CA−1B)−1CA−1.

On conclut que la matrice carrée M est inversible si et seule-
ment si D − CA−1B est inversible et que, dans ce cas, en
notant E = (D − CA−1B)−1, on a :

M−1 =

(
A−1 +A−1BECA−1

−A−1BE
−ECA−1 E

)
.

2e méthode : Utilisation d’une factorisation par blocs :
On remarque (cf. aussi l’exercice 1.24) :

(
In 0

−CA−1 Ip

)
M

︷ ︸︸ ︷(
A B
C D

)(
In −A−1B
0 Ip

)

=

(
A 0
0 D − CA−1B

)
.

Les deux matrices autour de M sont triangulaires et à termes
diagonaux tous non nuls (car égaux à 1), donc ces deux ma-
trices sont inversibles. Il en résulte que M est inversible si et
seulement si

(
A 0
0 D − CA−1B

)
est inversible, ce qui re-

vient, puisque A est supposée inversible, à ce que D−CA−1B
soit inversible.

On a alors, en notant E = (D−CA−1B pour la commodité :

M =

(
In 0

−CA−1 Ip

)−1(
A 0
0 E−1

)(
In −A−1B
0 Ip

)−1

donc :

M−1 =

(
In −A−1B
0 Ip

)(
A−1 0
0 E

)(
In 0

−CA−1 Ip

)

=

(
A−1 +A−1BECA−1

−A−1BE
−ECA−1 E

)
.

1.22
1) � On a E ⊂ Mn,p(K) et 0 ∈ E.

� On a, pour tout α ∈ K et tous X,Y ∈ E :
A(αX + Y )B = α AXB︸ ︷︷ ︸

=0

+AY B︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

donc αX + Y ∈ E.

On conclut : E est un K-ev.

2) D’après le cours, il existe des matrices P,Q ∈ GLn(K),
R,S ∈ GLp(K) telles que :

A = PJm,n,aQ et B = RJp,q,bS,

où on a noté : a = rg (A), b = rg (B),

Jm,n,a =

(
Ia 0
0 0

)
∈ Mm,n(K),

Jp,q,b =

(
Ib 0
0 0

)
∈ Mp,q(K).

On peut supposer, par exemple a � b, et décomposer en neuf
blocs :

Jm,n,a =




Ia 0 0
0 0 0
0 0 0



 , Jp,q,b =




Ia 0 0
0 Ib−a 0
0 0 0



 .

Soit X ∈ Mn,p(K), quelconque. On a :

X ∈ E ⇐⇒ AXB = 0 ⇐⇒ Jm,n,aQ)X(RJp,q,bS) = 0

⇐⇒ Jm,n,a(QXR)Jp,q,b = 0.

Décomposons QXR en blocs : QXR =




U1 V1 W1

U2 V2 W2

U3 V3 W3



 .

On obtient, par produit par blocs de trois matrices :

Jm,n,a(QXR)Jp,q,b =




U1 V1 0
0 0 0
0 0 0



 .

Donc : X ∈ E ⇐⇒
(
U1 = 0 et V1 = 0

)
.

Ainsi, l’application X �−→ QXR est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels de E sur le K-ev des matrices décomposées
en neuf blocs et telles que les deux premiers blocs soient nuls.

Il en résulte : dim (E) = np− ab.

Le résultat est identique lorsque a � b.

On conclut : dim (E) = np− rg (A) rg (B).
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Corrigés des exercices

1.23
Notons r = rg (A) < n et :

Mr =





0 1 0 . . . . . . 0
...

. . .
. . .

. . . (0)
...

...
. . .

. . .
. . .

...
... (0)

. . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . 0 1





∈ Mr+1(K),

Nr =

(
Mr 0
0 0

)
∈ Mn(K).

Il est clair que Mr est nilpotente, donc Nr est nilpotente.
Comme rg (A) = r = rg (Nr), il existe P,Q ∈ GLn(K) telles
que : A = PNrQ. On a alors : A = ( PQ

︸︷︷︸
notée B

)(Q−1NrQ︸ ︷︷ ︸
notée C

).

Alors, B,C sont dans Mn(K), B est inversible car P et Q le
sont, et C est nilpotente, car :

Cr+1 = (Q−1NrQ)r+1 = Q−1Nr+1
r Q = Q−10Q = 0.

Le couple (B,C) convient.

1.24
On a l’égalité suivante, par produit par blocs :
(

In 0
CA−1

−Ip

)(
A B
C D

)(
In −A−1B
0 Ip

)

=

(
A 0
0 CA−1B −D

)
.

Les matrices
(

In 0
CA−1

−Ip

)
et

(
In −A−1B
0 Ip

)

sont triangulaires, à termes diagonaux tous non nuls (car
égaux à 1), donc ces deux matrices sont inversibles.
Il en résulte, d’après le cours :

rg
(
A B
C D

)
= rg

(
A 0
0 CA−1B −D

)
.

D’après l’exercice 1.19 :

rg
(
A 0
0 CA−1B −D

)
= rg (A) + rg (CA−1B −D)

= n+ rg (CA−1B −D).

D’où :

rg (M) = n ⇐⇒ n = n+ rg (CA−1B −D)

⇐⇒ rg (CA−1B −D) = 0

⇐⇒ CA−1B −D = 0 ⇐⇒ D = CA−1B.

1.25
Récurrence sur p.

� La propriété est évidente pour p = 1.

� Supposons-la vraie pour un p ∈ N∗. Soient F1, ..., Fp+1 des

sev de E tels que
p+1⋃

i=1

Fi = E. Si Fp+1 = E, alors le résultat

voulu est acquis.

Supposons donc Fp+1 �= E. Il existe alors x ∈ E tel

que x /∈ Fp+1. Comme E =

p+1⋃

i=1

Fi, on a alors x ∈

p⋃

i=1

Fi.

Si
p⋃

i=1

Fi = E, alors, d’après l’hypothèse de récurrence, il

existe i ∈ {1, ..., p} tel que Fi = E, donc, a fortiori, il
existe i ∈ {1, ..., p+ 1} tel que Fi = E, d’où le résultat voulu.

Supposons donc
p⋃

i=1

Fi �= E.

Il existe alors y ∈ E tel que y /∈

p⋃

i=1

Fi, c’est-à-dire :

∀i ∈ {1, ..., p}, y /∈ Fi.

L’idée consiste maintenant à remarquer que la droite affine
passant par y et dirigée par x ne rencontre les Fi qu’en un
nombre fini de points.
Puisque K est infini, il existe λ1, ..., λp+2 ∈ K deux à deux
distincts. Les p+ 2 vecteurs y + λkx, pour k ∈ {1, ..., p+ 2}

sont dans E =

p+1⋃

i=1

Fi. Il existe donc i ∈ {1, ..., p + 1}

et k, � ∈ {1, ..., p+ 2} distincts, tels que :
y + λkx ∈ Fi et y + λ�x ∈ Fi.

Comme y =
1

λ� − λk

(
λ�(y + λkx)− λk(y + λ�x)

)
∈ Fi,

on a nécessairement i /∈ {1, ..., p}, donc i = p+ 1.

Comme x =
1

λk − λ�

(
y + λkx)− (y + λ�x)

)
∈ Fi,

on a nécessairement i �= p+ 1.

On aboutit à une contradiction.
Ceci montre : ∃ i ∈ {1, ..., p+ 1}, Fi = E,

et établit le résultat voulu, par récurrence sur p.

1.26

a) On a, pour tout h ∈ G :

p ◦ h =
1

n

( ∑

g∈G

g
)
◦ h =

1

n

∑

g∈G

g ◦ h =
1

n

∑

k∈G

k = p,

car l’application g �−→ g ◦ h est une permutation de G.

b) On déduit :

p2 = p ◦

( 1

n

∑

g∈G

g
)
=

1

n

∑

g∈G

p ◦ g =
1

n

∑

g∈G

p =
1

n
np = p,

donc p est un projecteur de E.

c) 1) Soit x ∈

⋂

g∈G

Ker (g − e).

On a alors : ∀g ∈ G, (g − e)(x) = 0,

c’est-à-dire : ∀g ∈ G, g(x) = x,

d’où : p(x) =
1

n

∑

g∈G

g(x) =
1

n

∑

g∈G

x =
1

n
nx = x,

et donc : x ∈ Im (p).

Ceci montre :
⋂

g∈G

Ker (g − e) ⊂ Im (p).
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Chapitre 1 – Algèbre linéaire

2) Réciproquement, soit x ∈ Im (p).

Puisque p est un projecteur, on a alors : p(x) = x.

D’où : ∀g ∈ G, g(x) = g
(
p(x)

)
= g ◦ p(x).

Mais, comme en a) (de l’autre côté), on a :
∀g ∈ G, g ◦ p = p.

D’où : ∀g ∈ G, g(x) = p(x) = x,

et donc : ∀g ∈ G, x ∈ Ker (g − e).

Ceci montre : ∀g ∈ G, Im (p) ⊂ Ker (g − e),

et donc : Im (p) ⊂
⋂

g∈G

Ker (g − e).

On conclut à l’égalité : Im (p) =
⋂

g∈G

Ker (g − e).

d) D’après c) et puisque p est un projecteur en dimension
finie :

dim
( ⋂

g∈G

Ker (g − e)
)
= dim Im (p) = rg (p)

= tr (p) = tr
( 1

n

∑

g∈G

g
)
=

1

n

∑

g∈G

tr (g).

Remarque : Il en résulte que
∑

g∈G

tr (g) est un entier naturel

multiple de n.
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Chapitre 2 – Déterminants

Les méthodes à retenir
Pour calculer un déter-
minant d’ordre trois ou
quatre

• Essayer de faire apparaître des 0 par des opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rapport
à une rangée ne contenant qu’un terme non nul, si possible.

• Factoriser le plus possible au fur et à mesure des calculs.
➟ Exercice 2.1

Méthode

Pour (a, b, c) ∈ K3, calculer le détermi-
nant

D =

∣∣∣∣∣∣

1 b+ c b2 + c2

1 c+ a c2 + a2

1 a+ b a2 + b2

∣∣∣∣∣∣
.

1re méthode : combinaison linéaire de rangées puis développement :

On a, par L2 ←− L2 − L1, L3 ←− L3 − L1 :

D =

∣∣∣∣∣∣

1 b+ c b2 + c2

0 a− b a2 − b2

0 a− c a2 − c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
a− b a2 − b2

a− c a2 − c2

∣∣∣∣

= (a− b)(a− c)

∣∣∣∣
1 a+ b
1 a+ c

∣∣∣∣ = (a− b)(a− c)(c− b).

2e méthode : intervention d’un déterminant de Vandermonde :
En notant s1 = a+ b+ c, s2 = a2 + b2 + c2, puis en effectuant
C2 ←− C2 − s1C1, C3 − s2C1, on a :

D =

∣∣∣∣∣∣

1 s1 − a s2 − a2

1 s1 − b s2 − b2

1 s1 − c s2 − c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −a −a2

1 −b −b2

1 −c −c2

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b).

Exemple

Pour (a, b, c, d) ∈ K4, calculer le déter-
minant :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a b c
1 a b d
1 a c d
1 b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On a, par Li ←− Li − L1 pour i = 2, 3, 4 :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a b c
0 0 0 d− c
0 0 c− b 0
0 b− a 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 0 d− c
0 c− b 0

b− a 0 0

∣∣∣∣∣∣

= (b− a)

∣∣∣∣
0 d− c

c− b 0

∣∣∣∣ = −(b− a)(c− b)(d− c).

Exemple

Pour calculer un déter-
minant d’ordre n

• Essayer de faire apparaître des 0 par des opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rapport
à une rangée ne contenant qu’un terme non nul, si possible, ou
pour se ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.

Méthode
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• Factoriser le plus possible au fur et à mesure des calculs.
• Essayer, dans certains cas, de voir si une colonne est combinai-

son linéaire des autres colonnes, ou si une ligne est combinaison
linéaire des autres lignes, auquel cas le déterminant est nul.

• Essayer de faire apparaître des 0 par opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour ensuite, en développant, faire
apparaître une relation de récurrence, souvent d’ordre un ou
d’ordre deux, et enfin calculer le terme général de la suite ainsi
considérée.

• Le cas particulier des matrices tridiagonales à coefficients
constants est important.

• Utiliser la multilinéarité et l’alternance du déterminant, lorsque
les colonnes (ou les lignes) se décomposent linéairement sur des
colonnes (ou des lignes) particulières.

➟ Exercice 2.1

Calculer, pour n ∈ N∗ :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
1 0 . . . 0
...

... (0)
...

1 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

.

Si n � 3, on a C2 = C3, donc Dn = 0.

Et, pour n � 2 : D1 = 1, D2 =

∣∣∣∣
1 1
1 0

∣∣∣∣ = −1.

Exemple

Pour n ∈ N∗, calculer :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣

1 (1)

. . .
(0) n

∣∣∣∣∣∣∣
.

Il s’agit du déterminant d’une matrice triangulaire supérieure, donc,
d’après le cours, il est égal au produit des termes diagonaux :

Dn = 1 · 2 · · ·n = n! .

Exemple

Pour n ∈ N∗, calculer le déterminant
Dn de la matrice dont tous les termes
sont nuls, sauf ceux de l’antidiagonale
qui sont égaux à 1.

En développant par rapport à la dernière colonne, de manière itérée,
on a :

Dn = (−1)n+1Dn−1 = (−1)n+1(−1)nDn−2 = ...

= (−1)n+1(−1)n · · · (−1)3D1 = (−1)n+1(−1)n · · · (−1)31

= (−1)3+···+(n+1) = (−1)
(n+1)(n+2)

2
−3

= (−1)
n2+3n−4

2 = (−1)
(n−1)(n+4)

2 .

Exemple
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Calculer, pour n ∈ N∗ et a ∈ K :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 1 . . . 1 1

1 a
. . . (1) 1

...
. . .

. . .
. . .

...

1 (1)
. . . a 1

1 1 . . . 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

.

On a :

D =
C1←−C1+C2+···+Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ n− 1 1 . . . 1 1

a+ n− 1 a
. . . (1) 1

...
. . .

. . .
. . .

...

a+ n− 1 (1)
. . . a 1

a+ n− 1 1 . . . 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

=
Li←−Li−L1, i=2,...,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ n− 1 1 1 . . . 1
0 a− 1 0 . . . 0
... 0

. . .
. . .

...

0 (0)
. . .

. . . 0
0 0 . . . 0 a− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

= (a+ n− 1)(a− 1)n−1.

Exemple

Soient n ∈ N \ {0, 1}, a ∈ C∗. On note :

A =
(
aMin (i,j)

)
1�i,j�n

∈ Mn(C).

Calculer det (A).

On a : On a :

det (A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a . . . a
a a2 a2 . . . a2

a a2 a3 . . . a3

...
...

...
...

a a2 a3 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

=
Li←−Li−Li−1,

i=n,...,2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a . . . a
0 a2 − a a2 − a . . . a2 − a
0 0 a3 − a2 . . . a3 − a2

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . an − an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

= a(a2 − a)(a3 − a2) · · · (an − an−1)

= a
[
a(a− 1)

][
a2(a− 1)

]
· · ·

[
an−1(a− 1)

]

= a1+(1+···+(n−1))(a− 1)n−1

= a1+
(n−1)n

2 (a− 1)n−1 = a
n2−n+2

2 (a− 1)n−1.

Exemple

Soient n ∈ N∗, a, b, c ∈ K. On note :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 . . . 0

c a
. . . (0)

...

0
. . .

. . .
. . . 0

... (0)
. . . a b

0 . . . 0 c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

.

Former une relation de récurrence expri-
mant Dn+2 en fonction de Dn+1 et Dn.

On a, par développement par rapport à la première ligne, puis par
développement par rapport à la première colonne :

Dn+2 = aDn+1−b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c b 0 . . . . . . 0

0 a b (0)
...

0 c a
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

... (0)
. . . a b

0 . . . . . . . . . c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n+1]

= aDn+1−bcDn.

Exemple
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Les méthodes à retenir

Pour calculer le détermi-
nant d’une matrice car-
rée A non donnée par ses
éléments

Essayer d’amener une équation polynomiale satisfaite par A.

Méthode

Soient n ∈ N∗, A ∈ Mn(R) telle que
A2 = A− In. Calculer det (A).

On a : A2
−A+ In = 0,

d’où : A3 + In = (A+ In)(A2
−A+ In) = 0,

donc : A3 = −In.
On déduit :

(
det (A)

)3
= det (A3) = det (−In) = (−1)n = (−1)3n.

Comme l’application R −→ R, x �−→ x3 est injective, on conclut :
det (A) = −1.

Exemple

Pour étudier le détermi-
nant d’une matrice car-
rée décomposée en blocs

Essayer de faire intervenir une matrice triangulaire par blocs et utiliser

la formule du cours : det
(
A B
0 C

)
= det (A) det (C)

pour des matrices carrées A et C.
➟ Exercice 2.10

Méthode

Soient A ∈ GLn(K), B, C, D ∈

Mn(K) telles que AB = BA. Montrer :

det
(
A B
C D

)
= det (DA−BC).

On a, par produit par blocs :
(
A B
C D

)(
In −B
0 A

)
=

(
A 0
C DA−BC

)
,

d’où, en passant aux déterminants :

det
(
A B
C D

)
det

(
In −B
0 A

)
= det

(
A 0
C DA−BC

)
.

D’après le résultat du cours sur le déterminant d’une matrice triangu-
laire par blocs, on a :

det
(

In −B
0 A

)
= det (In) det (A) = det (A)

det
(
A 0
C DA−BC

)
= det (A) det (DA−BC).

Comme A est inversible, on a det (A) �= 0, en simplifiant par det (A),

on conclut : det
(
A B
C D

)
= det (DA−BC).

Exemple
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Chapitre 2 – Déterminants

Pour calculer le déter-
minant d’un endomor-
phisme d’un ev E de di-
mension finie

Se ramener au déterminant d’une matrice carrée, en considérant la
matrice de f dans une base convenable de E.

➟ Exercice 2.3

Méthode

Soit n ∈ N∗. calculer le déterminant de
l’endomorphisme

f : Rn[X] −→ Rn[X], P �−→ XP ′ + P.

D’abord, il est clair que f est bien une application de Rn[X] dans Rn[X]
et que f est linéaire, donc f est un endomorphisme de Rn[X].
On a : ∀k ∈ {0, ..., n}, f(Xk) = XkXk−1 + Xk = (k + 1)Xk,

donc la matrice A de f dans la base canonique (1, X, ..., Xn) de Rn[X]
est : A = diag (1, 2, ..., n+ 1).

Puisque A est diagonale, on a :
det (A) = 1 · 2 · · · (n+ 1) = (n+ 1)!

et on conclut : det (A) = (n+ 1)! .

Exemple
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Vrai ou Faux ?

Vrai ou Faux ?
2.1 On a, pour tous α ∈ K et toute A ∈ Mn(K) : det (αA) = α det (A). V F

2.2 Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det (A) �= 0, et on a alors :
det (A−1) =

1

det (A)
.

V F

2.3 Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments de sa diagonale. V F

2.4 Si une matrice B est obtenue à partir d’une matrice carrée A en permutant, d’une façon
quelconque, les colonnes de A, alors : det (B) = −det (A).

V F

2.5 Le déterminant d’une matrice carrée antisymétrique d’ordre impair est nul. V F

2.6 Un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace une colonne par une combinaison li-
néaire de toutes les colonnes.

V F

2.7 Un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace simultanément chaque colonne par celle-
ci plus une combinaison linéaire des autres colonnes.

V F

2.8 Un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace simultanément chaque colonne par celle-
ci plus une combinaison linéaire des colonnes suivantes.

V F

2.9 On a, pour tout endomorphisme f d’un K-ev E de dimension finie :
f ∈ GL(E) ⇐⇒ det (f) �= 0.

V F

2.10 On a, pour tout endomorphisme f d’un K-ev E et tout automorphisme h de E :
det (h ◦ f ◦ h−1) = det (f).

V F
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Chapitre 2 – Déterminants

Énoncés des exercices
2.1 Exemples de calculs de déterminants d’ordre trois

Calculer les déterminants d’ordre trois suivants, en exprimant le résultat sous forme fac-
torisée, pour (a, b, c) ∈ K3 :

a)

∣∣∣∣∣∣

a b ab
a c ac
b c bc

∣∣∣∣∣∣

b)

∣∣∣∣∣∣

1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣

c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣

d)

∣∣∣∣∣∣

2a a− b− c 2a
b− c− a 2b 2b

2c 2c c− a− b

∣∣∣∣∣∣
.

2.2 Exemples de calculs de déterminants d’ordre quatre

Calculer les déterminants d’ordre quatre suivants, en exprimant le résultat sous forme
factorisée, pour a, b, c, d, x ∈ K :

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c b
b a b c
c b a b
b c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 b+ c+ d
1 b b3 c+ d+ a
1 c c4 d+ a+ b
1 d d5 a+ b+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣

c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

(1 + x)2 (2 + x)2 (3 + x)2 (4 + x)2

22 32 42 52

32 42 52 62

42 52 62 72

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.3 Déterminant de l’endomorphisme de transposition sur Mn(R)

Soit n ∈ N∗. On note : f : Mn(R) −→ Mn(R), M �−→ f(M) = M�.

a) Vérifier : f ∈ L
(
Mn(R)

)
.

b) Calculer rg (f), tr (f), det (f).

2.4 Exemples de calculs de déterminants d’ordre n

Calculer les déterminants suivants, pour n ∈ N∗, a1, ..., an, x, a, b ∈ K :

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
...

...
...

. . .
...

n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]
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Énoncés des exercices

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an
a1 a1 + a2 − x a3 . . . an
a1 a2 a2 + a3 − x . . . an
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 . . . an−1 + an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

c) det
(
aMax (i,j)

)
1�i,j�n

d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 a1 a1 . . . a1
a2 x+ a2 a2 . . . a2
a3 a3 x+ a3 . . . a3
...

...
...

. . .
...

an an an . . . x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

e) det
(
(ij + i+ j)1�i,j�n

)

f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 . . . 0

a b
. . . (0)

...

a2 ab
. . . . . . 0

...
... b −1

an an−1b . . . ab b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n+1]

g)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a2 a 0 . . . 0

a 1 + a2
. . . (0)

...

0
. . . . . . . . . 0

... (0)
. . . 1 + a2 a

0 . . . 0 a 1 + a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

.

2.5 Déterminant d’une matrice obtenue par des changements de signes

Soient n ∈ N∗, A = (aij)ij ∈ Mn(K). On note B =
(
(−1)i+jaij

)
ij
∈ Mn(K).

Montrer : det (B) = det (A).

2.6 Égalité de déterminants à partir d’autres égalités de déterminants

Soient A,B,C ∈ M3(R) telles que :
det (B) = det (C) et det (A+ iB) = det (A+ iC).

Montrer : det (A+B) = det (A+ C).

2.7 Exemple de calcul d’un déterminant d’ordre n

Calculer le déterminant d’ordre n suivant, pour a1, ..., an, x ∈ K fixés :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 + x a1a2 . . . a1an
a2a1 a22 + x . . . a2an

...
...

. . .
...

ana1 ana2 . . . a2n + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

.
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Chapitre 2 – Déterminants

2.8 Déterminant d’une matrice à termes entiers, parité
Soient n ∈ N∗, A = (aij)ij ∈ Mn(R) telle que :





∀i ∈ {1, ..., n}, aii ∈ 2Z

∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2,
(
i �= j =⇒ aij ∈ 2Z+ 1

)
.

a) Montrer : n+ det (A) ∈ 2Z+ 1.

b) En déduire que, si n est pair, alors A est inversible.

2.9 Signe du déterminant d’un polynôme particulier de matrices carrées
Soient n ∈ N∗, A,B ∈ Mn(R) telles que AB = BA, (p, q) ∈ R2 tel que p2 − 4q � 0.

Montrer : det (A2 + pAB + qB2) � 0.

2.10 Déterminant dans le contexte des déterminants de Vandermonde
Calculer, pour n ∈ N \ {0, 1} et x1, ..., xn ∈ K le déterminant :

D =

∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 . . . xn−2
1 x2 · · ·xn

...
...

...
...

1 xn . . . xn−2
n x1 · · ·xn−1

∣∣∣∣∣∣∣
[n]

.

2.11 Égalité de produits de déterminants, intervention de blocs

Soient n ∈ N∗, A,B,C,D ∈ Mn(K) telles que A et M =

(
A B
C D

)
soient inversibles.

On note M−1 =

(
P Q
R S

)
.

a) Montrer : M =

(
A 0
0 In

)(
In 0
C In

)(
In A−1B
0 D − CA−1B

)
.

b) En déduire : det (S) �= 0 et det (M) det (S) = det (A).

2.12 Déterminant par blocs, nombres complexes

Soient n ∈ N∗, A,B ∈ Mn(R), M =

(
A iB
iB A

)
. Montrer : det (M) ∈ R+.

2.13 Étude d’un déterminant de déterminants

Soient n ∈ N∗, A,B,C,D ∈ Mn(K), M =

(
A B
C D

)
∈ M2n(K).

On suppose : rg (M) � n. Montrer :
∣∣∣∣
det (A) det (B)
det (C) det (D)

∣∣∣∣ = 0.

2.14 Il n’y a pas de formule simple pour det (A+M)

Soit n ∈ N tel que n � 2. Trouver toutes les matrices A ∈ Mn(C) telles qu’il existe une
application f : C −→ C telle que :

∀M ∈ Mn(C), det (A+M) = f
(
det (M)

)
.
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Du mal à démarrer ?

Du mal à démarrer ?
2.1 Essayer de faire apparaître des 0 par opérations li-

cites sur les lignes ou sur les colonnes, pour déve-
lopper ensuite par rapport à une rangée contenant
deux 0, ou pour combiner avec la règle de Sarrus,
valable pour les déterminants d’ordre 2 ou 3.

2.2 a) Essayer de faire apparaître des 0 par opérations
licites sur les lignes ou sur les colonnes, pour déve-
lopper ensuite par rapport à une rangée contenant
trois 0.

b) Remarquer que, en notant s = a + b + c + d, la
quatrième colonne est combinaison linéaire des deux
premières colonnes.
c) Par opérations licites sur les colonnes, se ramener
à des déterminants plus simples.

2.3 a) Immédiat.
b) Former la matrice de f dans une base de Mn(R)
formée d’une base de Sn(R) suivie d’une base
de An(R).

2.4 a) Opérer Cj ←− Cj −Cn pour j = 1, ..., n−1, et se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.
b) Opérer Li ←− Li − L1 pour i = 2, ..., n, et se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.
c) Opérer Li ←− Li−Li+1 pour i = 1, ..., n−1, et se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.
d) Opérer Cj ←− Cj − C1 pour j = 2, ..., n, pour
faire apparaître des 0, des x, des −x, puis opérer

L1 ←− L1 +
n∑

i=2

Li, et se ramener au déterminant

d’une matrice triangulaire.
e) Remarquer que les colonnes du déterminant pro-
posé se décomposent linéairement sur deux colonnes
fixes.
f) Développer le déterminant Dn+1 proposé par rap-
port à la dernière colonne et obtenir une relation de
récurrence donnant Dn+1 en fonction de Dn.
g) Développer le déterminant Dn proposé par rap-
port à sa première ligne (par exemple), puis déve-
lopper le déterminant d’ordre n− 1 obtenu par rap-
port à sa première colonne. Montrer ainsi que la
suite (Dn)n est une suite récurrente linéaire du se-
cond ordre à coefficients constants et sans second
membre, d’où le calcul de son terme général.

2.5 1re méthode : revenir à la définition du déterminant
d’une matrice carrée comme sommation de produits,
indexée par le groupe symétrique.
2e méthode : remarquer que B = DAD, où D est la
matrice diagonale diag

(
(−1)i

)
1�i�n

.

2.6 Considérer la fonction polynomiale

f : C −→ C, x �−→ det (A+ xB)− det (A+ xC).

2.7 En notant B = (E1, ...,En) la base canonique

de Mn,1(R), A =





a1
...
an



 , le déterminant proposé

est celui d’une famille de colonnes décomposées li-
néairement sur E1, ...,En, A. Utiliser la multilinéa-
rité et l’alternance de detB.

2.8 a) Passer modulo 2.

b) Remarquer qu’un entier impair n’est pas nul.

2.9 Utiliser la factorisation de X2 + pX + q dans C[X].

2.10 En multipliant, pour chaque i, la ligne numéro i
par xi, se ramener à un déterminant de Vander-
monde.

2.11 a) Effectuer le produit par blocs proposé.

b) Passer aux déterminants dans le résultat précé-
dent et utiliser le produit par blocs MM−1.

2.12 Effectuer des combinaisons linéaires par blocs pour
faire apparaître A+ iB et A− iB.

2.13 Séparer en cas selon que A ou B est inversible ou
non.
1er cas : si A est inversible, en multipliant à gauche
ou à droite par des matrices inversibles décomposées
en blocs, bien choisies, obtenir :

rg (M) = n+ rg (CA−1B −D),

déduire CA−1B −D = 0, puis exprimer det (D).
2e cas : si B est inversible, se ramener au premier
cas en permutant des colonnes.
3e cas : si A et B ne sont pas inversibles, le résultat
est direct.

2.14 1) Soit A convenant.
Montrer, pour toute M ∈ Mn(C), si det (M) = 0,
alors : det (A+M) = det (M).

Utiliser la décomposition A = PJrQ.

En étudiant le rang de A, déduire A = 0.

2) Réciproque immédiate.
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Chapitre 2 – Déterminants

Vrai ou Faux, les réponses
2.1 La formule correcte est : det (αA) = αndet (A). V F

2.2 C’est un résultat du cours. V F

2.3 C’est un résultat du cours. V F

2.4 Si B est obtenue à partir de A en permutant deux colonnes, alors : det (B) = − det (A).
Si B est obtenue à partir de A en permutant plus de deux colonnes, alors :

det (B) = det (A) ou det (B) = − det (A).

V F

2.5 Si A ∈ Mn(K) est antisymétrique et d’ordre impair, alors :
det (A) = det (A�) = det (−A) = (−1)n det (A) = − det (A),

donc 2 det (A) = 0, puis, en simplifiant par 2, det (A) = 0.

V F

2.6 Contre-exemple : par C1 ←− 2C1, le déterminant de l’identité, qui vaut 1, est changé en
un déterminant égal à 2.
Une formulation correcte est : un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace une co-
lonne par celle-ci plus une combinaison linéaire des autres colonnes.

V F

2.7 Dans un déterminant non nul, le remplacement de C1 par C1 +C2 et de C2 par C1 +C2

(où C1 désigne l’ancienne colonne) donne un déterminant ayant deux colonnes égales,
donc nul.

V F

2.8 C’est un résultat du cours. V F

2.9 C’est un résultat du cours. V F

2.10 On a : det (h ◦ f ◦ h−1) = det (h) det (f) det (h−1) = det (h) det (f) 1

det (h)
= det (f). V F
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Corrigés des exercices

Corrigés des exercices
2.1

a)
∣∣∣∣∣∣

a b ab
a c ac
b c bc

∣∣∣∣∣∣

=
L2 ←− L2 − L1

L3 ←− L3 − L2

∣∣∣∣∣∣

a b ab
0 c− b a(c− b)

b− a 0 (b− a)c

∣∣∣∣∣∣

= (c− b)(b− a)

∣∣∣∣∣∣

a b ab
0 1 a
1 0 c

∣∣∣∣∣∣

=
Sarrus

ac(c− b)(b− a).

b)
∣∣∣∣∣∣

1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣

=
L2 ←− L2 − L1

L3 ←− L3 − L1

∣∣∣∣∣∣

1 a bc
0 b− a c(a− b)
0 c− a b(a− c)

∣∣∣∣∣∣

= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣

1 a bc
0 1 −c
0 1 −b

∣∣∣∣∣∣

= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣
1 −c
1 −b

∣∣∣∣

= (a− b)(b− c)(c− a).

c)
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣

=
C2←−C2−C1
C3←−C3−C1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
a2 b2 − a2 c2 − a2

a3 b3 − a3 c3 − a3

∣∣∣∣∣∣

= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
a2 b+ a c+ a
a3 b2 + ba+ a2 c2 + ca+ a2

∣∣∣∣∣∣

= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣
b+ a c+ a

b2 + ba+ a2 c2 + ca+ a2

∣∣∣∣

=
L2←−L2−aL1

(b− a)(c− a)

∣∣∣∣
b+ a c+ a
b2 c2

∣∣∣∣

=
C2←−C2−C1

(b− a)(c− a)

∣∣∣∣
b+ a c− b
b2 c2 − b2

∣∣∣∣

= (b− a)(c− a)(c− b)

∣∣∣∣
b+ a 1
b2 c+ b

∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b)(ab+ ac+ bc).

d)
∣∣∣∣∣∣

2a a− b− c 2a
b− c− a 2b 2b

2c 2c c− a− b

∣∣∣∣∣∣

=
C2←−C2−C1
C3←−C3−C1

∣∣∣∣∣∣

2a −(a+ b+ c) 0
b− c− a a+ b+ c a+ b+ c

2c 0 −(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣

= (a+ b+ c)2

∣∣∣∣∣∣

2a −1 0
b− c− a 1 1

2c 0 −1

∣∣∣∣∣∣

=
L1←−L1+L2+L3

L2←−L2+L3

(a+ b+ c)2

∣∣∣∣∣∣

a+ b+ c 0 0
b+ c− a 1 0

2c 0 −1

∣∣∣∣∣∣

= −(a+ b+ c)3.

2.2
a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c b
b a b c
c b a b
b c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
C3 ←− C3 − C1

C4 ←− C4 − C2

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c− a 0
b a 0 c− a
c b a− c 0
b c 0 a− c

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
L1 ←− L1 + L3

L2 ←− L2 + L4

∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ c 2b 0 0
2b a+ c 0 0
c b a− c 0
b c 0 a− c

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a− c)2
∣∣∣∣
a+ c 2b
2b a+ c

∣∣∣∣

= (a− c)2
(
(a+ c)2 − (2b)2

)

= (a− c)2(a+ c− 2b)(a+ c+ 2b).

b) En notant s = a+ b+ c+d et C1, C2, C3, C4 les colonnes
du déterminant proposé, on a :

S =





b+ c+ d
c+ d+ a
d+ a+ b
a+ b+ c



 =





s− a
s− b
s− c
s− d



 = s





1
1
1
1



−





a
b
c
d



 = sC1 −C2.

Ainsi, les colonnes du déterminant proposé forment une fa-
mille liée, donc ce déterminant est nul.
c) ∣∣∣∣∣∣∣∣

(1 + x)2 (2 + x)2 (3 + x)2 (4 + x)2

22 32 42 52

32 42 52 62

42 52 62 72

∣∣∣∣∣∣∣∣
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=
Cj ←− Cj − Cj−1,

j = 2, 3, 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

(1 + x)2 2x+ 3 2x+ 5 2x+ 7
22 5 7 9
32 7 9 11
62 9 11 13

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
Cj ←− Cj − Cj−1,

j = 3, 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

(1 + x)2 2x+ 3 2 2
22 5 2 2
32 7 2 2
42 9 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

2.3

a) On a, pour tout α ∈ R et toutes A,B ∈ Mn(R) :

f(αA+B) = (αA+B)� = αA� +B� = αf(A) + f(B),

donc f ∈ L
(
Mn(R)

)
.

b) D’après le cours, les sev Sn(R) et An(R), formés respec-
tivement des matrices symétriques et des matrices antisymé-
triques, sont supplémentaires dans Mn(R) et :

dim
(
Sn(R)

)
=

n(n+ 1)

2
, dim

(
An(R)

)
=

n(n− 1)

2
.

Il existe donc une base B de Mn(R) formée successivement
par une base de Sn(R) et une base de An(R). La matrice
de f dans cette base est la matrice diagonale :

D = diag (1, ..., 1,−1, ...,−1)

formée de n(n+ 1)

2
termes égaux à 1, suivis de n(n− 1)

2
termes égaux à −1.

Il est clair alors que :

rg (f) = n2, tr (f) = n(n+ 1)

2
−

n(n− 1)

2
= n,

det (f) = 1
n(n+1)

2 (−1)
n(n−1)

2 = (−1)
n(n−1)

2 .

2.4

a) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
...

...
...

. . .
...

n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

=
Cj ←− Cj − Cn,
j = 1, ..., n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 0 0 . . . 0 n
0 2− n 0 . . . 0 n
0 0 3− n . . . 0 n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . −1 n
0 0 0 . . . 0 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

= (1− n)(2− n) · · · (−1)n = (−1)n−1n! .

b)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an
a1 a1 + a2 − x a3 . . . an
a1 a2 a2 + a3 − x . . . an
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 . . . an−1 + an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
Li ←− Li − L1,

i = 2, ..., n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an
0 a1 − x 0 . . . 0
0 0 a2 − x 0
...

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 an−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a1(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x).

c)
det

(
aMax (i,j)

)
1�i,j�n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a2 a3 . . . an

a2 a2 a3 . . . an

a3 a3 a3 . . . an

...
...

...
. . .

...
an an an . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
Li ←− Li − Li+1,
i = 1, ..., n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− a2 0 . . . 0 0
a2 − a3 . . . 0 0

. . .
...

...
. . . an−1

− an 0
an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a− a2)(a2 − a3) · · · (an−1
− an)an

=
(
a(1− a)

)(
a2(1− a)

)
· · ·

(
an−1(1− a)

)
an

= a1+2+···+n(1− a)n−1 = a
n(n+1)

2 (1− a)n−1.

d) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 a1 a1 . . . a1
a2 x+ a2 a2 . . . a2
a3 a3 x+ a3 . . . a3
...

...
...

. . .
...

an an an . . . x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
Cj ←− Cj − C1,

j = 2, ..., n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 −x −x . . . −x
a2 x 0 . . . 0
a3 0 x . . . 0
...

...
...

. . .
...

an 0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
L1←−L1+(L2+···+Ln)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 + · · ·+ an 0 0 . . . 0
a2 x 0 . . . 0

a3 0 x
...

...
...

. . .
. . . 0

an 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= xn−1
(
x+

n∑

i=1

ai

)
.

e) Notons, pour j ∈ {1, ..., n}, Cj la colonne numéro j du
déterminant proposé. On a, pour tout j ∈ {1, ..., n} :

Cj =
(
ij + i+ j

)
1�i�n

=
(
i(j + 1) + j

)
1�i�n

= (j + 1)





1
...
n



+ j





1
...
1



 .

Ainsi, Cj se décompose linéairement sur deux colonnes fixes
(c’est-à-dire indépendantes de j).
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