j Agrégation
%sn NNNNNNNNNNNNNN Master

9801

/
) 17 Z (4n)11103 + 26390n
(n’)4 3964I’l

Jean-Etienne Rombaldi
OO0 000000 O0DOCGOO®OO

THEMES POUR
L’AGREGATION DE
MATHEMATIQUES

2° édition




/ ENSEIGNEMENT SUP MATH

/ Agrégation - Master

Jean-Etienne Rombaldi

©000000000000000000000000000000000000000 o ™=

9801

+ I
275 (4n)11103 + 26390n

o (n!)4 3944n

Cette deuxieme édition des « Themes pour
l'agrégation de mathématiques » est corrigée
et augmentée de trois chapitres.

Les problemes corrigés qui la composent. destinés aux candidats

a [Agregation interne de mathématiques, seront également utiles

aux étudiants de licence et maitrise de mathématiques ainsi

quaux candidats a [Adrégation externe. Les enseignants y trouveront
également une source dinspiration.

La préparation aux concours dAgrégation (interne et externe) est
essentiellement un travail de synthese. Cest dans cette optique

que louvrage est agence.

Pour chacune des trois parties qui constituent ce volume :

— topologie de M, (K) :

— systemes différentiels ;

— polynémes orthogonaux et séries de Fourier ;

le plan de travail est identique. Tout dabord, dans un chapitre dintroduction,
on rappelle les définitions essentielles et on annonce les themes abordés
avec des applications. Le chapitre suivant regroupe, sous forme

de probleme, des résultats dassiques et importants qui seront utilisés
dans les problemes qui suivent. Ce chapitre peut étre utilisé pour réviser
des notions de base. Les chapitres suivants sont consacrés a quelques
themes qui font souvent l'objet de problemes de concours. On trouvera
édalement des problemes posés au concours dAgrédation qui illustrent
certaines notions introduites dans les probléemes précédents.

Jean-Etienne Rombaldi est professeur agrégé de mathématiques,

son dernier poste étant a linstitut Fourier de Grenoble (université Grenoble-
Alpes). Il a longtemps été préparateur, a luniversité et pour le compte

du CNED, & [agrégation interne et externe de mathématiques.

ISBN : 978-2-7598-2340-6

0 0 0 sciences
9'782759"823406 www.edpsciences.org



Jean-Etienne ROMBALDI

Thémes pour l'agrégation
de mathematiques

2¢ édition

e('l/r)sciences



Dans la méme collection

Eléments d’analyse réelle, 2¢ édition
Jean-Etienne Rombaldi
2019, ISBN : 978-2-7598-2339-0

Imprimé en France
ISBN (papier) : 978-2-7598-2340-6 - ISBN (ebook) : 978-2-7598-2393-2

Tous droits de traduction, d’adaptation et de reproduction par tous procédés, réservés
pour tous pays. La loi du 11 mars 1957 n’autorisant, aux termes des alinéas 2 et 3 de
l'article 41, d’une part, que les « copies ou reproductions strictement réservées a
I'usage privé du copiste et non destinées a une utilisation collective », et d’autre part,
que les analyses et les courtes citations dans un but d’exemple et d’illustration, « toute
représentation intégrale, ou partielle, faite sans le consentement de 'auteur ou de ses
ayants droit ou ayants cause est illicite » (alinéa 1°* de l'article 40). Cette représentation
ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constituerait donc une contrefagon
sanctionnée par les articles 425 et suivants du code pénal.

© EDP Sciences, 2019



Table des matiéres

Avant-propos v
I Topologie de M,,(K) pour K=R ou K=C 1
1 Introduction 3

1.1 Notations et définitions . . . . . .. ... ..o 3

1.2 Theémes abordés dans cette partie . . . . . . . . ... ... ... .. 4
2 Résultats préliminaires 7
3 Normes sur M, (K) 19
4 Densité de GL,(K) dans M,,(K). Applications 29
5 Connexité 35

6 Densité de ’ensemble des matrices diagonalisables dans M,,(C) 41

7 Agrégation interne 1997, épreuve 1 47
8 Agrégation interne 1995, épreuve 1 63
II Systemes différentiels 85
9 Introduction 87

9.1 Notations et définitions . . . . . . . . . ... ... ... 87

9.2 Themes abordés dans cette partie . . . . . . ... .. .. ... ... 87
10 Résultats préliminaires 91
11 Systemes différentiels linéaires a coefficients constants 103
12 Systemes différentiels linéaires a coefficients non constants 119

13 Agrégation interne 1991, épreuve 2 127



iv

14 Agrégation interne 2011, épreuve 2 141

IIT Polynémes orthogonaux et séries de Fourier 159
15 Introduction 161

15.1 Notations et définitions . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 161

15.2 Theémes abordés dans cette partie . . . . . . . . . .. .. ... ... 162
16 Résultats préliminaires 165
17 Polynémes orthogonaux 177
18 Polynémes de Legendre 187
19 Probléeme de Sturm-Liouville 199

20 Probléme de Sturm-Liouville et opérateur intégral de Fredholm 211
21 Fonctions d’Hermite et transformation de Fourier 225

Index 257



Avant-propos

Ce recueil de problémes corrigés destiné aux candidats a I’Agrégation interne
et externe de Mathématiques sera également utile aux étudiants de licence et
maitrise de Mathématiques. Les enseignants y trouveront également une source
d’inspiration.

La préparation aux concours d’Agrégation est essentiellement un travail de
synthese. C’est dans cette optique que 'ouvrage est agencé. Pour chacune des
trois parties qui constituent ce volume, le plan de travail est identique.

Tout d’abord dans un chapitre d’introduction on rappelle les définitions essen-
tielles et on annonce les themes abordés avec des applications. Dans une lecon
d’oral le candidat ne peut pas se contenter d’énoncer seulement un théoreme, il
doit avoir réfléchi sur la nécessité des hypotheses et sur les applications. Ce chapitre
sera, je I’espére, une aide a la conception d’un plan de lecon d’oral.

Le chapitre suivant regroupe sous forme de probléme des résultats classiques
et importants qui seront utilisés dans les probléemes qui suivent. Ce chapitre peut
étre utilisé pour réviser des notions de base.

Les chapitre suivants sont consacrés a quelques themes qui font souvent 1’objet
de problémes de concours. On trouvera également des problemes posés au concours
d’Agrégation interne qui illustrent certaines notions introduites dans les problémes
précédents. Une fagon efficace d’exploiter ces problémes consiste évidemment a les
rechercher et les rédiger de fagon détaillée, puis a confronter les résultats aux
solutions proposées.

La premiere partie est consacrée a I’étude de certaines propriétés algébriques et
topologiques de l'algebre des matrices carrées réelles ou complexes. Il peut servir
a illustrer des legons d’algebre linéaire (utilisation de la réduction des endomor-
phismes) et de topologie (espaces vectoriels normés de dimension finie, problémes
de densité et de connexité). Elle se termine par deux épreuves d’agrégation interne.

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude des systeémes différentiels linéaires
a coefficients constants ou non. Cette partie est une application importante a
I’analyse de I’étude des sous espaces caractéristiques et de la réduction des endo-
morphismes. Cette partie se termine aussi par deux épreuves d’agrégation interne.

La troisieme partie est consacrée a 1’étude des polyndmes orthogonaux. On y
étudie tout d’abord les propriétés des espaces préhilbertiens (orthogonalisation
de Gram-Schmidt, théoreme de projection orthogonale, familles orthonormales to-
tales et maximales). On s’intéresse ensuite aux polynomes orthogonaux avec des
applications au calcul numérique de certaines intégrales (formules de quadrature
de Gauss) et & la décomposition en séries de Fourier. On y étudie également les



vi Avant-propos

problémes de Sturm-Liouville (opérateur de Fredholm et propriétés de compa-
cité). Cette partie se termine par un probléme inspiré d’une épreuve d’agrégation
externe.

Je tiens enfin a remercier EDP Sciences pour la confiance qu’ils m’accordent en
publiant une deuxiéme édition de ce travail.
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Topologie de M,,(K) pour
K=RouK=C






Chapitre 1

Introduction

1.1 Notations et définitions

K désigne le corps des réels ou des complexes.

Pour tout entier n > 0, on note M,, (K) 'espace vectoriel des matrices a coeffi-
cients dans K & n lignes et n colonnes, GL,, (K) le groupe multiplicatif des matrices
d’ordre n inversibles et pour K=R :

GL} (R) = {A € GL, (R) | det (A) > 0}

GL; (R) = {A € GL, (R) | det (A) < 0}

Pour tous 4, j compris entre 1 et n, on note E;; la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui d’indice (4, j) qui vaut 1. La famille {F; ; | 1 <4,j < n}
est une base de M,, (K).

On note I,, la matrice identité d’ordre n.

On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme I,, + A\E;; avec
1 <i#j<mnete K et matrice de dilatation toute matrice de la forme
I,+(A—1)E, »,ou e K

Pour toute matrice A € M,, (C), A* = *A désigne la matrice adjointe de A.

On dit que A € M,, (C) est une matrice normale si A*A = AA*.

On dit que A € M,, (C) est une matrice hermitienne si A* = A.

On désigne par U, (C) le groupe multiplicatif des matrices complexes unitaires,
c’est-a-dire telles que A*A = AA* =1,.

On désigne par O,, (R) le groupe multiplicatif des matrices réelles orthogonales,
c’est-a-dire telles que *AA = A'A = I, et par O} (R) [resp. O, (R)] le sous
ensemble de O,, (R) formé des matrices telles que det (A) = 1 [resp. det (4) = —1].

Si F est un K-espace vectoriel, on note £ (F) 1’algébre des endomorphismes de
FE et I; 'endomorphisme identité.

Le choix d’une base de F permet de réaliser un isomorphisme d’algebres de
L(E) sur M,, (K).

Pour toute partie non vide X de E on désigne par Vect (X) le sous espace
vectoriel de E engendré par X.

Un espace hermitien [resp. euclidien] est un C-espace vectoriel [resp. R-espace
vectoriel] de dimension finie £ muni d’un produit scalaire hermitien [resp. eu-
clidien], c’est-a-dire d’une forme sesquilinéaire [resp. bilinéaire] (z,y) — (x| y)
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(pour tout y dans E, x — (z | y) est linéaire et pour tout = dans E, y — (x| y)
est semi-linéaire) hermitienne [resp. symétrique] ((y | ) = (z | y)) définie positive
({x | ) > 0 avec égalité si, et seulement si, x = 0).-

L’adjoint de u € L (E) est 'endomorphisme u* € £ (E) défini par :

V(z,y) € EXE, (u(x)[y) = (z|u" (y))

Si A est la matrice de u dans une base orthonormée de F, la matrice de u* dans
cette base est alors A* [ A dans le cas euclidien].
C™ est muni d’une structure hermitienne canonique avec le produit scalaire :

(u,v) = (u | v) = Zukﬁk
k=1

On dit qu'une matrice hermitienne A € M,, (C) est positive si (Az |z) > 0
pour tout x dans C™.

L’ensemble des valeurs propres d'une matrice A dans M, (C) est appelé le
spectre de A et noté Sp (A). C’est une partie finie de C ayant au plus n éléments.

Le rayon spectral de A est défini par p (4) = max {|A\| | A € Sp(4)}.

+oo
1
L’exponentielle d’une matrice A € M,, (K) est la matrice e4 = ZﬁAk
k=0

Si P(X)= Zaka et Q(X) = Zkak sont deux polynoémes non nuls dans
k=0 k=0
K [X] avec a,, # 0 et b, # 0, on appelle alors matrice de Sylvester de P et @ la
matrice du systéme de vecteurs {P, XP,--- , X™'P.Q,XQ, - 7X”*IQ} dans la
base canonique de K, ,,—1 [X]. On note S (P, Q) cette matrice, son déterminant
est appelé le résultant de P et Q et est noté Res (P, Q).

1.2 Themes abordés dans cette partie

Avec les problémes de cette partie, on aborde les themes et applications suivants.

— Tout endomorphisme normal d’un espace vectoriel hermitien se diagonalise
dans une base orthonormée.

— Diagonalisation des endomorphismes hermitiens ou unitaires.

— Pour tout A € GL,, (C), il existe deux matrices unitaires U,V et une
matrice diagonale D a coefficients réels strictement positifs telles que
A=UDV™.

— Pour toutes matrices hermitiennes positives A, B dans M,, (C), on a
0<Tr(AB) <Tr(A)Tr(B).

— Toute matrice hermitienne positive admet une unique racine carrée her-
mitienne positive.

— Toute matrice A € GL,, (R) peut s’écrire de maniere unique A = Q5S,
ou {2 est une matrice orthogonale et S une matrice symétrique définie
positive (décomposition polaire).



Introduction 5

— U, (C) est connexe par arcs.

— Une matrice A € M,, (K) est de rang r si, et seulement si, elle est équivalente

élamatriceAT:<IOT 8)

— Connexité de GL,, (C) et de I'ensemble des matrices complexes de rang
égal a r.

— Pour A, B dans M,, (K), AB et BA ont méme polyndome caractéris-
tique.

— Réduction des endomorphismes orthogonaux.
— Composantes connexes de O, (R).

— Toute matrice A € GL,, (K) s’écrit A =Py ---P.AQ:1---Qs, 00 Py, -+, P,
@1, - ,Qs sont des matrices de transvection et A est une matrice de dila-
tation.

— Composantes connexes de GL,, (R).

— Pour uw € L(E), z dans E, I, = {P € C[X]| P (u)(x) =0} est un idéal
non réduit & {0} de C[X]. On note 7, le générateur unitaire de cet idéal. Il
existe x dans F tel que m, = m,;, ou m, est le polyndme minimal de w.

— Etude de FF = {A e M, (C)| P4 =ma}, ou Py désigne le polyndme
caractéristique de A.

— Une suite (uy),, oy & valeurs dans un compact K d’un espace vectoriel normé
FE est convergente si, et seulement si, elle admet une unique valeur d’adhé-
rence.

— La décomposition polaire est un homéomorphisme.

— Deux polynémes non nuls P et ) dans C[X] ont une racine commune si, et
seulement si, leur résultant est nul.

— L’ensemble D/, (C) formé des matrices M € M, (C) ayant n valeurs
propres distinctes dans C est un ouvert de M,, (C).

— Calcul des normes matricielles induites par les normes vectorielles suivantes :
v el = max {Ja;| [ 1< i <n)
n

e fall, = 3 ol
1=

e

I
Mj —
5
T

— pour toute norme sur M, ,on a (en utilisant la décomposition de Dun-

ford,) p(A) = kginw ( ’Ak ) inf ( |A’“H ) .

k>1
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— Pour A € M,, (C), on a les équivalences :

+o00
(p(A) <1) e ( lim AF = o) & (ZAk = (I, _A)—1>
k=0

k—+oco

& (io Tr (4%) =77 (L - A)1)> & ( lim Tr (A%) = o>

k—+o00

— O, (R) est compact dans M, (R).

La décomposition polaire est un homéomorphisme.

Toute matrice A € M,, (R) peut s’écrire A = QS, ot 2 est une matrice
orthogonale et S une matrice symétrique positive.

— GL, (K) est un ouvert dense dans M,, (K).

GL,

Pour A et B dans M, (K), AB et BA ont méme polynéme caractéris-
tique.

Le centre de GL,, (K) est formé des homothéties non nulles.
Les groupes multiplicatifs GL,, (R) et GL,, (C) ne sont pas isomorphes.

Pour n > 1, il n’existe pas de norme sur M, (K) telle que 'on ait
|P~YAP|| = || A]| pour tout A dans M,, (K) et tout P dans GL, (K).

Toute matrice A € M,, (R) peut s’écrire A = QS ot1 ) est une matrice
orthogonale et S une matrice symétrique positive.

(C) est connexe par arcs.

Pour tout r € {0,1,--- ,n} 'ensemble des matrices de M,, (C) de rang
r est connexe par arcs.

Composantes connexes de GL,, (R).

Pour tout r € {0,1,--- ,n — 1} I'ensemble des matrices de M,, (R) de
rang r est connexe par arcs.

Composantes connexes de O, (R).

Intérieur de I’ensemble D,, (C) des matrices diagonalisables de M,, (C).
— D), (C) et D, (C) sont denses dans M,, (C).

Théoreme de Cayley-Hamilton.

det (eM) = e M) pour toute matrice M € M,, (C).

Si C(A) est l'ensemble des matrices de M,, (C) qui commutent & la
matrice A, on a alors dim (C (A)) > n.

L’application qui associe & une matrice M € M,, (C) son polyndme
minimal n’est pas continue.

L’adhérence de ’ensemble D,, (R) des matrices diagonalisables de M,, (R)
est ensemble 7, (R) des matrices trigonalisables de M,, (R).



Chapitre 2

Résultats préliminaires

Probléme 2.

1.

Soit (E,||-||) un K-espace vectoriel normé et u : E x E — E une appli-
cation bilinéaire. Montrer que u est continue si, et seulement si, il existe
une constante strictement positive A telle que ||u (x,y)|| < M||z| ||y|| pour
tous x,y dans E.

Montrer que les valeurs propres d’une matrice A € M,, (C) hermitienne
positive [resp. A € M,, (R) symétrique réelles] sont réelles positives.
Montrer que les valeurs propres d’une matrice A € U,, (C) sont de module
égal a 1.

Soient E un espace vectoriel hermitien de dimensionn > 0 et u € L (E)

un endomorphisme normal (u* ouw = wowu*). Pour toute valeur propre
de u, A € C, on note Ey = ker (u— \g) le sous espace propre associé.

(a) Montrer que Ey est stable par u*.
(b) Montrer que E5- est stable par u et par u*.

(¢) Montrer que u se diagonalise dans une base orthonormée.

Soit A € M,, (C) une matrice normale. Montrer qu’il existe une matrice
unitaire U € Uy, (C) telle que U*AU soit une matrice diagonale.

Soit A € GL,, (C), montrer qu’il existe deur matrices unitaires U,V et
une matrice diagonale D a coefficients réels strictement positifs telles que
A=UDV*.

Soient A et B deux matrices hermitiennes positives dans M,, (C). Mon-

trer que 0 < Tr (AB) < Tr (A) Tr (B) (on peut d’abord considérer le cas
ot la matrice A est diagonale).

Montrer qu’une matrice A € M,, (K) est de rang r si, et seulement si,
I. 0

0 0 ) ou I désigne la matrice identité

elle est équivalente a A, = (
d’ordre .

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimensionn > 1 et u € L (E)
un endomorphisme orthogonal (u* ou = 1I;).
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(a) Montrer qu’il existe un sous espace vectoriel P # {0} de E de di-
mension inférieure ou égale a 2 stable par u.

(b) Montrer qu’il existe des sous espaces vectoriels de E, Py,--- , P,
de dimension inférieure ou égale a 2, deux a deux orthogonaux et
T

stables par u tels que E = @Pj.
j=1
(¢) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est de la forme :

I, 0 0
0 —I, 0 0
Al 0o - R 0
0 -+ -~ 0 R,

ou, pour tout k € {1,---,r}, Ry = < Z?I? gz:)) _cf)lsn(ézli) ) avec
0 €10,2n] — {7} .

10. Montrer que pour toute matrice A € GL,, (K) il existe des matrices de
transvection Py, -+, P. et Qq,---,Qs telles que :

— Y = Inil O
A_pl...PrAQl"'Qsa OUA< 0 det(A)>

11. Soient E un espace vectoriel de dimension n > 0 et uw € L(E). On
désigne par m, le polynome minimal (unitaire) de u.

(a) En notant I, = {P € C[X] | P (u) (z) = 0} pour tout z € E, mon-
trer que I, est un idéal non réduit ¢ {0} de C[X]. On note m, le
générateur unitaire de cet idéal. Montrer que m, divise m,.

(b) Montrer qu’il existe un hyperplan de E stable par u.

(c) Soient h # y dans E.

i. Montrer qu’il existe X # p dans C tels que Ty = Thoypy. On
note P = T4 5y.

it. Montrer que P (u) (y) = 0 et P(u)(h) = 0 ou P est le poly-
nome défini en 11(c)i.

(d) Montrer qu’il existe x dans E tel que m, = 7 .

12. Soit A € M,, (C) une matrice hermitienne positive. Montrer qu’il existe
une unique matrice hermitienne positive B telle que A = B? (pour l'uni-
cité, on peut montrer que B est polynomiale en A en utilisant un poly-
nome d’interpolation de Lagrange).
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13. Montrer que toute matrice A € GL,, (R) peut s’écrire de maniére unique
A =QS, ot Q est une matrice orthogonale et S une matrice symétrique
réelle définie positive. Cette décomposition de la matrice A est appelée
décomposition polaire.

14. Soient 01,--- .0, des réels deux d distincts dans [0,2n[ et a1,--- ,a, des
P
réels. On définit la suite (up),cy por up = Zajeikgf. Montrer que si
j=1
kli:r_l up =0, tous les a; (1 < j <p) sont alors nuls (on peut utiliser la
— T

série de terme général uj,z" ).

15. Soit (up),,cy une suite a valeurs dans un compact K d’un espace vectoriel
normé E. Montrer que (uy,),y est convergente si, et seulement si, elle
admet une unique valeur d’adhérence.

16. Soient P et Q deuz polynomes non nuls dans C[X].

(a) Montrer que P et QQ ont une racine compleze commune si, et
seulement si, il existe deux polynomes non nuls U et V tels que
deg (U) < deg (Q), deg (V) < deg(P) et UP+VQ =0.

(b) Montrer que P et Q ont une racine commune dans C si, et seule-
ment si, Res (P, Q) = 0.

Solution.
1. L’espace vectoriel produit E' x E est muni de la norme :

(x,y) = [z, y)|| = max {||z[|, ly[[}

Si lapplication u est bilinéaire et continue, on a alors u (0,0) = 0 et u est
continue en (0,0). Il existe donc un réel n > 0 tel que :

(z,y) e Ex B, ||zl <, llyll <n=lu(z,y)| <1

- bl
[yl [l [yl

donc avec la bilinéarité de u, on déduit que :
V(z,y) € EXE, [[u(zy) < A=yl (2.1)

Pour z,y dans F \ {0}, on a

N
El

1
ou A = —. Réciproquement supposons (2.1) vérifié. Pour zg, z,yo et y dans E,

ona:
Hu (l',y) - u(anyO)H = ||’LL ($ - any) +tu (l'O,y - yO)”
< lu (@ =20, y)ll + llu (20, y = o)l
< A(llz = zoll Iyl + llzoll ly = woll)
ce qui entraine lim  w(z,y) =u(zo,yo) et la continuité de u sur E x E.

(z,y) = (x0,y0)
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. Soient A € M,, (C) hermitienne [resp. A € M,, (R) symétrique réelles], A € C

une valeur propre de A et € C™ \ {0} un vecteur propre associé. On a :

Mally = (Az | @) = (@ | A%2) = (x| Az) = X|all3

donc A = X et A € R. Si de plus A est positive, de A ||.T||§ = (Az|z) >0, on
déduit alors que A > 0.

Soient A € M,, (C) unitaire, A € C une valeur propre de A et z € C™ \ {0} un
vecteur propre associé. On a :

A llzl3 = 1Az = (Az |Az) = (2 |A"Az) = |all3

et nécessairement |[A| = 1.

(a)

Pour tout x € Fy, on a pour u est normal :
u(u (x)) =u (u(z)) = v (Ax) = I’ ()

et u* () € E), c’est-a-dire que F) est stable par u*.

Soient x € Ey et y € Ey. Si u est normal, on a alors u* (y) € E, et :

(u(@)|y) = (= |u"(y) =0

c’est-a-dire que u (z) € Ei‘ et Ei‘ est stable par u. En écrivant que :

(" (z) | y) = (z [u(y)) = (z | Ay) = Xz |y) =0
on déduit que u* (z) € Ey- et Ey est stable par u*.

Remarque 2.1 La stabilité de Ex par u* est en fait vraie pour tout u
dans L (E).

On raisonne par récurrence sur la dimension n de ’espace vectoriel her-
mitien E. Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le acquis pour
tout endomorphisme normal d’un espace vectoriel hermitien de dimension
pe€{l,---,n—1}. Soient A une valeur propre de u et F) I’espace propre
associé. Si E\ = E, u est alors une homothétie et toute base orthonormée
de E convient. Si E) # E, E5- est alors de dimension p € {1,--- ,n — 1} et
la restriction v de u a Ei‘ est un endomorphisme normal de E/J\- Il existe
donc une base orthonormée de Ei formée de vecteurs propres de v, donc
de u. En complétant cette base par une base orthonormée de E on obtient
une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u.

Remarque 2.2 Un endomorphisme hermitien [resp. unitaire] étant nor-
mal on déduit de ce qui précéde que tout endomorphisme hermitien [resp.
unitaire] a ses valeurs propres réelles [resp. de module 1] et se diagonalise
dans une base orthonormée.
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5. On munit C" de sa structure hermitienne canonique et A € M,, (C) définit
dans la base canonique de C™ un endomorphisme normal u qui se diagonalise
dans une base orthonormée (eq,--- ,e,). La matrice de passage U de la base
canonique & (ey,---,e,) est alors unitaire. En effet, les colonnes de U sont
formées des composantes des vecteurs e; dans la base canonique de C" et le
coefficient d’indice (7, ) de U*U est donné par :

U1 n
vig= (T o T ) : = Zﬂkiukg‘ = (ej | &) = 0y
Unj k=1
Donc U* AU est diagonale.

6. La matrice A*A étant hermitienne définie positive ((A*Ax | x) = ||AIH§ >0
pour z non nul), il existe une matrice unitaire V telle que V* (A*A)V = A ot :

A 0 -0
0 X -+ 0
A= ) . )
0 -+ 0 M\,

avec \; € R™* pour tout i € {1,--- ,n}. En notant W = AV, ona W*W = D?,

ou :
vao 0 - 0
0 Vi - 0
D= . ) .

0 0 v\,
et avec U*U = D™'W*WD~! = D™'D?D~! = I,,, on déduit que la matrice
U = WD~ est unitaire. Ce qui donne U*AV = D~'W*W = D~'D? = D,
avec D diagonale & coefficients réels strictement positifs.

7. On remarque tout d’abord que si (eq, - , e, ) désigne la base canonique de C™,
on a alors pour toute matrice A = ((ai;)), <, j<, € Mn (C), ai; = (Ae; | €;)
pour 1 < 4,5 < n. Dans la cas particulier ou A est hermitienne positive on a
a;; = (Ae; | e;) > 0 pour 1 < i < n. Pour A diagonale hermitienne positive, on
a:

A0 0

0 Ao 0
A:

0 --- 0 A

avec \; € RT pour tout i. Pour toute matrice B € M,, (C) hermitienne positive,
on a b;; > 0 pour tout i et :

Dans le cas général, on sait que, si A est hermitienne positive, toutes les valeurs
propres de A sont alors réelles positives et il existe une matrice unitaire U telle
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que :
A O 0
0 X - 0
A=U ) ) ) U*=UDU*
0 -+ 0 M\

avec \; € R pour tout i. En remarquant que AB = UDU*B = U (DU*BU) U*
est semblable & D (U*BU) = DC, on a Tr (AB) = Tr (DC) . Mais D est dia-
gonale hermitienne positive et C hermitienne positive unitairement semblable

a B. Donc :
Tr (AB) = Tr (DC) < Tr (D) Tr (C) = Tr (A) Tr (B)

Soient 4 € £ (K™) de rang r, de matrice A dans la base canonique de K™, H un

supplémentaire de ker (u) dans K", donc de dimension r, Bi = (€;);.;, une

base de H et By une base de ker (u) . Le systeme u (B1) = {u(e1),- -+ ,u(e,)} est
R

T
alors libre dans K™ (si Z/\ku (ex) =0, on a alors Z)\kek € HNker (u) = {0}
k=1 k=1
et tous les A, sont nuls du fait que By est libre) et il se compléte en une base

B = (u(er), - ,ule), fre1, -, fn) de K". La matrice de u dans les bases
B1 U By et B’ a alors la forme indiquée. D’ou le résultat. La réciproque est
évidente.

Remarque 2.3 De ce résultat, valable sur tout corps commutatif, on déduit
que deur matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles ont méme rang
et qu’une matrice a méme rang que sa transposée. Deux matrices de méme
rang ne sont pas nécessairement semblables. Par exemple une matrice inversible
distincte de la matrice identité est de rang n et n’est pas semblable a I,.

(a) Le polynéme minimal de u, m, € R[X], se décompose en produit de fac-

T
teurs irréductibles m, = Hﬂ'k avec m; € Ry [X] pour tout k. Comme
k=1
my (u) = 0, il existe au moins un indice k tel que 7 (u) ne soit pas in-
versible. Le noyau de cet endomorphisme n’est donc pas réduit & {0} et
il existe un vecteur z non nul dans E tel que 7 (u) (2) = 0. En écri-
vant 7 (X) = aX? + bX + ¢ avec (a,b,¢) # (0,0,0) et a € {0,1}, on a
au? (x)+bu (z) +cx = 0 et P = Vect {z,u (x)} est un sous espace vectoriel
de E non réduit & {0} (z # 0) stable par u.

Remarque 2.4 On peut aussi remarquer que v = u + u* est symétrique,
donc a valeurs propres réelles. Il existe donc A € R, x € E non nul tels
que v (x) = Az, c’est-d-dire u(x) + u* (z) = Az et pour u orthogonal
u? (z) + 2 = Mu(z). La encore le sous espace vectoriel P = Vect {z,u (z)}
convient. En fait la premiére méthode montre que le résultat est vrai pour
tout endomorphisme sur un espace vectoriel réel.
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