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Avant-propos

Ce recueil de problèmes corrigés destiné aux candidats à l’Agrégation interne
et externe de Mathématiques sera également utile aux étudiants de licence et
maîtrise de Mathématiques. Les enseignants y trouveront également une source
d’inspiration.

La préparation aux concours d’Agrégation est essentiellement un travail de
synthèse. C’est dans cette optique que l’ouvrage est agencé. Pour chacune des
trois parties qui constituent ce volume, le plan de travail est identique.

Tout d’abord dans un chapitre d’introduction on rappelle les définitions essen-
tielles et on annonce les thèmes abordés avec des applications. Dans une leçon
d’oral le candidat ne peut pas se contenter d’énoncer seulement un théorème, il
doit avoir réfléchi sur la nécessité des hypothèses et sur les applications. Ce chapitre
sera, je l’espère, une aide à la conception d’un plan de leçon d’oral.

Le chapitre suivant regroupe sous forme de problème des résultats classiques
et importants qui seront utilisés dans les problèmes qui suivent. Ce chapitre peut
être utilisé pour réviser des notions de base.

Les chapitre suivants sont consacrés à quelques thèmes qui font souvent l’objet
de problèmes de concours. On trouvera également des problèmes posés au concours
d’Agrégation interne qui illustrent certaines notions introduites dans les problèmes
précédents. Une façon efficace d’exploiter ces problèmes consiste évidemment à les
rechercher et les rédiger de façon détaillée, puis à confronter les résultats aux
solutions proposées.

La première partie est consacrée à l’étude de certaines propriétés algébriques et
topologiques de l’algèbre des matrices carrées réelles ou complexes. Il peut servir
à illustrer des leçons d’algèbre linéaire (utilisation de la réduction des endomor-
phismes) et de topologie (espaces vectoriels normés de dimension finie, problèmes
de densité et de connexité). Elle se termine par deux épreuves d’agrégation interne.

La deuxième partie est consacrée à l’étude des systèmes différentiels linéaires
à coefficients constants ou non. Cette partie est une application importante à
l’analyse de l’étude des sous espaces caractéristiques et de la réduction des endo-
morphismes. Cette partie se termine aussi par deux épreuves d’agrégation interne.

La troisième partie est consacrée à l’étude des polynômes orthogonaux. On y
étudie tout d’abord les propriétés des espaces préhilbertiens (orthogonalisation
de Gram-Schmidt, théorème de projection orthogonale, familles orthonormales to-
tales et maximales). On s’intéresse ensuite aux polynômes orthogonaux avec des
applications au calcul numérique de certaines intégrales (formules de quadrature
de Gauss) et à la décomposition en séries de Fourier. On y étudie également les
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problèmes de Sturm-Liouville (opérateur de Fredholm et propriétés de compa-
cité). Cette partie se termine par un problème inspiré d’une épreuve d’agrégation
externe.

Je tiens enfin à remercier EDP Sciences pour la confiance qu’ils m’accordent en
publiant une deuxième édition de ce travail.



Première partie

Topologie de Mn(K) pour
K = R ou K = C





Chapitre 1

Introduction

1.1 Notations et définitions
K désigne le corps des réels ou des complexes.
Pour tout entier n > 0, on note Mn (K) l’espace vectoriel des matrices à coeffi-

cients dans K à n lignes et n colonnes, GLn (K) le groupe multiplicatif des matrices
d’ordre n inversibles et pour K = R :

GL+
n (R) = {A ∈ GLn (R) | det (A) > 0}

GL−
n (R) = {A ∈ GLn (R) | det (A) < 0}

Pour tous i, j compris entre 1 et n, on note Eij la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui d’indice (i, j) qui vaut 1. La famille {Ei,j | 1 ≤ i, j ≤ n}
est une base de Mn (K) .

On note In la matrice identité d’ordre n.
On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme In + λEij avec

1 ≤ i �= j ≤ n et λ ∈ K et matrice de dilatation toute matrice de la forme
In + (λ− 1)En,n, où λ ∈ K.

Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , A∗ = tA désigne la matrice adjointe de A.
On dit que A ∈ Mn (C) est une matrice normale si A∗A = AA∗.
On dit que A ∈ Mn (C) est une matrice hermitienne si A∗ = A.
On désigne par Un (C) le groupe multiplicatif des matrices complexes unitaires,

c’est-à-dire telles que A∗A = AA∗ = In.
On désigne par On (R) le groupe multiplicatif des matrices réelles orthogonales,

c’est-à-dire telles que tAA = A tA = In et par O+
n (R) [resp. O−

n (R)] le sous
ensemble de On (R) formé des matrices telles que det (A) = 1 [resp. det (A) = −1].

Si E est un K-espace vectoriel, on note L (E) l’algèbre des endomorphismes de
E et Id l’endomorphisme identité.

Le choix d’une base de E permet de réaliser un isomorphisme d’algèbres de
L (E) sur Mn (K) .

Pour toute partie non vide X de E on désigne par Vect (X) le sous espace
vectoriel de E engendré par X.

Un espace hermitien [resp. euclidien] est un C-espace vectoriel [resp. R-espace
vectoriel] de dimension finie E muni d’un produit scalaire hermitien [resp. eu-
clidien], c’est-à-dire d’une forme sesquilinéaire [resp. bilinéaire] (x, y) �→ 〈x | y〉
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(pour tout y dans E, x �→ 〈x | y〉 est linéaire et pour tout x dans E, y �→ 〈x | y〉
est semi-linéaire) hermitienne [resp. symétrique] (〈y | x〉 = 〈x | y〉) définie positive
(〈x | x〉 ≥ 0 avec égalité si, et seulement si, x = 0).-

L’adjoint de u ∈ L (E) est l’endomorphisme u∗ ∈ L (E) défini par :

∀ (x, y) ∈ E × E, 〈u (x) | y〉 = 〈x | u∗ (y)〉

Si A est la matrice de u dans une base orthonormée de E, la matrice de u∗ dans
cette base est alors A∗ [ tA dans le cas euclidien].

Cn est muni d’une structure hermitienne canonique avec le produit scalaire :

(u, v) �→ 〈u | v〉 =
n∑
k=1

ukv̄k

On dit qu’une matrice hermitienne A ∈ Mn (C) est positive si 〈Ax | x〉 ≥ 0
pour tout x dans Cn.

L’ensemble des valeurs propres d’une matrice A dans Mn (C) est appelé le
spectre de A et noté Sp (A) . C’est une partie finie de C ayant au plus n éléments.

Le rayon spectral de A est défini par ρ (A) = max {|λ| | λ ∈ Sp (A)} .

L’exponentielle d’une matrice A ∈ Mn (K) est la matrice eA =

+∞∑
k=0

1

k!
Ak.

Si P (X) =
n∑
k=0

akX
k et Q (X) =

m∑
k=0

bkX
k sont deux polynômes non nuls dans

K [X] avec an �= 0 et bm �= 0, on appelle alors matrice de Sylvester de P et Q la
matrice du système de vecteurs

{
P,XP, · · · , Xm−1P,Q,XQ, · · · , Xn−1Q

}
dans la

base canonique de Kn+m−1 [X] . On note S (P,Q) cette matrice, son déterminant
est appelé le résultant de P et Q et est noté Res (P,Q) .

1.2 Thèmes abordés dans cette partie
Avec les problèmes de cette partie, on aborde les thèmes et applications suivants.

— Tout endomorphisme normal d’un espace vectoriel hermitien se diagonalise
dans une base orthonormée.

— Diagonalisation des endomorphismes hermitiens ou unitaires.
— Pour tout A ∈ GLn (C) , il existe deux matrices unitaires U, V et une

matrice diagonale D à coefficients réels strictement positifs telles que
A = UDV ∗.

— Pour toutes matrices hermitiennes positives A,B dans Mn (C) , on a
0 ≤ Tr (AB) ≤ Tr (A)Tr (B) .

— Toute matrice hermitienne positive admet une unique racine carrée her-
mitienne positive.

— Toute matrice A ∈ GLn (R) peut s’écrire de manière unique A = ΩS,
où Ω est une matrice orthogonale et S une matrice symétrique définie
positive (décomposition polaire).
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— Un (C) est connexe par arcs.

— Une matrice A ∈ Mn (K) est de rang r si, et seulement si, elle est équivalente

à la matrice Ar =
(
Ir 0
0 0

)
.

— Connexité de GLn (C) et de l’ensemble des matrices complexes de rang
égal à r.

— Pour A, B dans Mn (K) , AB et BA ont même polynôme caractéris-
tique.

— Réduction des endomorphismes orthogonaux.

— Composantes connexes de On (R) .

— Toute matrice A ∈ GLn (K) s’écrit A = P1 · · ·PrΔQ1 · · ·Qs, où P1, · · · , Pr,
Q1, · · · , Qs sont des matrices de transvection et Δ est une matrice de dila-
tation.

— Composantes connexes de GLn (R) .

— Pour u ∈ L (E) , x dans E, Ix = {P ∈ C [X] | P (u) (x) = 0} est un idéal
non réduit à {0} de C [X] . On note πx le générateur unitaire de cet idéal. Il
existe x dans E tel que πu = πx, où πu est le polynôme minimal de u.

— Etude de F = {A ∈ Mn (C) | PA = πA} , où PA désigne le polynôme
caractéristique de A.

— Une suite (un)n∈N
à valeurs dans un compact K d’un espace vectoriel normé

E est convergente si, et seulement si, elle admet une unique valeur d’adhé-
rence.

— La décomposition polaire est un homéomorphisme.

— Deux polynômes non nuls P et Q dans C [X] ont une racine commune si, et
seulement si, leur résultant est nul.

— L’ensemble D′
n (C) formé des matrices M ∈ Mn (C) ayant n valeurs

propres distinctes dans C est un ouvert de Mn (C) .

— Calcul des normes matricielles induites par les normes vectorielles suivantes :

x �→ ‖x‖∞ = max {|xi| | 1 ≤ i ≤ n}
x �→ ‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi|

x �→ ‖x‖2 =

√
n∑
i=1

|xi|2

— pour toute norme sur Mn (C) , on a (en utilisant la décomposition de Dun-
ford,) ρ (A) = lim

k→+∞

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
= inf
k≥1

(∥∥Ak∥∥ 1
k

)
.
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— Pour A ∈ Mn (C) , on a les équivalences :

(ρ (A) < 1) ⇔
(

lim
k→+∞

Ak = 0

)
⇔
(

+∞∑
k=0

Ak = (In −A)
−1

)

⇔
(

+∞∑
k=0

Tr
(
Ak
)
= Tr

(
(In −A)

−1
))

⇔
(

lim
k→+∞

Tr
(
Ak
)
= 0

)

— On (R) est compact dans Mn (R) .

— La décomposition polaire est un homéomorphisme.
— Toute matrice A ∈ Mn (R) peut s’écrire A = ΩS, où Ω est une matrice

orthogonale et S une matrice symétrique positive.

— GLn (K) est un ouvert dense dans Mn (K) .

— Pour A et B dans Mn (K) , AB et BA ont même polynôme caractéris-
tique.

— Le centre de GLn (K) est formé des homothéties non nulles.
— Les groupes multiplicatifs GLn (R) et GLn (C) ne sont pas isomorphes.
— Pour n > 1, il n’existe pas de norme sur Mn (K) telle que l’on ait∥∥P−1AP

∥∥ = ‖A‖ pour tout A dans Mn (K) et tout P dans GLn (K) .

— Toute matrice A ∈ Mn (R) peut s’écrire A = ΩS, où Ω est une matrice
orthogonale et S une matrice symétrique positive.

— GLn (C) est connexe par arcs.

— Pour tout r ∈ {0, 1, · · · , n} l’ensemble des matrices de Mn (C) de rang
r est connexe par arcs.

— Composantes connexes de GLn (R) .

— Pour tout r ∈ {0, 1, · · · , n− 1} l’ensemble des matrices de Mn (R) de
rang r est connexe par arcs.

— Composantes connexes de On (R) .

— Intérieur de l’ensemble Dn (C) des matrices diagonalisables de Mn (C) .

— D′
n (C) et Dn (C) sont denses dans Mn (C) .

— Théorème de Cayley-Hamilton.
— det

(
eM
)
= eTr(M) pour toute matrice M ∈ Mn (C) .

— Si C (A) est l’ensemble des matrices de Mn (C) qui commutent à la
matrice A, on a alors dim (C (A)) ≥ n.

— L’application qui associe à une matrice M ∈ Mn (C) son polynôme
minimal n’est pas continue.

— L’adhérence de l’ensemble Dn (R) des matrices diagonalisables de Mn (R)
est l’ensemble Tn (R) des matrices trigonalisables de Mn (R) .



Chapitre 2

Résultats préliminaires

Problème 2.
1. Soit (E, ‖·‖) un K-espace vectoriel normé et u : E × E → E une appli-

cation bilinéaire. Montrer que u est continue si, et seulement si, il existe
une constante strictement positive λ telle que ‖u (x, y)‖ ≤ λ ‖x‖ ‖y‖ pour
tous x, y dans E.

2. Montrer que les valeurs propres d’une matrice A ∈ Mn (C) hermitienne
positive [resp. A ∈ Mn (R) symétrique réelles] sont réelles positives.

3. Montrer que les valeurs propres d’une matrice A ∈ Un (C) sont de module
égal à 1.

4. Soient E un espace vectoriel hermitien de dimension n > 0 et u ∈ L (E)
un endomorphisme normal (u∗ ◦ u = u ◦ u∗). Pour toute valeur propre
de u, λ ∈ C, on note Eλ = ker (u− λId) le sous espace propre associé.

(a) Montrer que Eλ est stable par u∗.
(b) Montrer que E⊥

λ est stable par u et par u∗.
(c) Montrer que u se diagonalise dans une base orthonormée.

5. Soit A ∈ Mn (C) une matrice normale. Montrer qu’il existe une matrice
unitaire U ∈ Un (C) telle que U∗AU soit une matrice diagonale.

6. Soit A ∈ GLn (C), montrer qu’il existe deux matrices unitaires U, V et
une matrice diagonale D à coefficients réels strictement positifs telles que
A = UDV ∗.

7. Soient A et B deux matrices hermitiennes positives dans Mn (C) . Mon-
trer que 0 ≤ Tr (AB) ≤ Tr (A)Tr (B) (on peut d’abord considérer le cas
où la matrice A est diagonale).

8. Montrer qu’une matrice A ∈ Mn (K) est de rang r si, et seulement si,

elle est équivalente à Ar =
(
Ir 0
0 0

)
où Ir désigne la matrice identité

d’ordre r.
9. Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1 et u ∈ L (E)

un endomorphisme orthogonal (u∗ ◦ u = Id).
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(a) Montrer qu’il existe un sous espace vectoriel P �= {0} de E de di-
mension inférieure ou égale à 2 stable par u.

(b) Montrer qu’il existe des sous espaces vectoriels de E, P1, · · · , Pr,
de dimension inférieure ou égale à 2, deux à deux orthogonaux et

stables par u tels que E =

r⊕
j=1

Pj .

(c) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est de la forme :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ip 0 · · · · · · 0
0 −Iq 0 · · · 0
0 · · · R1 · · · 0
... · · ·

... . . . ...
0 · · · · · · 0 Rr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
où, pour tout k ∈ {1, · · · , r} , Rk =

(
cos (θk) − sin (θk)
sin (θk) cos (θk)

)
avec

θk ∈ ]0, 2π[− {π} .
10. Montrer que pour toute matrice A ∈ GLn (K) il existe des matrices de

transvection P1, · · · , Pr et Q1, · · · , Qs telles que :

A = P1 · · ·PrΔQ1 · · ·Qs, où Δ =

(
In−1 0
0 det (A)

)
11. Soient E un espace vectoriel de dimension n > 0 et u ∈ L (E) . On

désigne par πu le polynôme minimal (unitaire) de u.

(a) En notant Ix = {P ∈ C [X] | P (u) (x) = 0} pour tout x ∈ E, mon-
trer que Ix est un idéal non réduit à {0} de C [X] . On note πx le
générateur unitaire de cet idéal. Montrer que πx divise πu.

(b) Montrer qu’il existe un hyperplan de E stable par u.
(c) Soient h �= y dans E.

i. Montrer qu’il existe λ �= μ dans C tels que πh+λy = πh+μy. On
note P = πh+λy.

ii. Montrer que P (u) (y) = 0 et P (u) (h) = 0 où P est le poly-
nôme défini en 11(c)i.

(d) Montrer qu’il existe x dans E tel que πu = πx.

12. Soit A ∈ Mn (C) une matrice hermitienne positive. Montrer qu’il existe
une unique matrice hermitienne positive B telle que A = B2 (pour l’uni-
cité, on peut montrer que B est polynomiale en A en utilisant un poly-
nôme d’interpolation de Lagrange).
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13. Montrer que toute matrice A ∈ GLn (R) peut s’écrire de manière unique
A = ΩS, où Ω est une matrice orthogonale et S une matrice symétrique
réelle définie positive. Cette décomposition de la matrice A est appelée
décomposition polaire.

14. Soient θ1, · · · , θp des réels deux à distincts dans [0, 2π[ et a1, · · · , ap des

réels. On définit la suite (uk)k∈N
par uk =

p∑
j=1

aje
ikθj . Montrer que si

lim
k→+∞

uk = 0, tous les aj (1 ≤ j ≤ p) sont alors nuls (on peut utiliser la

série de terme général ukzk).
15. Soit (un)n∈N

une suite à valeurs dans un compact K d’un espace vectoriel
normé E. Montrer que (un)n∈N

est convergente si, et seulement si, elle
admet une unique valeur d’adhérence.

16. Soient P et Q deux polynômes non nuls dans C [X] .

(a) Montrer que P et Q ont une racine complexe commune si, et
seulement si, il existe deux polynômes non nuls U et V tels que
deg (U) < deg (Q) , deg (V ) < deg (P ) et UP + V Q = 0.

(b) Montrer que P et Q ont une racine commune dans C si, et seule-
ment si, Res (P,Q) = 0.

Solution.

1. L’espace vectoriel produit E × E est muni de la norme :

(x, y) �→ ‖(x, y)‖ = max {‖x‖ , ‖y‖}

Si l’application u est bilinéaire et continue, on a alors u (0, 0) = 0 et u est
continue en (0, 0) . Il existe donc un réel η > 0 tel que :

(x, y) ∈ E × E, ‖x‖ ≤ η, ‖y‖ ≤ η ⇒ ‖u (x, y)‖ ≤ 1

Pour x, y dans E \ {0} , on a
∥∥∥∥ η

‖x‖x
∥∥∥∥ = ∥∥∥∥ η

‖y‖y
∥∥∥∥ = η,

∥∥∥∥u( η

‖x‖x,
η

‖y‖y
)∥∥∥∥ ≤ 1,

donc avec la bilinéarité de u, on déduit que :

∀ (x, y) ∈ E × E, ‖u (x, y)‖ ≤ λ ‖x‖ ‖y‖ (2.1)

où λ =
1

η2
. Réciproquement supposons (2.1) vérifié. Pour x0, x, y0 et y dans E,

on a :

‖u (x, y)− u (x0, y0)‖ = ‖u (x− x0, y) + u (x0, y − y0)‖
≤ ‖u (x− x0, y)‖+ ‖u (x0, y − y0)‖
≤ λ (‖x− x0‖ ‖y‖+ ‖x0‖ ‖y − y0‖)

ce qui entraîne lim
(x,y)→(x0,y0)

u (x, y) = u (x0, y0) et la continuité de u sur E × E.
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2. Soient A ∈ Mn (C) hermitienne [resp. A ∈ Mn (R) symétrique réelles], λ ∈ C
une valeur propre de A et x ∈ Cn \ {0} un vecteur propre associé. On a :

λ ‖x‖22 = 〈Ax | x〉 = 〈x | A∗x〉 = 〈x | Ax〉 = λ̄ ‖x‖22

donc λ = λ̄ et λ ∈ R. Si de plus A est positive, de λ ‖x‖22 = 〈Ax | x〉 ≥ 0, on
déduit alors que λ ≥ 0.

3. Soient A ∈ Mn (C) unitaire, λ ∈ C une valeur propre de A et x ∈ Cn \ {0} un
vecteur propre associé. On a :

|λ|2 ‖x‖22 = ‖Ax‖22 = 〈Ax |Ax〉 = 〈x |A∗Ax〉 = ‖x‖22

et nécessairement |λ| = 1.

4.

(a) Pour tout x ∈ Eλ, on a pour u est normal :

u (u∗ (x)) = u∗ (u (x)) = u∗ (λx) = λu∗ (x)

et u∗ (x) ∈ Eλ, c’est-à-dire que Eλ est stable par u∗.
(b) Soient x ∈ E⊥

λ et y ∈ Eλ. Si u est normal, on a alors u∗ (y) ∈ Eλ et :

〈u (x) | y〉 = 〈x | u∗ (y)〉 = 0

c’est-à-dire que u (x) ∈ E⊥
λ et E⊥

λ est stable par u. En écrivant que :

〈u∗ (x) | y〉 = 〈x | u (y)〉 = 〈x | λy〉 = λ̄ 〈x | y〉 = 0

on déduit que u∗ (x) ∈ E⊥
λ et E⊥

λ est stable par u∗.

Remarque 2.1 La stabilité de E⊥
λ par u∗ est en fait vraie pour tout u

dans L (E) .

(c) On raisonne par récurrence sur la dimension n de l’espace vectoriel her-
mitien E. Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le acquis pour
tout endomorphisme normal d’un espace vectoriel hermitien de dimension
p ∈ {1, · · · , n− 1} . Soient λ une valeur propre de u et Eλ l’espace propre
associé. Si Eλ = E, u est alors une homothétie et toute base orthonormée
de E convient. Si Eλ �= E, E⊥

λ est alors de dimension p ∈ {1, · · · , n− 1} et
la restriction v de u à E⊥

λ est un endomorphisme normal de E⊥
λ . Il existe

donc une base orthonormée de E⊥
λ formée de vecteurs propres de v, donc

de u. En complétant cette base par une base orthonormée de Eλ on obtient
une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u.

Remarque 2.2 Un endomorphisme hermitien [resp. unitaire] étant nor-
mal on déduit de ce qui précède que tout endomorphisme hermitien [resp.
unitaire] a ses valeurs propres réelles [resp. de module 1] et se diagonalise
dans une base orthonormée.
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5. On munit Cn de sa structure hermitienne canonique et A ∈ Mn (C) définit
dans la base canonique de Cn un endomorphisme normal u qui se diagonalise
dans une base orthonormée (e1, · · · , en) . La matrice de passage U de la base
canonique à (e1, · · · , en) est alors unitaire. En effet, les colonnes de U sont
formées des composantes des vecteurs ej dans la base canonique de Cn et le
coefficient d’indice (i, j) de U∗U est donné par :

vij =
(
u1i · · · uni

)⎛⎜⎝ u1j
...
unj

⎞⎟⎠ =
n∑
k=1

ukiukj = 〈ej | ei〉 = δij

Donc U∗AU est diagonale.
6. La matrice A∗A étant hermitienne définie positive (〈A∗Ax | x〉 = ‖Ax‖22 > 0

pour x non nul), il existe une matrice unitaire V telle que V ∗ (A∗A)V = Δ où :

Δ =

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎠
avec λi ∈ R+,∗ pour tout i ∈ {1, · · · , n} . En notant W = AV, on a W ∗W = D2,
où :

D =

⎛⎜⎜⎜⎝
√
λ1 0 · · · 0
0

√
λ2 · · · 0

... .
. . .

...
0 · · · 0

√
λn

⎞⎟⎟⎟⎠
et avec U∗U = D−1W ∗WD−1 = D−1D2D−1 = In, on déduit que la matrice
U = WD−1 est unitaire. Ce qui donne U∗AV = D−1W ∗W = D−1D2 = D,
avec D diagonale à coefficients réels strictement positifs.

7. On remarque tout d’abord que si (e1, · · · , en) désigne la base canonique de Cn,
on a alors pour toute matrice A = ((aij))1≤i,j≤n ∈ Mn (C) , aij = 〈Aej | ei〉
pour 1 ≤ i, j ≤ n. Dans la cas particulier où A est hermitienne positive on a
aii = 〈Aei | ei〉 ≥ 0 pour 1 ≤ i ≤ n. Pour A diagonale hermitienne positive, on
a :

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... .

. . .
...

0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎠
avec λi ∈ R+ pour tout i. Pour toute matrice B ∈ Mn (C) hermitienne positive,
on a bii ≥ 0 pour tout i et :

0 ≤ Tr (AB) =

n∑
i=1

λibii ≤
(

n∑
i=1

λi

)(
n∑
i=1

bii

)
= Tr (A)Tr (B)

Dans le cas général, on sait que, si A est hermitienne positive, toutes les valeurs
propres de A sont alors réelles positives et il existe une matrice unitaire U telle
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que :

A = U

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... .

. . .
...

0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎠U∗ = UDU∗

avec λi ∈ R+ pour tout i. En remarquant queAB = UDU∗B = U (DU∗BU)U∗

est semblable à D (U∗BU) = DC, on a Tr (AB) = Tr (DC) . Mais D est dia-
gonale hermitienne positive et C hermitienne positive unitairement semblable
à B. Donc :

Tr (AB) = Tr (DC) ≤ Tr (D)Tr (C) = Tr (A)Tr (B)

8. Soient u ∈ L (Kn) de rang r, de matrice A dans la base canonique de Kn, H un
supplémentaire de ker (u) dans Kn, donc de dimension r, B1 = (ei)1≤i≤r une
base deH et B2 une base de ker (u) . Le système u (B1) = {u (e1) , · · · , u (er)} est

alors libre dans Kn (si
r∑

k=1

λku (ek) = 0, on a alors
r∑

k=1

λkek ∈ H ∩ ker (u) = {0}

et tous les λk sont nuls du fait que B1 est libre) et il se complète en une base
B′ = (u (e1) , · · · , u (er) , fr+1, · · · , fn) de Kn. La matrice de u dans les bases
B1 ∪ B2 et B′ a alors la forme indiquée. D’où le résultat. La réciproque est
évidente.

Remarque 2.3 De ce résultat, valable sur tout corps commutatif, on déduit
que deux matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles ont même rang
et qu’une matrice a même rang que sa transposée. Deux matrices de même
rang ne sont pas nécessairement semblables. Par exemple une matrice inversible
distincte de la matrice identité est de rang n et n’est pas semblable à In.

9.

(a) Le polynôme minimal de u, πu ∈ R [X] , se décompose en produit de fac-

teurs irréductibles πu =

r∏
k=1

πk avec πk ∈ R2 [X] pour tout k. Comme

πu (u) = 0, il existe au moins un indice k tel que πk (u) ne soit pas in-
versible. Le noyau de cet endomorphisme n’est donc pas réduit à {0} et
il existe un vecteur x non nul dans E tel que πk (u) (x) = 0. En écri-
vant πk (X) = aX2 + bX + c avec (a, b, c) �= (0, 0, 0) et a ∈ {0, 1} , on a
au2 (x)+bu (x)+cx = 0 et P = Vect {x, u (x)} est un sous espace vectoriel
de E non réduit à {0} (x �= 0) stable par u.

Remarque 2.4 On peut aussi remarquer que v = u+ u∗ est symétrique,
donc à valeurs propres réelles. Il existe donc λ ∈ R, x ∈ E non nul tels
que v (x) = λx, c’est-à-dire u (x) + u∗ (x) = λx et pour u orthogonal
u2 (x) + x = λu (x) . Là encore le sous espace vectoriel P = Vect {x, u (x)}
convient. En fait la première méthode montre que le résultat est vrai pour
tout endomorphisme sur un espace vectoriel réel.
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