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PREFACE

L’homologie de Floer est aujourd’hui une technique indispensable de la
topologie symplectique. Inspirée d’idées de Witten et de Gromov dans les
années 1980, elle a permis depuis de résoudre de nombreux problemes diffi-
ciles, et elle continue de le faire.

Ce livre est consacré a la solution d’un de ces problemes, une célebre
conjecture due a Arnold, qui propose de minimiser le nombre de trajectoires
périodiques d’un systeme hamiltonien par un invariant qui ne dépend que
de la topologie de la variété symplectique sur laquelle évolue ce systeme.
Cette minoration ressemble beaucoup aux célebres inégalités de Morse, qui
minorent le nombre de points critiques d’une fonction. Une ressemblance
qui n’a rien de fortuit : ’homologie de Floer est un analogue (en dimension
infinie) de 'homologie de la variété telle qu’elle est calculée par le complexe
de Morse « a la Witten » : le role principal est tenu dans les deux cas par
les espaces de modules de trajectoires joignant les points critiques (d’une
fonction pour Morse, d’une fonctionnelle pour Floer).

En 2004-2005, nous avions proposé un cours, deux cours, sur ces no-
tions. Nous avons commencé par la théorie de Morse, bien sfir, il y avait
des étudiants, nous aimions beaucoup le livre de Milnor dans lequel nous
avions 'un et l'autre appris 'existence, la multitude et surtout l'utilité des
fonctions de Morse, nous avons donc commencé a rédiger des notes pour les
étudiants, c¢’était assez facile...

Et puis, c’est devenu plus difficile — il n’existait aucun livre donnant le
point de vue plus moderne sur ’homologie de Morse, avec la construction et
les propriétés d’invariance du complexe de Morse défini a ’aide des espaces
de trajectoires, qui nous permettrait d’aller vers la construction du complexe
de Floer — copier n’était plus possible, il nous a donc fallu la un peu
d’imagination.



x PREFACE

La premieére partie du cours terminée & la satisfaction des auditeurs, nous
avons abordé ’homologie de Floer. Les objets et les techniques, que nous,
topologues et géometres, utilisons tous les jours, de I’homologie de Morse, se
sont transfigurés en objets et techniques de ’homologie de Floer. Le charme,
un des charmes, et la force, de cette théorie, résident en ceci qu’elle utilise,
outre la géométrie et la topologie, beaucoup d’analyse, des opérateurs de
Fredholm et des espaces de Sobolev. Exposer ceci a d’authentiques étudiants
n’est pas une tache tres facile, méme en s’y mettant a deux. C’est pourquoi
nous avons décidé de persister a rédiger des notes de cours.

Si de nombreux travaux de recherche ont utilisé et utilisent toujours ces
techniques, si de nombreux étudiants en ont aujourd’hui besoin, il faut bien
dire qu’il n’y avait pas, sur ce sujet-1a non plus, de livre raisonnablement
auto-suffisant.

Cing années se sont écoulées, au cours desquelles nous avons affiné, cor-
rigé, allongé, précisé, majoré, minoré, égalé, comparé, énoncé et démontré
soixante-treize théoremes, cent vingt et une propositions et cent six lemmes,
dessiné quatre-vingt-dix-huit figures (et posé un certain nombre d’exercices,
dont, contrairement a la coutume, aucun ne contient la démonstration d’un
résultat important « laissé en exercice aux lecteurs »)...

Cing années se sont écoulées, au cours desquelles d’autres étudiants ont lu
ces notes et nous ont fait des commentaires qui nous ont convaincus qu’elles
répondaient a un besoin et qu’il serait stupide de ne pas les améliorer encore
pour en faire un livre.

Voici ce livre, consacré a la puissance et la gloire des méthodes homolo-
giques a la Morse-Floer.

Ce qu’il faut savoir... Il était difficile de prétendre écrire un ouvrage
auto-suffisant. Pourtant, celui-ci est issu d’un cours professé devant d’au-
thentiques étudiants de mastere — a qui nous avons dii commencer par
« rappeler » ce qu’était une variété. En pensant a eux et a leurs semblables,
nous avons donc regroupé a la fin du livre et en trois chapitres « ce qu’il
faut savoir », les résultats de base que nous utilisons, en géométrie différen-
tielle, topologie algébrique, analyse. Il y a parfois des définitions et/ou des
démonstrations completes, parfois des indications. Un index devrait aider a
s’y retrouver.

Remerciements. A tous les étudiants qui ont subi ce cours, notamment &
Emily Burgunder, Olivier Dodane, Shanna Li, Alexandre Mouton, Emma-
nuel Rey, Nelson Souza.
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PARTIE 1

THEORIE DE MORSE
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INTRODUCTION DE LA PREMIERE PARTIE

Cette premiere partie est consacrée a la théorie de Morse, avec en ligne
de mire le complexe défini par les points critiques d’une fonction de Morse
et les trajectoires d’un champ de gradients.

C’est une théorie dont la toute premiere pierre est la remarque que I’étude
d’une fonction (bien choisie) peut donner des informations assez précises sur
la topologie d'une variété. L’exemple le plus classique — mais les exemples
les plus classiques sont souvent les plus instructifs — est celui de la fonc-
tion « hauteur » R? — R et de sa restriction aux différentes sous-variétés
représentées sur les figures. La fonction f est, dans les trois cas considérés,
la restriction de (z,y,2) — z.

A
¢ +1
¢ —1

Fi1cUre 1. La spheére ronde

La premiére figure (figure 1) représente la sphére « ronde », c’est-a-dire
la sphére unité

52:{(x,y,z)€R3|:E2+y2+22:1}.
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Les niveaux f~!(a) sont

& sia < —1

un point sia=—1

un cercle si —1<a<1

un point sia=1

%) sia>1.

En remontant les valeurs de la fonction, on constate que les niveaux ont
toujours la méme topologie, jusqu’a ce que se produise un accident, ou la
topologie change, puis reste la méme jusqu’a ’accident suivant.

Il en est de méme pour les « sous-niveaux », c’est-a-dire ce qui se trouve
au-dessous d’un niveau donné, qui sont, dans ce cas, d’abord vides, puis
(briévement) un point, puis un disque, puis la sphére tout entiére.

Les accidents sont les valeurs critiques de la fonction, correspondant aux
points critiques, ceux ou la différentielle de f s’annule, ceux pour lesquels
le plan tangent est horizontal, les poles nord et sud de la sphere. Bien stir,
le pdle sud est le minimum de la fonction et le pole nord son maximum.

FIGURE 2. Le tore

La situation est analogue dans le cas du tore de la figure suivante
(figure 2) a cette différence prés qu'il y a maintenant des points critiques
qui ne sont pas des extrema de la fonction, ce sont les deux points « selle ».
Les niveaux correspondants sont des courbes en forme de huit (dont
l'une est représentée sur la figure), et donc pas des sous-variétés, on aura
remarqué que les niveaux réguliers, non critiques, doivent, eux, étre des
sous-variétés (& cause du théoréme de submersion).
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Un des premiers résultats de cette théorie est un théoreme, dii a Reeb
(au moins pour les fonctions de Morse) et que nous démontrerons (dans
ce cas) qui affirme qu'une variété compacte qui posséde une fonction avec
seulement deux points critiques est homéomorphe a une sphere. Mais bien
stir, il y a sur la sphére des fonctions avec plus de points critiques.

" |

FI1GURE 3. Une autre sphere

La troisieme figure (figure 3) est la pour illustrer ce fait. Parce que c’est
pratique a visualiser, on a gardé la « méme » fonction hauteur et on a « fait
un creux » dans la sphere, en douceur, ce qui fait que la sous-variété est bien
stir toujours difféomorphe a une sphére, mais que maintenant, la fonction a
deux maxima locaux et un point selle. On remarquera toutefois que la parité
du nombre de points critiques de la nouvelle fonction est la méme que celle
de l'ancienne. Si on les suppose non dégénérés, une importante propriété
qui sera définie plus bas (et que vérifient les points critiques représentés sur
nos figures), le nombre de points critiques comptés modulo 2 est égal a la
caractéristique d’Euler modulo 2 de la variété, un invariant qui ne dépend
pas de la fonction mais seulement de la variété.

L’idée des espaces de trajectoires de Witten permet de mettre en évi-
dence un invariant plus fin : on voit bien que le tore et la sphere sont des
variétés tres différentes, méme si toutes les deux possédent une fonction
avec quatre points critiques non dégénérés. Cet outil est ce que 'on appelle
aujourd’hui 'homologie de Morse H M (V) de la variété. C’est ’homologie
d’un complexe, le complexe de Morse, construit a partir des points critiques
d’une fonction de Morse en « comptant » les trajectoires d’'un champ de
vecteurs qui les relient... une homologie qui ne dépend, in fine, que (du type
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de difféomorphisme) de la variété. Les remarques que nous venons de faire
a propos du nombre de points critiques sur telle ou telle variété s’expriment
en les fameuses « inégalités de Morse » : le nombre ¢ de points critiques
d’indice k£ d’une fonction de Morse sur une variété satisfait a

cx > dim HM,, (V).

Ces objets forment donc naturellement le sujet de la premiere partie de
ce texte.



CHAPITRE 1

FONCTIONS DE MORSE

Toutes les variétés et les fonctions que nous considérons ici sont de
classe C>°, méme si on n’a besoin en général que de régularité C!!

1.1. Définition des fonctions de Morse

1.1.a. Points critiques, non-dégénérescence. Soit V' une variété et
soit f : V — R une fonction.

Remarque 1.1.1. Au moins si V' est compacte, f a toujours des points cri-
tiques, puisqu’elle a au moins un maximum et un minimum.

En un point critique de f, on peut définir la hessienne ou dérivée seconde.

Remarque 1.1.2. Rappelons qu’'une fonction sur une variété n’a pas de dérivée
seconde : il est toujours possible de calculer une dérivée seconde dans une
carte, mais le résultat dépend de la carte utilisée. La dérivée seconde est
bien définie sur le noyau de la dérivée premiere... Ici nous nous contenterons
de la définir en les points critiques. Voir 'exercice 1 page 17.

Plutot que d’utiliser une carte et de montrer que le résultat n’en dépend
pas, faisons appel & un argument plus intrinséque (comme dans [47, p. 4]).
Si x est un point critique de f et si X et Y sont des vecteurs tangents a V'
en &, posons

(@f)a(X,Y) =X - (Y f)(2)
ol nous avons noté Y un champ de vecteurs prolongeant localement Y.
Comme

X (Y - f)a)=Y (X f)@)=[X,Y]o f=(df)o([X,Y]s) =0,
I’expression est une forme bilinéaire symétrique en X et Y. Le méme calcul

montre aussi que cette forme est bien définie, le résultat ne dépend pas du
prolongement Y choisi.
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