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Avant-propos 

La théorie quantique des champs vise à décrire les interactions fon- 
damentales dans un cadre unique conciliant les principes de la mécanique 
quantique et les invariances géométriques et cinématiques. Cette discipline 
s’est enrichie, au cours des deux dernières décennies, d’applications insoup- 
çonnées, qui tiennent à la parenté de ses méthodes avec celles de la physique 
statistique, à travers l’étude des phénomènes critiques ou des modèles de 
physique du solide. Certains développements ont permis de s’affranchir en 
partie des techniques perturbatives, qui sont à la source de succès consi- 
dérables dans le domaine des interactions électromagnétiques et faibles. En 
jetant un jour nouveau sur le rôle du groupe de renormalisation, en permet- 
tant d’aborder des questions comme le confinement des constituants dans la 
chromodynamique, en s’ouvrant aux possibilités de simulation numérique, 
en découvrant des problèmes nouveaux comme ceux posés par la théorie des 
cordes quantiques, la théorie des champs s’est entièrement renouvelée. 

Nous nous sommes attachés à en donner un panorama complétant un 
texte précédent sur la théorie quantique des champs écrit par l’un des au- 
teurs en collaboration avec J.-B. Zuber. Bien qu’on suppose du lecteur qu’il 
possède quelques rudiments de cette théorie, le présent ouvrage veut éviter 
de faire de trop nombreux appels à des connaissances extérieures et s’inscrit 
dans le cadre d’un enseignement destiné à de jeunes chercheurs et, plus gé- 
néralement, à des scientifiques intéressés par les progrès de cette discipline. 
L’abondance des matières, le rythme rapide des nouvelles contributions et 
les compétences limitées des auteurs ont cependant posé des bornes à l’en- 
semble des sujets traités. 

Si l’on veut bien admettre ces limites, nous avons cependant tenté de 
décrire les fondements de la théorie euclidienne des champs, reposant sur 
l’usage des intégrales de chemins de Feynman et concrètement réalisée à 
travers les modèles statistiques qui utilisent un réseau discret, dont le pa- 
radigme est le modèle d’Ising. Ce point de vue permet d’attribuer un sens 
global aux quantités physiques, d’étudier des régimes de couplage fort, sug- 
gère l’existence de transitions de phases et montre le rôle du groupe de 
renormalisation agissant comme filtre des propriétés universelles au voisi- 
nage des théories critiques continues. 
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Le premier volume est consacré pour l’essentiel à l’illustration de ces 
thèmes. I1 s’ouvre par une étude des chemins aléatoires et leur relation avec 
les champs bosoniques, et introduit les intégrales fermioniques sur l’exemple 
du modèle d’Ising bidimensionnel. I1 expose la méthode du champ moyen, 
les propriétés relatives à l’invariance d’échelle, et illustre les idées de la 
renormalisation dans le cadre de la transition de Kosterlitz et Thouless du 
modèle des rotateurs. Un long chapitre est consacré à la théorie des transi- 
tions de phases continues à partir des idées de Wilson, où nous nous sommes 
appuyés sur les contributions de nos collègues E. Brézin, J.-C. Le Guillou et 
J. Zinn-Justin. C’est encore à Wilson qu’on doit la formulation des théories 
de champs de jauge sur réseau et leurs applications à la chromodynamique 
et au confinement dont la présentation clôt la première partie. 

Le second volume est plus éclectique. On y trouve d’abord des indi- 
cations sur les développements de haute ou basse température et les ap- 
plications des simulations numériques de Monte Carlo, en particulier à la 
chromodynamique. Un copieux chapitre décrit les résultats récents con- 
cernant les systèmes critiques bidimensionnels, dans le cadre des théories 
conformes, qui servent aussi d’outil à la théorie des cordes quantiques. Nous 
discutons ensuite les applications de l’intégration fermionique à des systèmes 
désordonnés simples. Enfin le dernier chapitre expose quelques résultats de 
géométrie aléatoire et introduit l’étude des surfaces fluctuantes. 

Dans la première partie, au risque de répétitions, nous nous sommes 
efforcés de présenter le sujet de manière aussi élémentaire que possible. 
Nous ne supposons du lecteur qu’une certaine familiarité avec la notion de 
poids statistique de Gibbs, ainsi qu’avec la représentation des amplitudes de 
transition quantiques comme superpositions relatives à toutes les évolutions 
possibles, affectées d’un poids exponentiel dans l’action. C’est précisément 
ce parallélisme qui est à la source des convergences évoquées précédemment. 

Le choix des sujets traités et les nombreuses omissions reflètent les in- 
térêts des auteurs et leurs préoccupations. Nous ne sommes que trop cons- 
cients de nombreuses lacunes dont la liste serait à l’origine d’un texte encore 
plus volumineux. I1 est quelque peu dangereux de vouloir systématiser ce 
que l’on a cru comprendre sans laisser percer de-ci de-là des ignorances. I1 
est bon de comprendre .A quel point la recherche débouche sur des problèmes 
ouverts, des questions en suspens, des interrogations. Comprendre nécessite 
le plus souvent que l’ori reprenne la plume, que l’on retrace les étapes d’un 
raisonnement, que l’on refasse un calcul, que d’une façon générale on ne se 
satisfasse jamais de ce ‘que l’on trouve écrit ou dit ici et là. 

Malgré tous nos efforts, et ils s’étalent hélas sur une trop longue pé- 
riode, il nous a été difficile, voire impossible, de polir suffisamment notre 
texte pour éviter les no tations conflictuelles, fruit de l’usage, les erreurs ma- 
térielles, voire les erreurs tout court. Comme il est rituel, nous invitons le 
lecteur patient à les redresser et à nous en faire part. Nous espérons cepen- 
dant que ces défauts inévitables ne nuisent pas trop à la compréhension de 
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l’ouvrage, même si une quantité change parfois de symbole de chapitre en 
chapitre, ou si la même lettre désigne dans des paragraphes voisins deux 
entités distinctes. 

Nous avons inclus des passages en petits caractères, concernant des 
compléments, des explications et quelquefois des exercices, le plus souvent 
résolus. En outre, quelques appendices constituent de (trop) brefs résumés 
de sujets qu’il n’était pas possible de présenter en détail. Enfin des notes 
bibliographiques complètent chacun des chapitres et sont destinées à indi- 
quer nos sources, fournir des jalons, et surtout à encourager le lecteur à 
poursuivre son étude dans les articles originaux ou de revue. Ces notes sont 
évidemment très incomplètes. 

Parmi les textes qui servent de références, figurent bien entendu ceux 
de la série publiée par C. Domb et M.S. Green, et maintenant J. Lebowitz, 
intitulée Phase Transitions and Critical Phenomena, publiée par Academic 
Press (New York). En ce qui concerne la mécanique statistique, citons K. 
Huang, Statistical Mechanics, J. Wiley and Sons, New York (1963), H.E. 
Stanley Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena, Oxford 
University Press (1971), S.K. Ma Modern Theory of Critical Phenomena, 
Benjamin New York (1976) et Statistical Mechanics, World Scientific, Sin- 
gapour (1985), D.J. Amit Field Theory, the Renormalization Group and 
Critical Phenomena, World Scientific, Singapour (1984). 

Tandis que nous préparions cette édition sont venus s’ajouter plusieurs 
ouvrages traitant des mêmes sujets. I1 s’agit tout d’abord du livre de M. 
Le Bellac Des phénomènes critiques aux champs de jauge, une introduction 
aux méthodes et aux applications de la théorie quantique des champs, publié 
dans la même collection par InterEditions, Editions du CNRS Paris (1988) 
et de ceux de G. Parisi Statistical Field Theory, Addison Wesley, New York 
(1988) et S. Polyakov Gauge Fields and Strings, Harwood (1988). Enfin un 
traité de J .  Zinn-Justin devrait paraître sous peu. 

La référence classique où 1,011 trouve un traitement des intégrales de 
chemins est R.P. Feynman et A.R. Hibbs Quantum Mechanics and Path 
Integrals, Mc Graw Hill, New York (1965). Des aspects variés sont discu- 
tés dans C. Itzykson et J.-B. Zuber Quantum Field Theory, Mc Graw Hill, 
New York (1980), P. Ramond Field Theory, A Modern Primer, Benjamin, 
Cummings, Reading, Mass. (1981), J. Glimm et A. Jaffe Quantum Physics, 
Springer, New York (1981). De nombreux progrès récents de la théorie des 
champs qui n’ont pas trouvé place dans notre traitement sont présentés 
dans S. Coleman Aspects of Symmetry, Cambridge University Press (1985), 
S. Treiman, R. Jackiw, B. Zumino et E. Witten Current Algebra and Ano- 
malies, World Scientific, Singapour (1985). Pour s’initier aux systèmes inté- 
grables, on consultera R. Baxter Exactly Solved Models in Statistical Mecha- 
nics, Academic Press, New York (1982) et M. Gaudin La Fonction d’Onde 
de Bethe, Masson, Paris (1983). Bien entendu cette liste n’est qu’indicative 
et 1’01.1 trouve de nombreuses autres références dans les notes. 
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maintenir une langue scientifique vivante. 

Saclay, Février 1989 

Avertissement 
Dans cet ouvrage, nous avons utilisé les notations internationales. Ainsi, 

les nombres décimaux ont un point décimal plutôt qu’une virgule, In repré- 
sente le logarithme népérien, tan la tangente, sinh, cosh, tanh les lignes 
hyperboliques, etc. 



CHAPITRE VI1 

METHODES DIAGRAMMATIQUES 

Ce chapitre est consacré aux aspects techniques de divers développe- 
ments déjà rencontrés dans le premier volume. Nous examinerons surtout 
ceux qui sont reliés à la formulation des modèles sur réseau, à haute ou 
basse température, ou à couplage fort. Nous n’explorerons pas de façon très. 
approfondie le vaste domaine de la théorie des graphes, mais nous don- 
nerons plutôt des exemples empruntés aux modèles les plus courants. I1 
existe cependant de nombreux traits communs de nature topologique qui 
sont manifestes dans des développements variés. I1 est bon de les souligner 
malgré le caractère en apparence élémentaire des procédures employées. 

1. Techniques générales 

1.1 Définitions et notations 

Un graphe étiqueté Ç est une collection de v éléments d’un ensemble 
d’indices et de 1 paires de ces éléments, avec des répétitions possibles (liens 
multiples). Nous utiliserons aussi le mot diagramme au lieu de graphe. Cet 
objet abstrait sera représenté par le dessin de v points (ou sommets) reliés 
par 1 lignes. A chaque sommet est associé la valeur de son indice. 

Suivant le problème considéré, on ne retiendra qu’une partie de l’en- 
semble de tous les graphes possibles. A chacun de ces graphes admissibles, 
on fait correspondre un poids w( l ; )  (nombre réel ou complexe) par un en- 
semble de règles. On veut évaluer la somme des poids de tous les graphes 
admissibles. 

Parmi les restrictions que 1,011 sera amené à considérer, citons 

indice, 

plus (le graphe de la figure l(a) n’est pas simple). 

(i) la contrainte d’exclusion qui interdit à deux sommets de porter le même 

(ii) la simplicité, lorsque deux sommets ne sont reliés que par une ligne au 

Par exemple, la série de haute température de la fonction de partition 
du modèle d’king 
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k z r l :  (4 El ( b )  

Figure 1 : ( u )  Un graphe étiqueté. ( b )  Le graphe libre correspondant. 

est représentée par des jraphes associés à chacun des termes du développement 
du produit, caractérisés par un ensemble d’entiers {nzJ}.  Le graphe sera 
constitué de nz3 lignes joignant les points i et j. Les points isolés ne seront 
pas dessinés. La sommation terme à terme sur les configurations {uz = kl} 
revient à retenir les termes où chaque u, n’apparaît qu’à une puissance paire. 
Ainsi les graphes admissibles sont déterminés par les conditions suivantes 

(i) une ligne ne peul joindre que deux points indexés par des sites voisins 
(le graphe est dessiné sur le réseau) 

(ii) le nombre de lignes incidentes en chaque sommet est pair 
(iii) deux sommets distincts ont des indices distincts (contrainte d’exclusion). 

Le poids associé est évalué en attribuant un facteur p à chaque ligne et en 
divisant le résultat par n nzJ! ,  ordre du groupe de symétrie du graphe 
par échange de ses lignes. 

( 2 - 3 )  

Nous avions aussi écrit 

qui conduit à un autre développement pour Z/(cosh@)N. Dans ce cas, les 
graphes doivent être siinples, et leur poids est calculé en attribuant un facteur 
tanh B à chaque ligne. Les deux développements ont chacun leur intérêt et sont 
utilisés concurremment,. 

Deux graphes sont isomorphes s’il existe une correspondance bi-uni- 
voque entre leurs éléments, telle que deux lignes homologues joignent des 
points homologues. Ils lie different donc que par la valeur des indices des 
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sommets. Cet isomorphisme est une relation d’équivalence, et les classes. 
correspondantes, notées G, sont appelées graphes libres. Leur représentation 
(figure l(b)) ne comporte plus d’indices. Conventionnellement, le poids w(G) 
du graphe libre G est la moyenne des poids de tous les graphes isomorphes 
correspondants. Appelons nombre de configurations n(G) d’un graphe libre 
G le nombre des graphes étiquetés correspondants; on a alors 

Cette notion est particulièrement utile lorsque le poids d’un graphe ne 
dépend pas de ses indices, puisque les règles de calcul des poids des graphes 
étiquetés s’étendent immédiatement aux graphes libres. Cependant, son 
principal intérêt est de séparer l’influence du modèle ou du type de modèle 
considéré (évaluation de w ( G ) )  des contraintes dues à la géométrie du 
réseau (dont dépend n(G)) .  Les sections 2 et 3 de ce chapitre traitent 
successivement ces deux problèmes. 

Les graphes ainsi introduits peuvent être généralisés dans diverses direc- 
tions. Ainsi, 
(i) on peut considérer plusieurs types de sommets, 
(ii) les lignes peuvent être orientées, 
(iii) une modification plus profonde consiste à étendre ces graphes unidimen- 
sionnels (collection de points de dimension O et de lignes de dimension 1) à 
des dimensions supérieures (dimension 2 pour les théories de jauge); 
(iv) enfin les indices peuvent être composés, et une ligne pourra en porter à 
ses extrémités. 

Cette liste n’est qu’indicative des extensions possibles. 

Nous aurons besoin dans certaines applications (en particulier pour 
l’estimation des fonctions de corrélations) de conserver un indice sur un 
ou plusieurs sommets. Les classes de graphes isomorphes respectant cette 
contrainte sont appelées graphes avec racines. 

Deux sommets x ,  y d’un graphe G sont liés s’il existe un chemin 
les joignant, c’est-à-dire une suite de liens du graphe 521,  2 1 2 2 ,  ..., z,y. 
On définit ainsi une relation d’équivalence entre sommets, et les classes 
correspondantes permettent de séparer le graphe en parties connexes. Un 
graphe connexe n’a qu’une seule partie connexe. 

I1 peut exister sur un graphe des cycles (x1,x2, ..., x,, X I ) ,  c’est-à-dire 
des chemins fermés passant par n points distincts. Un graphe connexe sans 
cycle est un arbre (figure 2(a) ) .  Le nombre de boucles d’un graphe est le 
nombre minimal de lignes qu’il faut ôter pour qu’il devienne un arbre (figure 

Un point d’articulation (figure 2(c)) est tel que sa suppression (ainsi 
que celle des lignes qui lui sont incidentes) augmente le nombre de parties 
connexes du graphe. C’est donc un point de passage obligé pour les chemins 

W)). 
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Figure 2 : (a )  Un arbre. ( b )  Un graphe à quatre boucles. ( c )  Un graphe 
à deux points d’articulakion. (d )  Un graphe multiplement connexe. 

joignant certaines paires de points. En particulier, tous les sommets non 
terminaux d’un arbre sont des points d’articulation. Un graphe sans points 
d’articulation (figure 2i:d)) est appelé graphe multiplement connexe; deux 
quelconques de ses sommets sont sur un cycle et peuvent donc être reliés 
par deux chemins totalement distincts au moins. 

Appelant 
v k ,  le nombre de sommets d’où partent k lignes 
v = Ck v k ,  le nombre total de sommets 
I, le nombre de lignes 
b, le nombre de boucles 
c,  le nombre de pa:rties connexes d’un graphe 

nous avons la relation 
21 = kvk 

k 

En effet, puisque chaque lien joint deux sommets, la somme des sommets 
pondérée par le nombre de liens incidents est égale à deux fois le nombre de 
liens. Par ailleurs, la relation d’Euler 

v + b = c + Z  (5) 

s’obtient par récurrence, en supprimant une à une les lignes du graphe 
jusqu’à obtention de u points isolés. A chaque étape, ou bien on diminue le 
nombre de boucles d’une unité, ou bien on augmente le nombre de parties 
connexes. 

(i) Calculer exp icitement jusqu’à l’ordre 4 la fonction de partition du 
modèle d’king sur un réseau hypercubique à d dimensions. 

Les graphes libres admissibles ayant au plus 4 lignes sont représentés 
sur la figure 3. Leurs nombres de configurations, calculés pour un  réseau fini 
de N points avec conditions aux limites périodiques, sont respectivement N d ,  
N d ,  Nd(2d - l),  $Nd(d  - 1) et $ N d ( N d  - 4d + 1). En tenant compte du 
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préfacteur de symétrie, les poids correspondants sont $pZ, &O4, $p4, p4, 
aB4. La sommation de ces différentes contributions conduit à 

2 = 1 + $Nd,B2 + [ $ N d ( 6 d  - 7 )  + i N 2 d 2 ]  B4 + 0 ( B 6 )  

A cet ordre, il est facile de vérifier l’extensivité de l’énergie libre. L’expression 

F I n 2  
- -  - $dp2 + k d ( 6 d  - 7)p4 + u(f’) N N N  

est en effet indépendante de N .  

( a )  ( b )  (cl  (4 
Figure 3 : Graphes du modèle d’king jusqu’à l’ordre ,û4. 

Notons qu’il était plus rapide d’utiliser le développement en tanh p. En 
vertu de la contrainte de simplicité, seul le graphe de la figure 3 ( d )  donne une 
contribution non nulle, ce qui conduit à la formule suivante, équivalente à ( 6 )  
dans un développement à l’ordre ,û4 

Z = (cosh /3)Nd[l 1- i N d ( d  - 1) tanh4 ,û + 0(tanh6 a)] 

Cette contrainte est donc bien utile dans ce cas pour réduire le nombre de 
graphes, qui prolifèrent rapidement avec l’ordre. Les sous-sections suivantes 
étudient d’autres techniques de réduction. 

(ii) Théorème de Kirchoff. Les définitions précédentes nous permettent 
de rappeler un théorème dû à Kirchoff, donnant le nombre d’arbres distincts 
tracés sur  un graphe connexe et joignant tous les sommets. Associons à un 
graphe connexe G sa matrice d’incidence A (qui est l’équivalent topologique du 
laplacien). Sur la diagonale principale, (-A)%i est le nombre de liens incidents 
au sommet i, alors quc (-A)Lj est l’opposé du nombre de liens joignant les 
sommets (distincts) i et j. Comme la somme des éléments de chaque ligne 
ou colonne est nulle, det(-A) s’annule. Cela correspond à l’existence d’un 
mode nul, unique car le graphe est conncxe. Le théorème stipule que tout 
mineur principal (c’est-à-dire ( - l ) i + J  fois le déterminant de la matrice où l’on 
a supprimé la i-iènie ligne et la 1-ièrne colonric) est égal au nombre d’arbres 
recherché. 

Le vecteur propre corrcspondant à l’unique mode nul a toutes ses compo- 
le mirieur principal de l’élément ij (avec son signe). santes égales. Soit 

Puisque 
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tous les Mkj ,  à IC fixi, sont égaux. Comme la matrice est symétrique, on en 
déduit que le résultat s’étend à toute valeur de k, tout mineur étant égal à 
la même valeur M .  I1 nous suffit donc d’évaluer M = M i l .  Soit v le nombre 
de sommets et f? 2 v - 1 le nombre de liens. Introduisons la matrice Lai de 
dimension 1 x v, où CI indexe les liens et i les sommets, après avoir orienté 
arbitrairement chaque lien, en posant 

+1 

-1 

O 

si le lien a part du sommet i 

si le lien a arrive au sommet i 

si le lien a n’est pas incident au sommet i 

On a alors (-A) = L??L. Appelons L’ la matrice déduite de L en supprimant 
sa première colonne, de telle sorte que 

où la sommation porte sur toutes les matrices La,...û., d’ordre (v - 1) x (v - 1) 
obtenues en choisissant v - 1 lignes de L’. Chaque terme de la somme est de 
la forme (detLkz..,a,,;2, et n’est non nul que si l’application i + a; associe à 
chaque sommet i = 2,  ..., v un lien incident. Dans ce cas, la matrice Laz ,,,Qu 

ne diffère d’une matrice de permutation que par le fait que ses éléments sont 
*1 plutôt que +l. I1 s’ensuit que (detLa,,,,,v)2 vaut 1, et que la matrice est 
en correspondance bi-univoque avec un arbre. On a ainsi prouvé le théorème 
de Kirchoff. Cette interprétation topologique du laplacien se révèle utile dans 
les problèmes de percolation et de polymères. Nous en verrons une application 
au chapitre XI. 

1.2 Graphes connexes et cumulants 

La propriété fondamentale d’exponentiation se fonde sur les conditions 

(i) Le graphe vide (sans point, ni ligne) est admissible, et son poids est 
égal à 1; il a c = O parties connexes et n’est donc pas connexe (e # 1). 
(ii) Toute juxtaposition d’éléments de graphes admissibles est un 
graphe admissible. 
(iii) Le poids d’un graphe est égal au produit des poids de ses parties 
connexes. 
Sous ces hypothè:jes, la somme des poids des graphes est égale à 

suivant es: 

l’exponentielle de celle des graphes connexes. 
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La contrainte d’exclusion est incompatible avec la condition (ii). On 
vérifiera sans peine que dans ce cas la proposition précédente appliquée telle 
quelle est inexacte en prenant pour exemple le modèle d’king à l’ordre B4. 
Nous montrerons dans cette sous-section comment tourner cette difficulté et 
construire un développement pour l’énergie libre. 

La démonstration tient en quelques lignes. Un graphe quelconque sera 
construit en choisissant indépendamment et successivement ses c parties 
connexes ...Çc d’après la première condition. L’ordre dans lequel ce choix 
est fait étant indifférent, chaque graphe est ainsi obtenu exactement c! fois. 
Utilisant la propriété de factorisation et sommant sur le nombre c de parties 
connexes 

on reconnaît dans le membre de droite de cette relation l’exponentielle 
annoncée, soit 

Bien que dans la pratique, il ne soit pas toujours indispensable de se ser- 
vir de ce résultat, la propriété d’exponentiation est d’une importance capi- 
tale : les calculs de quantités extensives, de comportements asymptotiques, 
de longueurs de corrélation, d’effets de bord reposent sur une proprieté 
d’exponentiation. Nous avons vu que la contrainte d’exclusion, fréquem- 
ment rencontrée, l’invalide. Cependant , un simple changement des règles 
diagrammatiques, connu sous le nom de méthode des cumulants, permet de 
rétablir la propriété. 

Supposons donc qu’il existe un autre ensemble de règles n’obéissant, 
pas à la contrainte d’exclusion. Nous en différencierons les graphes en 
représentant les sommets par des cercles plutôt que des points noirs. Un 
nouveau graphe représente une partie de la contribution de l’ancien graphe 
obtenu en fusionnant les sommets portant le même indice. Si l’on veut 
que le nouveau développement conduise au même résultat, on obtiendra 
un système de contraintes que l’on peut écrire symboliquement 
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