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Avant-propos

Présentation générale. Cet ouvrage de la collection Méthodes et exercices traite de l’intégra-
lité du programme de physique et de chimie des filières PT, PT* et
TSI-2. Le programme de TSI est strictement inclus dans celui de PT,
les chapitres et paragraphes du programme de PT et hors programme

TSI sont mentionnés par l’encadré PT . Chacun des 17 chapitres est
divisé en quatre parties (le chapitre 18 est un formulaire de mathéma-
tiques).

Les méthodes à retenir : chaque chapitre commence par plusieurs
fiches structurées avec des rappels de cours synthétiques, des
méthodes de raisonnement ou de calcul, un exemple complet
et un renvoi aux exercices concernés.

Énoncés des exercices : des énoncés d’exercices d’application du
cours et de nombreux exercices inspirés d’écrits et d’oraux de
concours sont proposés. Ils sont affectés d’un niveau de diffi-
culté, de 1 à 4.

Du mal à démarrer ? : des indications de méthode ou de calcul sont
données à l’image de celles qui seraient données en colle ou à
l’oral des concours.

Corrigés des exercices : les solutions détaillées sont entièrement ré-
digées.

Conseils de travail. Nous vous encourageons à adopter une discipline de travail rigou-
reuse. Vous ne devez jamais oublier que c’est en faisant qu’on
apprend. Lire un énoncé puis son corrigé est absolument contre-
productif, et même si vous avez l’impression de « tout comprendre »
(ce qui est flatteur pour le rédacteur de la solution !), vous n’appren-
drez presque rien, et surtout vous ne retiendrez rien. Un exercice
est fait pour être cherché, longuement, avec application, puis rédigé
complètement, applications numériques, commentaires et conclu-
sions compris. Si vous ne trouvez pas la réponse, cherchez encore.
Si vous ne trouvez toujours pas, reportez-vous à la fiche méthode et
réessayez en profitant des rappels et conseils qui y sont donnés. Si
vous ne trouvez toujours pas, reportez-vous à l’aide donnée dans la
rubrique « Du mal à démarrer ? ». Si vous n’avez que partiellement
trouvé, laissez-vous un peu de temps encore, une nuit de repos, et
cherchez encore le lendemain, c’est souvent profitable. Enfin, vous
pouvez consulter le corrigé, sans oublier qu’avoir réellement com-
pris une solution, c’est être capable une heure, une semaine ou un
an après, de la restituer.
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À propos du choix d’exercices. Les exercices ont été choisis pour couvrir tout le programme, et
tous les styles : certains sont calculatoires, d’autres plus qualitatifs,
d’autres encore à forte composante documentaire (c’est alors men-
tionné dans le titre) avec une volonté dans cet ouvrage de proposer
beaucoup de lectures graphiques (schémas, diagrammes, cartes de
champ, de potentiel). Certains exercices qui demandent une initia-
tive particulière de modélisation, de choix d’hypothèses, d’organisa-
tion du raisonnement, sont estampillés « résolution de problème ».

Quelques données plus techniques. • Les grandeurs complexes sont soulignées, les grandeurs vecto-
rielles surmontées d’une flèche, les vecteurs unitaires notés �u.

• L’imaginaire pur est noté i en électromagnétisme dans l’étude des
ondes, et j dans les chapitres d’électricité pour éviter la confusion
avec l’intensité.

• Nous avons délibérément omis de fournir les lois d’analyse vecto-
rielle dans le corps des exercices, afin d’éviter de donner une in-
dication trop précise. Nous avons ainsi respecté la convention de
l’écrit des concours, où la liste des formules utiles est toujours don-
née avant ou après l’énoncé.

• Un formulaire de mathématiques utiles à la physique est proposé
à la fin de l’ouvrage.

• Il en est de même pour les formules de trigonométrie et les élé-
ments différentiels de longueur, de surface et de volume pour les
intégrales spatiales.

• Un index complet est proposé à la toute fin de ce livre.

En guise de conclusion. Nous espérons que cet ouvrage vous aidera à réussir le mieux possible
les épreuves de physique des concours et nous vous souhaitons bon
courage pour votre travail.

x



Première partie

Thermodynamique et mécanique des fluides





CHAPITRE 11
Particule de fluide,
statique des fluides

Thèmes abordés dans les exercices

⋄ Particule de fluide.
⋄ Champ de vitesses, carte de champ.
⋄ Force volumique de pression.
⋄ Force surfacique de viscosité.
⋄ Statique des fluides.
⋄ PT Résultante de forces de pression.

Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

⋄ Décrire le mouvement d’un fluide.
⋄ Exprimer les actions de contact sur la particule de fluide.
⋄ Résoudre un problème de statique des fluides.
⋄ PT Calculer la résultante des forces de pression sur une surface.
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

Les méthodes à retenir

Décrire le mouvement d’un fluide. Le mouvement d’un fluide est décrit par le champ eulérien des vi-
tesses : en tout point M de l’espace (de coordonnées fixes), �v(M, t)
est la vitesse de la particule de fluide qui passe par M à la date t . L’ana-
lyse d’une carte de courant permet d’identifier quelques propriétés
remarquables de l’écoulement. Voici les axes d’étude.

a) Le vecteur vitesse est tangent en tout point d’une ligne de cou-
rant.

b) La réunion des lignes de courant qui passent par les points d’un
lacet (ligne fermée) forme un tube de courant.

c) Si le débit sortant d’une surface fermée est non nul, alors l’écoule-
ment est divergent.

d) Si la circulation du vecteur vitesse le long d’un lacet (ligne fermée)
est non nulle, alors l’écoulement est rotationnel.

e) Si les variations spatiales en direction de la vitesse sont très faibles,
alors les lignes de courant sont sensiblement parallèles les unes
aux autres, les tranches de fluide sont comme des lames qui
glissent les unes sur les autres et l’écoulement est laminaire. Si
les variations spatiales en direction de la vitesse sont très fortes,
alors les lignes de courant sont très sinueuses et l’écoulement est
turbulent.

v

a) ligne de courant b) tube de courant

c) écoulements divergents d) écoulements rotationnels

e) écoulements laminaires écoulement turbulent

4



Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

Exemple :

L’écoulement suivant

lacet

boîte

est à la fois
• divergent car le débit volumique sortant de la boîte est
positif
• rotationnel car la circulation le long du lacet orienté est
négative.

�→ Exercices 1.1, 1.2, 1.3.

Exprimer les actions de contact sur la
particule de fluide.

Une particule de fluide de masse volumique µ et de volume dτ est
soumise à un ensemble d’actions à distance, son poids en particu-
lier µdτ�g . Les forces de contact s’exercent sur les facettes qui la déli-
mitent. On définit l’axe y perpendiculairement à la facette plane de
séparation entre la particule d’ordonnée y et sa voisine d’ordonnée
y +d y . La particule supérieure appuie et glisse sur la particule infé-
rieure, en exerçant sur elle une force possédant une composante nor-

male
−→
dFN et une composante tangentielle

−→
dFT.

dF

dF

y

y+dy v(y+dy)

v(y)
T

Nx

y

• La force normale est une force de pression
−→
dFP =−P ·dS�n avec �n =

�uy où P est la pression exprimée en Pascal (Pa = N ·m−2).

• La force tangentielle est une force de viscosité
−→
dFT = η

∂vy

∂y
·dS�ux

où η est la viscosité dynamique exprimée en Poiseuille
(Pℓ= kg ·m−1 ·s−1).

La résultante des forces de pression et de viscosité sur la particule de
fluide est proportionnelle à son volume dτ. Dans le cas d’un fluide
soumis au seul champ de pesanteur, la résultante des forces de pres-
sion s’écrit

−→
dFP =−

−−−→
grad P ·dτ avec

−−−→
grad P =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂P
∂x
∂P
∂y
∂P
∂z
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

Exemple :

Un écoulement a pour champs de vitesse et de pression

�v(x, y, z, t) = V0
z2

a2
�ux et P(x, y, z, t) = P0 +µg (a − z)

Soit une particule de fluide définie par

[x, x +d x]× [y, y +d y]× [z, z +d z]

Son volume est dτ = d x ·d y ·d z. La résultante des forces
de pression sur ses faces inférieure et supérieure est

d�FP =−
−−−→
grad P ·dτ donc

d�FP

dτ
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− ∂P
∂x

= 0
− ∂P

∂y
= 0

− ∂P
∂z

=µg

=−µ�g

La résultante des forces de viscosité sur ses faces inférieure
et supérieure est

d�FT = η
∂vx

∂z
(x, y, z +d z) ·d x ·d y�ux −η

∂vx

∂z
(x, y) ·d x ·d y�ux

soit d�FT = ηd xd y�ux ·
[

2V0(z +d z)

a2
−

2V0 z

a2

]

donc
d�FT

dτ
=

2ηV0

a2
�ux

�→ Exercice 1.4.

Résoudre un problème de statique des
fluides.

En statique des fluides, les forces de viscosité sont nulles et la somme
des forces sur la particule de fluide est nulle. Dans le cas particulier
où la seule force à distance est le poids, la loi de la statique des fluides
s’écrit

µ�g −
−−−→
grad P =�0 soit

dP

d z
=−µg

où z est l’axe vertical dirigé vers le haut. Cette équation s’intègre dans
différents cas de figure selon les hypothèses sur le fluide et sa masse
volumique µ ou sur l’évolution de g avec l’altitude. Souvent, l’équa-
tion en P(z) obtenue est du type « à variables séparables », et on l’in-
tègre membre à membre entre une altitude où on connaît la pression
et l’altitude z.

6



Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

Exemple :

• Pour un fluide incompressible, dans le champ de pesan-
teur uniforme, on en déduit la loi de l’hydrostatique :

P(z) = P0 +µg z

où P0 est la pression à la surface du liquide (z = 0) et l’axe
des z orienté vers le bas.
• En assimilant l’atmosphère à un gaz parfait isotherme de
masse molaire M à la température T, et en négligeant les
variations de g avec l’altitude, on obtient le système sui-
vant

{

dP
d z

=−µg

PM =µRT
donc

dP

P
=−

Mg

RT
d z

En notant P0 la pression au niveau de la mer en z = 0, il
vient

∫z

0

dP

P
=−

Mg

RT

∫z

0
d z

soit [ln P]z
0 =−

Mg

RT
[z]z

0

soit ln P(z)− lnP0 =−
Mg

RT
z

donc P(z) = P0e− Mg z

RT

�→ Exercices 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11.

PT Calculer la résultante des forces de
pression sur une surface.

En statique des fluides, la paroi d’un réservoir est soumise à un en-
semble de forces de pression réparties sur toute la surface dont on
cherche à déterminer la résultante �R. Comme la pression n’est pas
nécessairement uniforme, et que la surface n’est pas nécessairement
plane, la loi naïve identifiant la force au produit de la pression par la
surface est fausse en général, et nécessite un calcul d’intégrale double.
Voici la démarche à suivre.
a) On choisit les variables d’intégration
• (x, y) ou (y, z) ou (x, z) sur une surface plane
• (θ, z) sur une surface cylindrique
• (θ,ϕ) sur une surface sphérique.
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

b) On détermine les bornes de variation des deux variables.
c) En un point de la surface, on détermine la pression P, fonction des
deux variables, grâce à la loi de la statique des fluides.

d) On détermine le vecteur surface élémentaire
−→
dS orthogonal à la

surface, dirigé de la paroi vers le fluide :
• ±d xd y�uz ou ±d yd z�ux ou ±d xd z�uy sur une surface plane
• ±r dθd z�ur sur une surface cylindrique
• ±r sinθdθdϕ�ur sur une surface sphérique.
e) On utilise les symétries du problème pour déterminer a priori la
direction �u de la force résultante et on projette le vecteur surface sur

cette direction, soit dS =−
−→
dS ·�u.

f ) On calcule l’intégrale double sur la surface S de la paroi

R =
�

S
PdS et�R = R�u

Exemple :

La paroi d’un barrage est définie par (y, z) ∈ [0,D]× [0,H].
D’un côté (x < 0), la hauteur d’eau est H, de l’autre côté
(x > 0), elle vaut H

2 . La pression dans l’air est uniformément
égale à P0, on note µ la masse volumique de l’eau et g l’ac-
célération de la pesanteur.

O

y

x

z

H

a) Les variables d’intégration sont y et z.
b) Les bornes sont 0 et D pour y , 0 et H pour z.

8



Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

c) Par application de la loi de l’hydrostatique, la pression à
l’altitude z à gauche du barrage est P1(z) = P0 +µg (H− z)
et à droite P2(z) = P0 +µg

(

H
2 − z

)

si 0 ≤ z ≤ H
2 et P2(z) = P0

si H
2 ≤ z ≤ H.

d) Calculons la résultante �R1 des forces de pression à

gauche de la paroi. On a
−→
dS = −d yd z�ux (dirigé vers le

fluide).
e) Toutes les forces étant selon l’axe �ux , la résultante est
�R= R�ux et dS = d yd z.
f ) On en déduit

R1 =
∫D

y=0

∫H

z=0

(

P0 +µg (H− z)
)

d yd z

R1 =
[

y
]D

0

[

P0z +µg Hz −µg
z2

2

]H

0

R1 = P0HD+µg D
H2

2

donc�R1 =
[

P0HD+µg D
H2

2

]

�ux

De même, en intégrant sur les deux moitiés de la partie
droite de la paroi

�R2 =−P0
HD

2
�ux −

[

P0HD

2
+µg D

H2

8

]

�ux

et�R =�R1 +�R2 =
3µg DH2

8
�ux

�→ Exercices 1.12, 1.13.
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

Énoncés des exercices

1.1
Analyse d’écoulements

Les écoulements suivants sont-ils divergents et/ou rotationnels ?

a)

b)

1.2
Écoulement divergent et écoulement permanent

Le débit volumique sortant d’une surface fermée est non nul pour un écoulement
divergent. Décrire

a) un écoulement divergent permanent

b) un écoulement non permanent et non divergent.

1.3
Couche limite

Voici l’allure des lignes de courant au voisinage d’un pilier de pont.

On admet que la vitesse est nulle au contact de la paroi du pilier. La couche limite au
voisinage d’un obstacle est la zone dans laquelle les fluctuations spatiales du vecteur
vitesse sont importantes. Identifier

a) une couche limite laminaire

b) une couche limite turbulente

c) un point d’arrêt

10



Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

1.4
Estimation de la viscosité par analyse d’une carte de vitesses

Voici la carte du champ des vecteurs vitesse pour l’écoulement permanent d’un
fluide visqueux incompressible et homogène de masse volumique µ= 1500 kg ·m−3.

1 cm 0,1 m/s

Donner une estimation de la valeur numérique de sa viscosité en supposant la pres-
sion homogène dans tout le fluide et le poids négligeable devant la force de viscosité.

1.5
Hydrostatique et poussée d’Archimède

a) Un liquide incompressible de masse volumique constante et uniforme µ dans le
champ de pesanteur uniforme (�g =−g�uz ) a pour pression de surface P0 en z = 0.
Établir l’expression de P(z) (loi de l’hydrostatique).

b) Un solide cylindrique de hauteur H et de section S est immergé dans le liquide,
ses faces parallèles sont aux cotes respectives z0 < 0 et z0 −H. Déterminer la ré-
sultante des forces de pression sur le cylindre.

c) Vérifier l’identité de cette résultante à la poussée d’Archimède.

1.6
Équilibre à l’interface entre deux fluides

Un cylindre vertical de hauteur H et de masse volumique µ est placé à l’interface
entre deux fluides de masses volumiques µ1 (fluide inférieur) et µ2 (supérieur) avec
µ1 >µ2. Déterminer la position d’équilibre du cylindre en exprimant les hauteurs h1
et h2 des parties immergées dans les deux fluides.

(µ  )

(µ  )

(µ)

h

h

1

2

1

2

H

Justifier que cette flottaison à l’interface n’est possible que si µ1 >µ>µ2.
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

1.7
Équilibre de deux fluides dans un tube en U

On place dans un tube en U deux liquides non miscibles de masses volumiques
respectives µ1 et µ2 avec µ1 < µ2. Les deux extrémités sont ouvertes au contact de
l’air atmosphérique et on note H la hauteur de la colonne du fluide le moins dense.

h

H

µ

µ

1

2

Déterminer la différence h entre les niveaux libres des deux liquides.

1.8
Loi de l’atmosphère à gradient de température uniforme

On assimile l’atmosphère à un gaz parfait de masse molaire M, soumise à un champ
de gravitation uniforme g et de température variant avec l’altitude selon la loi
T(z) = T0 −Az . Déterminer le champ des pressions P(z) en notant P0 la pression au
sol.

1.9
Pression au cœur d’une planète

Une planète dépourvue d’atmosphère est assimilée à une sphère de rayon R, de
masse M et de masse volumique µ uniforme (magma liquide). Le champ de gravi-
tation est donné par la loi

g (r ) =
4

3
Gπµr

Déterminer la pression au centre de la planète en fonction de la constante de gravi-
tation G , de la masse M et du rayon R.

1.10
Atmosphère de Titan (analyse documentaire, ENSTIM 2008)

Dans le modèle de l’atmosphère polytropique, on suppose que la pression et la
masse volumique, à l’altitude z, du gaz qui la constitue vérifie la loi

P(z)µ−α(z) = P0µ
−α
0

avec P0 = P(0) et µ0 = µ(0). L’accélération de la pesanteur g est supposée uniforme,
le gaz est assimilé à un gaz parfait de masse molaire M, on note R la constante des
gaz parfaits.

12



Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

a) À quels cas particuliers correspondent α= 0 ? α= 1 ? α= γ= CP
CV

?

b) Pour α= 1, établir l’expression de P(z) en fonction de P0 et T0, pression et tempé-
rature en z = 0.

c) Même question pour α �= 1.

d) La sonde Huygens a traversé l’atmosphère de Titan, une des lunes de Saturne, en
janvier 2005. On donne ci-dessous l’allure du relevé de la pression (axe de gauche
en échelle logarithmique) et de la température (courbe) en fonction de l’altitude
(axe de droite en échelle linéaire pour z > 125 km). L’accélération de la pesanteur
est de l’ordre de g = 1,6 m ·s−2, et l’atmosphère est constituée à 95% de diazote
de masse molaire moléculaire MN2 = 28 g ·mol−1 et de 5% de méthane de masse

molaire moléculaire MCH4 = 16 g ·mol−1. Peut-on valider, dans un intervalle d’al-
titude, l’hypothèse d’atmosphère isotherme ? l’hypothèse d’atmosphère isentro-
pique (polytropique avec α= γ= 7

5 ) ?

2

10
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10
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1
10

0
10

0 50 100 150 200

10
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425

325
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50
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525
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1.11
Masse de l’atmosphère (résolution de problème)

La masse molaire moyenne de l’air est M = 29 ·10−3 kg ·mol−1. La constante des gaz
parfaits vaut R = 8,31 J ·K−1 ·mol−1, l’accélération de la pesanteur à basse altitude
est g ≃ 10 m ·s−2, la pression moyenne au niveau du sol est de l’ordre de 1,0 ·105 Pa,
le rayon terrestre est RT = 6,4 ·106 m et on prend l’hypothèse d’une atmosphère iso-
therme à T = 290 K. Estimer la masse totale de l’atmosphère.
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

1.12
PT Résultante des forces sur un barrage cylindrique

Le mur d’un barrage a la forme d’un arc de cylindre de rayon R, de hauteur h et
d’angle 2π

3 . Le paramétrage des points de cette paroi en coordonnées cylindriques
est :

r = R, θ ∈
[

−
π

3
,
π

3

]

et z ∈ [−h,0]

En amont du barrage, l’eau, fluide incompressible de masse volumique ρ, remplit la
vallée sur la totalité de la hauteur h. On note �g =−g�uz l’accélération de la pesanteur
et P0 la pression de l’air atmosphérique.

u z

u θu r
θ

OR

−h

u x

u y

θ

−π/3

π/3

a) Donner l’expression de la pression P(z).

b) Justifier que la résultante des forces de pression exercée par l’eau sur la paroi du
barrage s’écrit�F =−F�ux .

c) La force exercée sur l’élément de surface de largeur angulaire dθ et de hauteur dz

s’écrit d�F =−P(z)d�S. Exprimer la composante dFx selon �ux .

d) Calculer la résultante F.

e) De l’autre côté du barrage, il n’y a que de l’air à la pression atmosphérique P0. En
utilisant le résultat de la question précédente, et sans aucun calcul supplémen-
taire, donner l’expression de la force exercée par l’air sur le barrage et en déduire
la résultante des forces de pression, air et eau, sur le barrage. Calculer la valeur de
cette force en prenant h = 50 m et R= 300 m.

1.13
PT Résultante des forces de pression sur un dôme hémisphérique

Un dôme hémisphérique de rayon a est placé au fond d’une cuve contenant une hau-
teur H d’eau, fluide incompressible de masse volumique µ. L’air atmosphérique est
à la pression P0. Sous le dôme, une poche d’air à la même pression est emprisonnée.
Le dôme est donc soumis aux forces de pression de l’eau au dessus et à celles de l’air
de la poche en dessous. On cherche à déterminer la résultante �f de toutes ces forces
de pression par deux méthodes distinctes.

14



Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

a) Méthode intégrale. La surface du dôme est décrite en coordonnées sphériques
par r = a, ϕ∈ [0,2π] et θ ∈

[

0, π2
]

. Le vecteur surface élémentaire est

−→
dS = a2 sinθdθdϕ�ur

i) Déterminer la pression P(z) à l’altitude z dans l’eau.

ii) En déduire son expression P(θ) en fonction de θ et l’expression de la résul-
tante d�f = −d f �ur des forces de pression de l’air intérieur et de l’eau exté-
rieure sur l’élément de surface.

iii) Justifier que la résultante �f des forces de pression sur le dôme est selon �uz .
Donner l’expression de la projection −d fz de d�f sur cet axe.

iv) Par un calcul intégral, en déduire la résultante �f =− f �uz .

b) Superposition. Le dôme peut être considéré comme la différence entre le dôme
muni d’un couvercle de fond totalement immergé dans l’eau, pour lequel la loi
de la poussée d’Archimède s’applique, et ce couvercle plan sur lequel les forces
de pression de l’air et de l’eau sont faciles à exprimer. En déduire la résultante
�f =− f �uz .

Du mal à démarrer ?

1.1 On trace dans chaque cas une boîte fermée et un lacet et on

cherche si, respectivement, le débit sortant et la circulation asso-
ciés sont nuls ou pas.

1.2 De tels écoulements ne peuvent être associés qu’à des

fluides compressibles, on pourra chercher à les décrire en consi-
dérant des gaz parfaits dans des conduites cylindriques.

1.3 La description des particularités de l’écoulement permet de

les identifier très facilement. La notion de couche limite est fonda-
mentale pour les écoulements en présence d’obstacles et peut être
mémorisée.

1.4 Une exploitation poussée du graphe permet de déterminer

les vitesses des particules de fluide, d’en déduire le gradient de
ces vitesses, puis la durée du passage de la particule centrale de
la zone de gauche à la zone de droite, et d’en déduire son accé-
lération. L’application de la loi de la quantité de mouvement à
cette particule de fluide soumise aux forces de viscosité permet de
conclure.

1.5 Le fait que µ et g soient constants facilite l’intégration de

la loi de la statique des fluides entre la surface en z = 0 et la cote
z < 0. La résultante des forces de pression sur le cylindre se ra-
mène à la somme de ces forces sur les deux disques horizontaux.

1.6 Le cylindre est soumis à son poids et à l’équivalent des

poussées d’Archimède des deux portions immergées dans les deux
fluides.

1.7 On écrit l’égalité entre les pressions à l’interface entre les

deux liquides.

1.8 La conjugaison de la loi de la statique des fluides et de la loi

des gaz parfaits (en termes de masse volumique) donne, quand on

exprime la température avec la formule de l’énoncé, une équation
di�érentielle à variables séparables (z et P) qu’on intégre entre le
sol et l’altitude z .

1.9 En exprimant g (r ) dans la loi de la statique des �uides, on

obtient une équation di�érentielle en P(r ) qu’on intègre grâce à
la conditions aux limites P(R) = 0.

1.10 L’établissement des lois donnant P(z) dans les di�érents cas

se ramène à l’intégration de la loi de la statique des �uides cou-
plée à la loi polytropique. On pourra chercher sur le graphe • une
zone isotherme • une zone polytropique, en cherchant dans les
deux cas un pro�l particulier de température et en véri�ant si la
loi de pression est cohérente.

1.11 La faible épaisseur de l’atmosphère par rapport à son rayon

permet géométriquement de se ramener à un calcul d’intégrale
sur une forme cylindrique dont la surface est celle de la Terre et
de hauteur in�nie (ce qui ne pose pas de problème pour une forme
exponentielle).

1.12 La détermination du champ de pressions utilise la loi de l’hy-

drostatique, on utilise les symétries du problème pour déterminer
la direction de la résultante des forces de pression. On projette la
force élémentaire de pression sur cet axe avant de calculer l’inté-
grale.

1.13 La méthode intégrale est très guidée et purement calcula-

toire. La méthode de superposition utilise le fait que la loi de la
poussée d’Archimède peut être appliquée au dôme muni de son
couvercle plan, car lui est réellement immergé (au contact de l’eau
dessus et dessous). Il faut persévérer dans cet exercice jusqu’à ce
que les expressions obtenues par les deux méthodes soient rigou-
reusement identiques.
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

Corrigés des exercices

1.1

a) Le débit volumique sortant de la boîte (Ba) est négatif (le
volume de fluide entrant à gauche est supérieur à celui sor-
tant à droite). L’écoulement est donc divergent. La circu-
lation de la vitesse le long du lacet (Ca) est nulle. On peut
admettre que c’est le cas pour tout lacet et donc que l’écou-
lement est irrotationnel.

b) Le débit volumique sortant de la boîte (Bb) est nul (le vo-
lume de fluide entrant à gauche est égal à celui sortant à
droite). On peut admettre que c’est le cas pour toute boîte
et donc que l’écoulement est non divergent. La circulation
de la vitesse le long du lacet orienté (Cb) est positive dans
le sens de circulation choisi. L’écoulement est rotationnel.

(Ba)

(Ca)

(Cb)

(Bb)

1.2

a) En régime permanent, il peut paraître étonnant que le vo-
lume entrant ne soit pas égal au volume sortant d’une
boîte fermée. Mais la loi de Lavoisier atteste que ce n’est
pas le volume, mais la masse qui se conserve (et qui ne
peut donc ni être créée ni être perdue). Il suffit donc que
la masse volumique ne soit pas uniforme. Ainsi, dans une
tuyère d’échappement cylindrique, le gaz à forte pression
et à grande masse volumique entre à faible vitesse, il se dé-
tend, et sort à faible masse volumique et à forte vitesse. Le
débit volumique entrant n’est pas égal au débit volumique
sortant, mais le débit massique entrant est égal au débit
massique sortant (il en est de même à un péage autorou-
tier).

b) Imaginons de même une canalisation cylindrique dans la-
quelle la température T augmente au cours du temps. Un
gaz à température T0 constante entre à la vitesse v0 et à
la pression P0 et en sort à la température T(t), à la même
pression P0 et à la même vitesse v0. L’écoulement est donc
non divergent. Comme la pression est constante et la tem-
pérature augmente, la masse volumique du gaz sortant di-
minue au cours du temps, le débit massique sortant dimi-
nue au cours du temps alors que le débit massique entrant

reste constant. La masse de gaz à l’intérieur de la canali-
sation augmente donc au cours du temps (de la matière
s’accumule), on n’est donc pas en régime permanent.

1.3

couche limite laminaire

couche limite turbulente

point d’arrêt

1.4

Choisissons l’axe x horizontal, l’axe y vertical et l’axe z per-
pendiculaire à la figure. La particule de fluide étudiée est de
volume dτ = dx × b × dz avec b = 1 cm. Ses facettes supé-
rieure et inférieure ont une surface dS = dx ×dz. Sur la par-
tie gauche de la figure, la vitesse de la particule centrale est
vx (y) = 0,150 m ·s−1. Celle de la particule voisine supérieure
vx (y+b) = 0,250 m ·s−1 , celle de la particule voisine inférieure
vx (y −b) = 0,100 m ·s−1. Les dérivées de la composante hori-
zontale de la vitesse par rapport à y sont estimées sur les fa-
cettes supérieure et inférieure :







∂vx
∂y sup

≃ vx (y+b)−vx (y)
b

= 10 m ·s−1 ·m−1

∂vx

∂y inf
≃ vx (y−b)−vx (y)

b
=−5 m ·s−1 ·m−1

Par application de la formule du cours, les forces de viscosité
correspondantes sont

� −→
dFsup = η ·10 ·dxdz�ux−→
dFinf =−η ·5 ·dxdz�ux

L’accélération de la particule de fluide est estimée ainsi. À une
distance de ∆x = 5,5 cm sur la même ligne de courant, la vi-
tesse vaut 0,175 m ·s−1. Elle est donc peu différente de sa va-
leur initiale et on peut considérer que cette distance a été par-
courue en une durée proche de ∆t = ∆x

0,15 = 0,367 s. L’accéléra-
tion de la particule de fluide est donc estimée à

a =
dv

dt
≃

∆v

∆t
=

0,175−0,150

0,367
= 0,068 m ·s−2
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Particule de fluide, statique des fluides Chapitre 1

Par application de la loi de la quantité de mouvement à la par-
ticule de fluide :

µdτ�a =
−→
dFsup +

−→
dFinf donc

µbdxdz ·0,068 = η ·10 ·dxdz −η ·5 ·dxdz

et η=
0,068µb

5
= 0,20 Pℓ

1.5

a) La loi de la statique des fluides s’écrit

−
−−−→
grad P+µ�g =�0 soit











−∂P
∂x

= 0

− ∂P
∂y

= 0

− ∂P
∂z

−µg = 0

donc P ne dépend que de z et

dP(z)

dz
=−µg donc P(z) =−µg z +K

et la condition aux limites donne

P0 = 0+K donc P(z) = P0 −µg z

b) La résultante des forces de pression sur la face latérale du
cylindre est nulle car le dispositif est symétrique par rap-
port à tout plan passant par l’axe du cylindre. Les pressions
sur les faces planes supérieure et inférieure du cylindre
sont

�

P(z0) = P0 −µg z0
P(z0 −H) = P0 −µg (z0 −H)

On en déduit la résultante des forces de pression

�F =−
�

P0 −µg z0
�

S�uz +
�

P0 −µg (z0 −H)
�

S�uz

soit�F =µSHg�uz

c) SH est le volume du cylindre, donc celui du fluide déplacé,
µSH est donc la masse du fluide déplacé, et�F est l’opposé
du poids de volume du fluide déplacé, c’est donc bien la
poussée d’Archimède.

1.6

Le cylindre est à l’équilibre sous l’action de son poids et des
poussées d’Archimède qui s’exercent sur ses deux parties. En
notant S sa section :

−µSHg +µ1Sh1g +µ2Sh2g = 0

avec h1 +h2 = H donc

h1 =
µ−µ2

µ1 −µ2
·H

Le cylindre est à l’interface si 0 < h1 < H soit si 0 < µ−µ2
µ1−µ2

< 1.

Or µ1 >µ2 donc la double inégalité s’écrit

0 <µ−µ2 <µ1 −µ2 donc µ2 <µ<µ1

1.7

Il y a égalité entre les pressions à l’interface entre les deux
fluides. Par application de la loi de l’hydrostatique dans les
deux colonnes

P0 +µ1gH = P0 +µ2gh donc h =
µ1

µ2
H

1.8

On associe la loi de la statique des fluides en projection sur
l’axe vertical et la loi des gaz parfaits

�

dP(z)
d z

=−µ(z)g

P(z)M =µ(z)RT(z)
donc

dP(z)

dz
=−

P(z)Mg

R(T0 −Az)

soit
dP(z)

P(z)
=−

Mgdz

R(T0 −Az)

On intégre cette équation à variables séparables entre
(z = 0,P0) et (z,P(z)) :

�z

0

dP(z)

P(z)
=

Mg

AR

�z

0

−Adz

−Az +T0

donc [lnP(z)− ln P0]=
Mg

AR
[ln(−Az +T0)− ln T0]

soit P(z) = P0

�

T0 −Az

T0

�

Mg
AR

1.9

On écrit la loi de la statique des fluides en projection sur �ur

dP(r )

dr
=−µg (r ) =−

4

3
Gπµ2r

donc P(r )=−
2

3
Gπµ2r 2 +K

La condition aux limites est la nullité de la pression à la sur-
face de la planète (en l’absence d’atmosphère, on est dans le
vide), soit P(R) = 0, soit

0 =−
2

3
Gπµ2R2 +K

donc K =
2

3
Gπµ2R2

La pression au centre de la planète est

P(0) = K =
2

3
Gπµ2R2
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Chapitre 1 Particule de fluide, statique des fluides

Par définition de la masse volumique

µ=
M

4
3πR3

donc P(0) =
3GM2

8πR4

1.10

a) La loi des gaz parfaits s’écrit PM = µRT. α = 0 donne
P(z) = P0, correspondant à une atmosphère isobare. α = 1

donne P(z)
µ(z) = P0

µ0
soit RT(z)

M = RT0
M donc T(z) = T0, corres-

pondant à une atmosphère isotherme. α= γ correspond à
P(z)µ−γ(z) = P0µ

−γ
0 soit P(z)Vγ = P0V

γ
0 , loi de Laplace cor-

respondant à une atmosphère isentropique.

b) C’est le cas du cours, atmosphère isotherme :

dP

dz
=−

PMg

RT0
donc P(z) = P0e

− Mg z
RT0

c) La loi polytropique donne

µ(z) =µ0
P

1
α

P
1
α
0

La loi de la statique des fluides donne donc une équation à
variables séparables :

dP

dz
=−µ0g

P
1
α

P
1
α
0

⇒P− 1
α dP =−µ0gP

− 1
α

0 dz

qu’on intègre membre à membre entre (z = 0,P = P0) et
(z,P(z)) :

P− 1
α+1 −P

− 1
α+1

0

− 1
α +1

=−µ0gP
− 1

α
0 [z −0]

On tire P(z) de cette relation

P(z) = P0

[

1−
(α−1)µ0 g

αP0
z

] α
α−1

= P0

[

1−
(α−1)

α
·

Mg z

RT0

]
α

α−1

d) On distingue clairement que pour z > 200 km, T est
constante et l’atmosphère est isotherme. La loi établie à la
question (b) donne alors

lnP(z) = lnP0 −
Mg z

RT

ce qui est confirmé sur le graphe où l’échelle logarith-
mique en pression à gauche correspond à l’échelle linéaire
en altitude. Voici le tableau de correspondance

P (Pa) 102 101 100 10−1

lnP 4,605 2,303 0 -2,303
z (·103 m) 200 290 380 470

La régression linéaire donne R = 0,99999 ce qui confirme
la validité de l’hypothèse d’atmosphère isotherme. Le co-
efficient directeur vaut

−
Mg

RT
=−2,558 ·10−5

En prenant T = 190 K, on en déduit M = 25 g ·mol−1. La
masse molaire moyenne d’un gaz constitué de 95% de dia-
zote et de 5% de méthane est

M= 0,95 ·28+0,05 ·16 = 27,4 g ·mol−1

L’accord est donc acceptable. Pour des altitudes infé-
rieures, la loi de l’atmosphère polytropique combinée à la
loi des gaz parfaits donne une relation

P1−αTα = P1−α
0 Tα

0

soit P = P0

(

T

T0

) α
α−1

donc lnP = lnP0 +
α

α−1

T

T0

La courbe de température est sensiblement affine, de
pente positive en fonction de P en échelle logarithmique
pour z < 50 km, ce qui valide le modèle. La pente vaut

α

α−1
=

ln104 − ln 105

75−88
= 0,177

En prenant T0 = 90 K, on identifie

α

α−1
·

1

T0
= 0,177 donc α= 1,07

Cette valeur est comparable à γ, mais l’écart est assez im-
portant. Pour valider ou non le modèle, on doit vérifier la
conformité de l’évolution avec l’altitude, même si l’échelle
n’est pas régulière aux basses altitudes. La loi théorique ob-
tenue pour P(z) donne une pression nulle quand

z =
αRT0

(α−1)Mg
= 58 km

ce qui n’est pas conforme au graphe. Le modèle isentro-
pique pour les basses altitudes est donc faux : il est en ef-
fet difficile d’imaginer une évolution adiabatique pour une
lune soumise au rayonnement du Soleil et de Saturne.
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1.11

La loi de la statique des fluides pour un gaz parfait s’écrit
{ dP

d z
=−µg

PM =µRT
donc

dP

dz
=−

Mg

RT
P

donc P(z) = P0e−
Mg z
RT en supposant g uniforme. On en déduit

la masse volumique µ(z) = P0M
RT e−

Mg z
RT . On peut écrire l’expo-

nentielle sous la forme e−
z
δ avec δ = RT

Mg = 8 300 m. L’épais-

seur de l’atmosphère est donc de l’ordre de 5δ ≃ 40 km ≪ RT.
À cette altitude, g a très peu varié. De plus, on peut donc assi-
miler l’atmosphère à un cylindre de base S = 4πR2

T. On intègre
µ(z) entre 0 et l’infini :

ma = S ·
∫+∞

z=0
µ(z)dz

ma =
SP0M

RT

[

−
RT

Mg
e−

Mg z
RT

]+∞

0
=

SP0

g

Ce résultat est très naturel : avec les différentes approxima-
tions faites, P0 est le rapport entre le poids total ma g de l’at-
mosphère et la surface S = 4πR2

T sur laquelle il s’exerce. soit

ma ≃ 5 ·1018 kg.

1.12

a) Par application de la loi de l’hydrostatique, P(z) = P0−ρg z.

b) Le plan (O,�ux ,�uz ) est plan de symétrie pour la répartition
du fluide, donc la force résultante est dans le plan (�ux ,�uz ).
En tout point de la paroi du barrage, l’élément de surface
a pour vecteur unitaire normal �ur qui est horizontal, donc
la résultante de ces forces est horizontale. Le vecteur�F est
donc selon l’intersection du plan (�ux ,�uz ) avec un plan ho-
rizontal, donc il est selon �ux . Il est dirigé de l’eau vers le
barrage, donc�F=−F�ux .

c) On décompose le vecteur unitaire : �ur = cosθ�ux +sinθ�uy .
On en déduit, en utilisant l’expression de l’élément de sur-
face de la paroi latérale d’un cylindre donnée dans le cours
:

dFx =−P(z)dS cosθ=−
[

P0 −ρg z
]

cosθ ·Rdθdz

d) On calcule l’intégrale double des forces élémentaires de
pression :

F =
∫0

z=h

[

P0 −ρg z
]

dz

∫ π
3

θ=− π
3

Rcosθdθ

F =
[

P0z −ρg
z2

2

]0

−h

[Rsinθ]
π
3
− π

3

F =
[

P0h +ρg
h2

2

]

·
[

R

�
3

2
−R

−
�

3

2

]

= P0hR
�

3

[

1+
ρgh

2P0

]

e) La force exercée par l’air est exactement opposée en sens à
celle exercée par l’eau et il suffit de prendre ρ= 0 ; elle vaut

donc �F′ = −P0hR
�

3�ux . La somme des forces vaut donc

�F+�F′ =
ρgh2R

�
3

2
�ux

donc sa valeur est 6,5 GN.

1.13

a) Méthode intégrale.

i) La loi de l’hydrostatique donne P(z) = P0 +µg (H−z).

ii) θ est l’angle entre la verticale et le vecteur
−−→
OM donc

z = a cosθ et P(θ) = P0 +µg (H− a cosθ). Du côté de
la poche d’air, la pression vaut P0. La résultante des
forces de pression vaut donc

d�f =+P0
−→
dS −P(θ)

−→
dS

d�f =−µg (H−a cosθ)a2 sinθdθdϕ�ur

iii) Le problème est symétrique par rapport à tout plan
passant par l’axe vertical de révolution de l’hémi-
sphère. La force de pression est donc selon �uz et

d fz =−d f cosθ=−µg a2 sinθcosθ(H−a cosθ)dθdϕ

iv) On en déduit la force

f =
∫2π

ϕ=0

∫ π
2

θ=0
d fz

f =−µg a2

[

H
sin2θ

2
+a

cos3 θ

3

] π
2

0

[

ϕ
]2π

0

f =−µ
[

πa2H−
2

3
πa3

]

g

b) Superposition. Le schéma explicatif est le suivant :

Sur le schéma du milieu (dôme avec couvercle, les forces
intérieures de pression s’annulent (surface fermée sou-
mise à une pression uniforme) et la résultante des forces
extérieures est égale à la poussée d’Archimède, soit µ ·
2
3πa3g

−→
u z . Sur le schéma de droite (couvercle seul), la

résultante des forces de pression est la somme de celles
de l’air, soit −P0πa2g

−→
u z et de celles de l’eau, soit

(P0 +µgH)πa2 g
−→
u z . La résultante cherchée est donc

−→
f =µ

2

3
πa3g

−→
u z−

[

−P0πa2g
−→
u z + (P0 +µgH)πa2 g

−→
u z

]

�f =µgπa2
[

2a

3
−H

]

−→
u z

On retrouve donc bien le résultat précédent.
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