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INTRODUCTION

Tout a commencé a 1’école, par un froid matin de 1956,
alors que j’avais 10 ans. Apres avoir terminé un calcul au
tableau noir, Mr. Harding se retourna dans un nuage de
craie et, sans plus de transition, nous demanda de tracer un
demi-cercle de diamétre AB. Puis de choisir un point P sur
ce demi-cercle et de le joindre par des segments de droite
aux points A et B. Enfin, de mesurer I’angle en P (Fig. 1).

Fig. 1. Théoréme de ’angle droit.



*Jou WANT PRO0F? 'L GIVE. Your ProoE !

Je suivis scrupuleusement ces instructions, me disant que
I’angle en question devait dépendre de la position du point P
sur le demi-cercle.

Eh bien pas du tout !

Aussi fou que cela paraisse, 1’angle valait foujours 90°.

A cette époque, j’ignorais que les mathématiques pouvaient
provoquer maints émerveillements de ce genre.

J’ignorais tout autant que nous devions ce théoréme — ’'un
des premiers et des plus importants de la géométrie — a un
mathématicien de 1’Antiquité grecque nommé Thales. Le
méme homme, du moins le dit-on, pour qui le vrai probléme
n’est pas tant « ce que nous savons » que « comment nous

le savons ».



Comment, donc, savons-nous que I’angle sur un demi-cercle
est toujours égal a 90° ?

En bref, je dirais que nous pouvons le prouver, par une
série d’¢étapes logiques élémentaires, a partir d’hypotheses
tenues pour évidentes.

Et c’est ce que je me propose de faire, dans les quelques
pages qui suivent, avec toutefois en téte un objectif plus
ambitieux que de simplement présenter quelques principes
géométriques fondamentaux.

Car la géométrie permet de percevoir ’esprit et la vraie
nature des mathématiques, a n’importe quel age, et ce en
moins d’une demi-heure.

Tournez la page, si vous ne me croyez pas !



POUR SE METTRE EN JAMBES

Le premier concept important est celui de droites paralléles.

Ce sont des droites, tracées sur un méme plan, qui ne se
croisent jamais — aussi loin que vous les suiviez, elles ne
se rencontrent pas.

Je vais faire deux hypothéses a leur sujet.

Droites paralléeles

Imaginons que deux droites paralleles en coupent une
troisiéme. Apparaissent ainsi des angles dits correspondants,

/[

représentés sur la Fig. 3.

/

Fig. 3 Des angles correspondants.



Dans la suite, sauf mention du contraire, je supposerai que :

(1) si deux droites sont parall¢les, alors les angles corres-
pondants sont égaux ;

(2) si deux angles correspondants sont égaux, alors les
deux droites sont parall¢les.

Ces hypotheses se fondent sur la notion intuitive que des
droites parall¢les vont, en quelque sorte, « dans la méme
direction ». Cela étant posé, et pour aussi évidentes que
puissent paraitre les propriétés (1) et (2), il nous faut garder
a I’esprit que ce ne sont que des hypotheses.

Notez également la grande différence de leur champ
d’action : (1) s’utilise quand deux droites paralleles sont
données, tandis que (2) sert a montrer que deux droites sont
effectivement paralleles.

Nous mesurerons tous les angles en degrés, une unité abrégée
par le symbole °. Un point P sur une droite forme un angle
de 180° (Fig. 4).

180°

oe

La moitié d’un tel angle, c’est-a-dire un angle de 90°, est
appelé angle droit. Les deux droites qui le définissent sont
dites perpendiculaires (Fig. 5).



GEOMETRIX

Fig. 5. Des angles droits.

Angles opposés

Quand deux droites se rencontrent, les angles dits opposés
sont égaux (Fig. 6).

Fig. 6. Des angles opposés.

Angles alternes

Si deux droites paralleles coupent une troisiéme droite,
alors les angles dits alternes (ou alternes-internes) sont égaux

(Fig. 7).
/

Fig. 7. Des angles alternes.




Avec les notations de la Fig. 8, ce résultat se montre en
remarquant que a = b (angles correspondants) et que b = ¢
(angles opposés), de sorte que a = c.

L’argument fonctionne d’ailleurs « en sens inverse », ¢’est-
a-dire que si deux angles alternes sont égaux, alors les droites
correspondantes sont paralleles.

Ces ¢léments fondamentaux désormais en place, nous
sommes préts a démontrer un premier théoréme qui, de mon
point de vue, est loin d’étre évident...

La somme des trois angles d’un triangle est toujours égale
a 180° (Fig. 9).

a+b+c=180°




Pour démontrer ce résultat, tragons une droite passant par
un sommet du triangle et paralléle au coté opposé (Fig. 10).

Les angles a sont égaux car ils sont alternes.

Les angles b sont €gaux... pour la méme raison !

Comme la derniere droite définit un angle de 180°, nous
avons bien la relation annoncée : joli, non ?!

a+ b+ c=180°.



LEs FLEMENTS D EUCLIDE

Cette fagon concise et logiquement ordonnée de présen-
ter une preuve, c’est justement celle qui caractérise le plus
célébre des livres de géométrie : les Eléments. 11 fut rédigé
par Euclide d’Alexandrie (Fig. 11) vers 300 av. J.-C.

Fig. 11. Euclide.



GEOMETRIX

Je pense qu’il vaut mieux préciser dés maintenant que les
théorémes et les démonstrations présentés dans les Eléments
(Fig. 12) concernent essentiellement des objets imaginaires.

Fig. 12. Le plus ancien exemplaire conservé des Eléments

d’Euclide, le manuscrit « Ms D’Orville 301 », copié pour
Aréthas de Patras, a Constantinople en 888 av. J. C.

Je m’explique : une droite euclidienne, par exemple, n’est
pas seulement « parfaitement droite » : elle n’a pas d’épais-
seur. A supposer que je puisse la tracer, vous ne pourriez
donc pas la voir. De méme, un point n’est pas une tache de
petite dimension. Il n’a pas de dimension du tout. Ou pour
le formuler a la mani¢re d’Euclide :

« Le point est ce dont la partie est nulle. »

I1 faut encore ajouter qu’Euclide ne fait aucun usage de ce

que nous appelons les « unités de mesure ». Pas de degrés
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chez lui, donc. Ce qui se rapproche le plus de cette notion
est le concept d’angle droit, qu’il utilise beaucoup.

THEOR. 8. PROP.XV.
Si deux lignes droictesfecoupent 'vie Faurreselles feront les
anglesoppofez aufommetegaux.

Soientles deuxlignes AB& CD, fe ':ou;;_pan_s I'vne l'autre au poin@ E :
Ie dis que les angles oppofez au fommet,{cavoir 'AEC ;"8 DEB; font'e
gauxentr'eux. _ ‘

* Car d'autane que fus AB rombe la ligne"CE , les an-

gles AEC, & BEC, font egauxi deux droids paslagz, © A
prop. Item, pour la mefmeraifon; CEB, & DEB, feront
egaux ddeux droickts : partant les deux angles AEC &
CEB;font egaux aux deux CEB- & D EB. Quefi on
ofte lecommunCEB, le demeusant AEC feraegal au
demeutant DEB. Le mefme fe peut auflj dite des deux

angles oppofez AED, & ‘CE B, Parquoy fi deux lignés droicesy&c. Ce
quiil falloit’ demonfter.

Malgré cela, et en dépit de leur style d’exposition fran-
chement austére, les Eléments ont exercé plus d’influence et
connu plus d’éditions que la quasi-totalité des autres livres
de I’histoire de I’humanité !

Je m’empresse toutefois d’ajouter qu’il n’existe pas « UNE
meilleure » fagon de faire de la géométrie. A chacun de
trouver son propre chemin ! Et si, en faisant souvent référence
a Euclide dans ce livre, je donnais souvent 1’impression du
contraire, ce serait avant tout parce que je souhaite vous
conduire au plus vite a des résultats fascinants...



UCLIDE,
132

Publiée pour la premieére fois en 1660, I'édition des
Eléments par Isaac Barrow compte parmi les plus
populaires des éditions anciennes d’Euclide. Mon
exemplaire date quant a lui de 1732.
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LE THEOREME
DE L'ANGLE DROIT

Revenons a l’introduction de ce livre : le théoréme de

I’angle droit affirme donc que I’angle formé par un point
sur un demi-cercle vaut toujours 90°. Comment le démon-
trer ? Vous allez voir qu’il nous faut encore quelques notions
importantes...

Triangles congruents

Des triangles sont dits congruents s’ils ont exactement la
méme forme et la méme taille.

La fagon la plus évidente de caractériser la forme et la
taille exactes d’un triangle, c’est probablement de spécifier
la longueur de deux cotés, ainsi que 1’angle qu’ils forment.

Cette description conduit a un test de congruence trés
simple, informellement baptisé « Coté-Angle-Coté », ou CAC
(Fig. 14).
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CAC A/> <

Un triangle est dit isocéle si deux de ses cOtés sont égaux.
Les triangles de ce type jouent un role important en géo-
métrie, principalement en raison du « théoréme du triangle
isocele » que voici : « Les “angles a la base” d’un triangle

1socele sont égaux » (Fig. 15).

Bon, a mon avis, beaucoup d’entre vous trouveront ce résultat a
peu pres évident. Apres tout, si nous lui faisons faire un demi-tour
dans I’espace de fagon a ce que le recto prenne la place du verso
et vice versa, le triangle conservera exactement la méme forme.

Une maniere plus rigoureuse de prouver ce résultat consiste
a introduire la bissectrice, la droite CD qui coupe 1’angle
en C en deux parties égales (Fig. 16).



Les triangles ACD et BCD sont congruents par CAC,
comme vu précédemment. L’un est en fait « I’image
miroir » ou la version « retournée » de l’autre. En parti-
culier, donc, les angles de sommet A et de sommet B
doivent étre égaux.

(S’il se trouve que les trois cotés d’un triangle sont égaux,
le triangle est dit équilatéral. Le triangle est alors isocele
de trois facons différentes, si bien que tous ses angles sont
égaux.)

Un cercle est défini par cette propriété : tous ses points
sont situés a la méme distance d’un point particulier, souvent
noté O, appelé centre.

Jintroduis sur la Fig. 17 quelques éléments courants de
terminologie.

Et voila : nous sommes maintenant en mesure de démontrer
le théoréeme de I’angle droit !



Circonférence o
4

Nous cherchons donc a montrer que, pour tout point P
sur le demi-cercle de la Fig. 18, I’angle APB = 90°, ou APB
désigne 1’angle formé par AP et PB.

Quel est le moyen le plus simple d’exprimer le fait que
P est sur le demi-cercle ? Eh bien c’est sans doute de tracer
la droite OP, puis de remarquer que OP = OA = OB. En
effet, tous les points du cercle sont a la méme distance du
centre.



Sous vos yeux ¢ébahis sont maintenant apparus deux
triangles isoceles, AOP et BOP.

Les deux angles a la base a sont donc égaux, de méme
que les deux angles a la base b, d’accord ?

Comme la somme des trois angles sur le grand triangle
APB doit faire 180°, nous avons :

a+ (a+b)+b=180°

soit @ + b = 90°, soit encore APB = 90°, ce qui prouve
le théoreme.

Je n’ai jamais oublié cette preuve, depuis la premicre fois
que je I’ai rencontrée, il y a de longues années, par ce froid
matin d’hiver 1956...

Il est vrai que ce résultat semble, a premicre vue, assez
difficile a croire. Pourtant, quelques minutes plus tard, on
se retrouve a penser, non sans raison, qu’il est a peu pres
évident — pourvu qu’on le regarde de la bonne maniere.

Et croyez-en ma vieille expérience, cette illumination a
posteriori caractérise souvent les plus belles des mathéma-
tiques !



LE MONDE MATHEMATIQUE
DE LA GRECE ANTIQUE

S
GRECE ANTIQUE

Crotone

Syracuse

Mer Méditerranée

Alexandrie

Thalés a vécu a Milet.
Originaire de I'ile de Samos, Pythagore
s’est ensuite établi a Crotone.
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L’Académie de Platon, a Athénes,
portait a I'entrée cette céléebre devise:

ATEOMETPHTOX
MHAEIX EIXITQ

Euclide a rédigé ses Eléments a Alexandrie.
Archimeéde a vécu et travaillé a Syracuse.
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LA GEOMETRIE PRATIQUE

L’histoire montre que la géométrie a souvent été appliquée
a des problemes trés concrets. C’est ainsi que Thales, par
exemple, I’a employée pour calculer la hauteur de la Grande
pyramide dans I’Egypte antique...

Thaleés et les triangles semblables

Thalés a mesuré I’ombre de la Grande pyramide produite
par le soleil, puis, en ajoutant sa demi-base, a déterminé la
distance L de la Fig. 19.

Fig. 19. Des triangles semblables.
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GEOMETRIX

Il a ensuite mesuré ’ombre / projetée par un poteau vertical
de hauteur 4. Supposant les rayons du soleil paralleles, il en a
déduit que les deux triangles de la Fig. 19 étaient exactement
de méme forme, quoique de tailles différentes, et que les cotés
correspondants respectaient tous une méme proportion. Qu’en
particulier, donc :

Ainsi, fort de la mesure des trois longueurs L, / et 4, il a pu déter-
miner la hauteur A de la Grande pyramide : le tour était joué !
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Fig. 20. Thalés, représenté sur un timbre grec de 1994.

De nos jours, on utilise le terme semblable pour désigner
des triangles qui ont exactement la méme forme, mais pas
nécessairement la méme taille. Nous verrons un peu plus tard
qu’ils jouent un role majeur dans certains des théorémes de
géométrie les plus remarquables.
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Selon ses racines grecques, le mot « géométrie » signifie
presque littéralement « mesure de la Terre ». Par conséquent,
il ne me parait pas inopportun de jeter un ceil sur la mesure
de la circonférence de la Terre, effectuée par Eratosthéne
vers 240 av. J.-C!

Il se trouve qu’il s’est servi lui aussi des rayons du soleil,
quoique d’une maniére assez différente. Eratosthéne savait
qu’a midi, le plus long jour de I’année, le soleil se situait
pile au-dessus de Syéne, aujourd’hui Assouan, sa ville de
naissance, car il éclairait le fond d’un puits trés profond.

I1 savait aussi qu’a la méme heure, le soleil faisait un angle
de 7,2° avec la verticale a Alexandrie, situé a 5 000 stades
plein nord de Syéne.

Alexandrie/

-

72
O [ 2

Comme Thalés, Eratosthéne considéra qu’en raison de
I’¢loignement de notre étoile, ses rayons arrivaient paralléles
sur Terre. Les deux angles colorés sur la Fig. 21 sont dés
lors des angles correspondants, de sorte que I’angle en O,
le centre de la Terre, doit lui aussi valoir 7,2°.
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