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Avant-propos

Cet ouvrage est consacré a la théorie de la Relativité Générale, c’est-a-dire 2 la
synthese de la relativité et de la gravitation. Cette Gravitation Relativiste, comme on
dit plutét aujourd’hui, apparait ainsi comme étant de premiere importance dans tous
les phénoménes de I’ astronomie qui font intervenir soit des vitesses comparables ou
égales a celle de la lumiére, soit des champs de gravitation intenses. L’ ensemble de
I’étude de ces phénomenes constitue ce que 1’on appelle I’ Astrophysique Relativiste,
une expression due 4 Alfred Schild (1967). Ce que nous nous proposons d’exposer
ici constitue le minimum minimorum de la théorie relativiste de la gravitation
nécessaire pour aborder cette discipline relativement récente.

A ce stade, il peut étre intéressant de rappeler brievement la genése de ce nouveau
domaine et, plus particuli¢rement, la facon dont il est 1i€ a la Relativité Générale.
A cette fin, il est nécessaire de se souvenir qu’une fois les «tests classiques» de la
Relativité Générale vérifiés [déviation des rayons lumineux au voisinage du Soleil
(1919); décalage spectral vers le rouge (dans les naines blanches : W.S. Adams
(1925)); avance du périhélie de Mercure], cette discipline s’était alors embourbée
dans des voies assez formelles parce qu’alors, les technologies disponibles ne
permettaient pas qu’elle flit en contact ni avec I’expérience, ni avec I’observation
astronomique. Bien que les recherches effectuées fussent souvent d’un grand intérét
conceptuel (théories unitaires de la gravitation et de 1’électromagnétisme, par
exemple) et théorique (développements mathématiques divers), larelativité tournait
un peu en rond [J. Eisenstaedt (1986)] en raison de 1’absence d’expériences de
laboratoire et/ou d’observations d’objets spécifiquement relativistes, inconnus au
niveau théorique avant les années trente et, dans une large mesure, quarante voire
cinquante. Ainsi, la cosmologie était bien davantage considérée comme un «espace
de liberté pour penser la relativité » [J. Eisenstaedt (1989)] que comme un champ
de vérifications astronomiques possibles de la Relativité Générale, ou méme la
«science de [’Univers» [E. R. Harrison (1981)].

La découverte de I’effet Mssbauer (1958) devait permettre la mesure du
décalage spectral vers le rouge, d’ origine gravitationnelle, en laboratoire, tandis que
les progres expérimentaux autorisaient le renouvellement de I’expérience d’E6tvos
avec une précision inégalée. En méme temps, apres la Deuxieme Guerre mondiale,
les discussions sur la nucléosynthése des éléments conduisaient G. Gamow et ses
collaborateurs a I'idée que I'Univers avait €té, dans un passé lointain, dans une
phase chaude, dont subsisterait aujourd’hui un rayonnement noir du fond du ciel.
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Ce rayonnement fut découvert * en 1965, ce qui suscita un grand intérét envers
la cosmologie qui commengca a se développer alors sérieusement, d’autant que,
quelques années plus tot (1963) les quasars ~ les objets les plus lointains que 1’on
connaisse — étaient observés, Peu apres cette découverte, les premiers pulsars étaient
trouvés (fin 1967), tres vite identifiés par T. Gold (1969) aux étoiles & neutrons
imaginées en 1932 par Landau.

Ainsi, les années soixante remirent la relativité sur une base expérimentale 2 lui
fournissant des objets d’étude astrophysique qui, jusque-la, lui avaient fait défaut.
En méme temps, la notion théorique de trou noir, ainsi gue celle d’ondes gravita-
tionnelles, étaient approfondies et des recherches observationnelles et expérimen-
tales, respectivement, étaient entreprises afin de les mettre en évidence. Il s’agit
1a d’objets spécifiquement relativistes, susceptibles de toutes sortes d’effets astro-
physiques et que I’on cherche, bien évidemment, & observer. Il va de soi, enfin, que
les découvertes observationnelles mentionnées plus haut ont suscité, en retour, de
nouvelles observations, par exemple les sondages profonds du ciel destinés & met-
tre en évidence d’éventuelles grandes structures suggérées par tel ou tel scénario
cosmologique.

Il existe, a ’heure actuelle, un certain nombre de théories relativistes de la gra-
vitation qui sont compatibles avec 1’expérience et I’observation; mais la Relativité
Générale d’Einstein fut sans aucun doute la premiere historiquement a fournir des
résultats théoriques corrects en accord précis avec les faits. Aussi est-ce a cette
théorie, principalement, qu’est consacré cet ouvrage sans que soit abordée la ques-
tion des étoiles denses, de I’effondrement gravitationnel ou des trous noirs : le
lecteur pourra consulter le livre de S.L. Shapiro et S.A. Teukolsky (1983) sur ces
points. La cosmologie non plus n’est pas développée ici : il existe d’excellents
ouvrages comme ceux de PJ.E. Peebles (1993), N. Straumann (1984), Ya. B. Zel-
dovich et I.D. Novikov (1975) ou S. Weinberg (1972), etc. Il s’agira ici, non pas
tant d’un exposé de la Relativité Générale, que d’éléments conceptuels ou techni-
ques minimaux permeitant d’appréhender sans difficulté particuliere les aspects en
quelque sorte gravitationnels de 1’ Astrophysique Relativiste. Divers compléments
favoriseront, en outre, ’acces i la littérature courante. Deux illustrations d’intérét
astrophysique seront étudiées de maniere simple : il s’agit, d’une part, des lentilles
gravitationnelles, observées ces derni¢res années, et d’autre part, des ondes gra-
vitationnelles, non encore détectées en laboratoire 3 mais implicitement mises en
évidence par 1’observation du pulsar binaire PSR 1913 + 16 et qui, dans le futur,
donneront peut-étre lieu a une nouvelle astronomie.

1. U histoire de cette découverte est racontée par S. Weinberg (1978); voir aussi E.R. Harrison (1981)
ou R. Hakim (1992).

2. A cela il convient d’ajouter, pendant ces mémes années, les progres des techniques spatiales
permettant des expériences impossibles a réaliser sur Terre.

3. Une coopération franco-italienne, le projet VIRGO, en cours de réalisation, devrait peut-étre
permettre leur mise en évidence d’ici Ian 2000.
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Pour le débutant, la théorie de la relativité, qu’il s’agisse de la théorie restreinte
ou de la théorie générale, présente (comme d’ailleurs toute théorie physique) des
difficultés conceptuelles d’abord et d’autres purement techniques, ensuite.

Au niveau conceptuel, le principal probléme consiste & «penser de manicre
relativiste », ¢’est-a-dire dans l’espace—temps4, notion absolument centrale. On
pourrait croire que depuis 1908, date a laquelle il a été introduit, ce concept
d’espace-temps, avec ses structures déterminées par le cone de lumiére, est acquis
dés les premiéres années d’université. Il n’en est malheureusement rien car, pour
nombre d’étudiants (et souvent d’enseignants!) 1a Relativité Restreinte se limite &
la transformation de Lorentz, & la contraction des longueurs et a la dilatation des
durées! 11 est clair, enfin, que 1’apprentissage de la Relativité Générale présente,
dans un premier temps, assez peu de difficultés conceptuelles pour qui maitrise
la Relativité Restreinte. C’est pourquoi cet ouvrage contient un exposé de cette
théorie basé uniquement sur la notion d’espace-temps, notion introduite elle-
méme au niveau classique. Il est ensuite assez aisé de montrer, qualitativement,
qu’en déformant le cone de lumigre de la Relativité Restreinte, la gravitation rend
pratiquement nécessaire 1’introduction d’un espace-temps courbe. Si le principe
d’équivalence ~ autre concept central de la Gravitation Relativiste — présente
moins de difficulté dans ses versions les plus simples, auxquelles le lecteur peut se
limiter dans un premier temps, il contient nombre de subtilités dont nous n’avons
mentionné quelques—unes que pour mettre en évidence leur lien avec d’éventuels
phénoménes géophysiques, astrophysiques ou autres, afin aussi que le lecteur ne
soit pas confronté a un systeme théorique fermé mais garde présent a I’esprit que
d’autres voies restent possibles.

Au niveau technique, maintenant, si le calcul tensoriel dans 1’espace de Min-
kowski peut étre maitrisé assez facilement - & cette fin, les exercices sont indis-
pensables — ce n’est pas tout a fait le cas de ce méme calcul en espace courbe.
Généralement, la conjonction de ce type de difficulté avec celles de nature concep-
tuelle peut rendre difficile I’abord de la Gravitation Relativiste. C’est pourquoi
I’usage des coordonnées curvilignes a été introduit en Relativité Restreinte 5 Pex-
tension au cas d’un espace-temps courbe devenant alors trés simple : il s’agit, a
quelques détails pres, des mémes formules.

Ajoutons que la matiere de ce livre a été enseignée pendant plusieurs années a des
niveaux trés divers allant de la seconde année d’université, dans ses aspects les plus
simples, a la quatriéme ou cinquiéme en 1’adaptant, bien entendu, a ces différents
publics. De cette diversité, il subsiste dans cet ouvrage une lecture possible a deux
niveaux.

Le premier niveau, élémentaire, permet d’ obtenir une vue générale du sujet et est
surtout fondé sur des raisonnements intuitifs et sur une approche plutét heuristique
que technique.

4. Voir E.F. Taylor, J.A. Wheeler (1966).
5. A la suite de V.I. Fock (1966).
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Le second niveau, tout en restant en deca de ce qui est indispensable a une
utilisation courante, exige un peu plus d’efforts car, si les concepts en jeu sont
exposés avec leurs bases expérimentales et théoriques ainsi que leur articulation
logique, il est également nécessaire de les étayer par des éléments techniques tout
en restant an niveau des mathématiques usuelles. Ce second niveau, pour étre
réellement acquis, exige le recours aux exercices proposés en fin de chapitre. Il a
pour but une compréhension minimale, notamment pour ceux que 1’ Astrophysique
Relativiste intéresse, autorisant I’accés sans trop de difficultés a la littérature
courante. Il est clair, cependant, que seuls des textes plus avancés (manuels ou
articles originaux) peuvent permettre une certaine maitrise du domaine.

Ce second niveau se veut «ouvert» ainsi qu’il convient & un domaine en plein
développement. C’est pourquoi le lecteur trouvera dans les références aussi bien
les articles des «peres fondateurs » que des compléments divers sur tel ou tel point,
sur des démonstrations non données dans le cours du texte; il trouvera aussi des
indications expérimentales ou observationnelles dont le détail n’a pas sa place ici;
il trouvera également des tentatives «iconoclastes»; il s’agira enfin de rendre a
César ce qui lui appartient... En aucun cas les références ne sont (ni ne peuvent
étre) exhaustives : il s’agit d’un choix de nature purement pédagogique.

Au niveau 1, le lecteur pourra se limiter a I’étude des parties suivantes du texte :
chapitre 1 (complet); chapitre 2 (complet); chapitre 4 (complet); chapitre 6 (mani-
festations de la courbure, courbure des surfaces a deux dimensions, signification de
la courbure intrinséque, arguments en faveur d’un espace-temps courbe); chapitre 7
(le principe d’équivalence faible, le couplage minimal, lentilles gravitationnelles);
chapitre 8 (début de la métrique de Schwarzschild).

Au niveau 2, qui contient naturellement le niveau 1 et représente a peu preés
soixante heures d’enseignement, en y incluant tes exercices, le lecteur devra étudier
les divers éléments techniques présentés ainsi que leurs applications, et les conforter
par les problémes proposés, qui se rapportent aussi bien a des démonstrations
simples non données dans le corps du texte qu’a des points purement techniques,
voire & des illustrations ou des compléments divers. On pourra, sur tel ou tel point,
consulter 1’un des manuels de relativité indiqués ou méme les articles originaux
de la bibliographie. De maniere générale, certains paragraphes en petits caracteres
peuvent étre sautés en premiére lecture.

A titre d’exemple, et pour nous limiter a des ouvrages publiés ces vingt derniéres
années, nous mentionnerons, par ordre de difficulté a peu pres croissante et sans que
la liste ci-dessous soit compléte, les ouvrages suivants : J. Schwarz, M. McGuiness
(1980); J. Foster, J.D. Nightingale (1979); M.G. Bowler (1976); B. Schutz (1988);
N. Straumann (1984); S. Weinberg (1972); R. Wald (1984), etc. Ajoutons également
deux ouvrages parus en francais récemment : Ph. Tourrenc (1993); J. Leite-Lopes
(1993).

A ces ouvrages il pourra étre utile d’ajouter le livre d’exercices de Lightman et
al. (1975). En ce qui concerne le volumineux ouvrage de Ch. Misner, K. Thome et
J.A. Wheeler (1973), il convient, dans la perspective limitée adoptée ici, de ' utiliser
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davantage comme une sorte de dictionnaire que comme un manuel a part enticre;
nous nous y référerons cependant a maintes reprises.

Remerciements

Je suis heureux de pouvoir remercier ici Mmes Sabine Collé et Dominique Lopez
du soin apporté a la frappe de ce manuscrit.

Que mes collégues MM. E. Alvarez, L. Bel, L. Blanchet, B. Carter, T. Damour,
N. Deruelle, D. Gerbal, E. Gourgouthon, E. Hammer, J.P. Lasota, J.P. Luminet,
J.A. Marck, P. Peter, D. Polarski, D. Priou, J. Schneider, H. Sivak, C. Vanderriest
et M. Zonabend trouvent ici I’expression de ma reconnaissance pour leurs nom-
breuses remarques et suggestions qui m’ont permis d’améliorer grandement cette
introduction ainsi que d’éviter quelques erreurs. Mes étudiants de ces dernitres
années m’ont également fait bénéficier de leurs cnthues et remarques qui, elles
aussi, ont été extrémement utiles.






CHAPITRE 1

La gravitation newtonienne

Dans toute la physique classique, I’espace et le temps constituent 1’aréne ou se
déroulent les divers phénomenes de la Nature. Ceux~—ci ne modifient aucunement ce
cadre spatio—temporel qui, inerte, est fixé une fois pour toutes, de maniére absolue.
Bien plus, le temps et I’espace sont de natures totalement différentes et n’ont aucun
lien entre eux. Aussi la relativité nous apparaftra—t-—elle comme une théorie de la
liaison mutuelle de I’espace et du temps, qui trouvera son couronnement avec la
Relativité Générale, laquelle lie les propriétés spatio—temporelles aux processus
dynamiques qui s’y produisent.

I’espace-temps newtonien

L’espace physique posséde les propriétés usuelles de continuité, d’homogénéité,
d’isotropie qu’on attribue a I’espace R®, muni de sa structure affine (parallélisme,
existence de droites) et de sa structure métrique habituelle (“théoréme” de Pytha-
gore). 11 est cependant nécessaire de bien comprendre le sens physique des divers
concepts mathématiques liés a3 R3. Ainsi I’existence d’objets ou de phénomenes
physiques, représentables par des droites (mathématiques) provient de la notion
(expérimentale) d’alignement : trois points sont alignés (physiquement) sil’on peut
trouver un point de vue tel qu’ils apparaissent confondus. Il s’ensuit que si lalumiére
constitue notre étalon de rectitude, c’est seulement par un pas supplémentaire de
la pensée (lequel peut se révéler incorrect) que 1’on peut identifier la trajectoire
d’un rayon lumineux avec une droite de R3. De méme le concept mathématique
de parallélisme dans R® est directement lié 2 la notion (physique) de transport
rigide et a celle de distance. Enfin, il faut se rendre compte que les propriétés
(mathématiques) d’homogénéité et d’isotropie de ’espace physique ne font que
traduire des faits d’expérience concernant les systemes mécaniques : I’inaltérabi-
lité des systemes matériels mis dans quelque position et lieu que ce soit. Dans tous
les cas, nos idées théoriques proviennent exclusivement de propriétés vérifiées a
une échelle locale.

Le temps usuel est mathématisé par un simple parametre réel et donc R
représente le temps : R constitue 1’élaboration quantitative de la notion qualitative
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de changement. Physiquement, cela nécessite la connaissance d’un éfalon du
changement dont les états “‘successifs” (au sens intuitif) seront quantifi€s de maniére
a définir une unité de temps. La principale caractéristique physique du temps est de
s’écouler uniformément. Cela présuppose 1’existence d’étalons restant semblables
a eux—mémes au cours de leurs changements d’état successifs. Cette hypothese
est basée sur la constatation empirique que les diverses horloges conduisent 2 des
mesures concordantes de I’ écoulement du temps. Enfin, le fait que R soit totalement
ordonné traduit, mathématiquement, la structure causale de la temporalité.

Ces propriétés physiques de 1’espace (isotropie, homogénéité) et du temps
(uniformité) se traduisent mathématiquement par des invariances dans des groupes
de transformation (rotations, translations d’espace et de temps) qui impliqueront
I’existence d’intégrales premiéres (moment cinétique, impulsion et énergie) ou
constantes du mouvement.

Nous avons vu que, dans le cadre de la physique classique, 1’espace et le
temps étaient susceptibles d’étre représentés mathématiquement par R? et R,
respectivement. Il est alors parfaitement possible de construite un espace—temps
classique (¢’est-a—dire prérelativiste), 4 quatre dimensions,

M = R = R3xR, (1.1)

qui reste, 2 ce stade, une construction purement mathématique de peu d’utilité ou,
tout au moins, sans base physique qui le rende nécessaire.

En réalité, méme les notions (prérelativistes) d’espace et de temps sont inti-
mement liées. C’est ce que Minkowski affirmait déja, dans son célebre article de
* 1908, de la maniére suivante : “Les objets de notre perception impliquent invaria-
blement temps et lieu ensemble. Personne n’a jamais observé de lieu sauf en un
instant donné, ni de temps sauf en un endroit précis”. A cela, on peut d’ailleurs
ajouter que la présence de matiere est indispensable si 1’on veut observer quoi que
ce soit. . . Bien que le lien entre I’espace et le temps soit tout a fait manifeste dans
le contexte relativiste, il existe également dans le cadre newtonien et c’est ce que
nous allons étudier rapidement ci—dessous.

Une discussion un peu approfondie [H. Reichenbach (1958); M. Bunge (1967)]
du temps newtonien montre clairement déja que le temps ne peut se concevoir sans
un recours nécessaire & des notions spatiales. En outre, si nous avions analysé plus
en détail les divers processus (idéaux) de mesure du temps, la liaison entre I’espace
et le temps apparaitrait également.

Dans le cas de I’espace physique, sil’on revient & la genése de ses principales pro-
priétés, on peut aussi constater ’existence de phénomenes temporels qui leur sont
liés, quoique implicitement. Considérons, par exemple, le caractere euclidien de
I’espace physique. Cette propriété provient, d’une part de la possibilité de dépla-
cements rigides (éventuellement avec un mouvement rectiligne et uniforme) et,
d’autre part, de I’analyse des processus de mesure de distance, lesquels impliquent
soit le transport de régles rigides, soit, plus particulierement, I’ utilisation de signaux
lumineux. Ce caractere euclidien de I’espace physique est donc basé implicitement
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sur des faits utilisant 1a notion de temps, soit directement (mouvements divers), soit
indirectement (propagation de signaux lumineux). Les autres propriétés de I’espace
physique conduiraient a des conclusions semblables.

Finalement, 1’espace—temps classique R3*! apparait comme physiquement
beaucoup plus fondamental qu’il n’y parait a premiére vue; aussi peut—on se poser
la question de savoir si ses diverses structures mathématiques correspondent, ou
non, a des aspects particuliers de la réalité.

Figure 1.1 : L’espace-temps classique. Il posséde une structure en strates spatiales, euclidiennes (Ad
est la distance entre deux points d’une méme strate du méme espace physique). Le temps est représenté
par des droites qui coupent ces diverses strates. (1) représente la trajectoire d’une particule ayant un
mouvement arbitraire dans I’ espace—temps newtonien.

Cette structure est décrite sur la figure 1.1. Le temps, universel et absolu, est
représenté par des droites orientées (cette orientation est purement conventionnelle
et n’est soumise qu’a une condition de cohérence minimale précisée plus loin)
qui coupent chacun des 3—plans euclidiens représentant I’espace. A priori I’angle
de ces droites avec les 3—plans spatiaux que 1’on peut observer sur la figure est
strictement sans aucune signification. En effet, R3*! ne posseéde pas de structure
métrique euclidienne — contrairement au cas de la Relativité Restreinte ! — qui
puisse donner un sens & la notion d’angle dans cet espace 2. C’est pourquoi toutes
les droites du genre temps, c’est—a—dire non contenues dans un 3—plan spatial,
constituent des axes de temps possibles, parfaitement équivalents. De méme, I’angle
apparent formé par deux tels axes de temps, du moins sur la figure, n’a pas non plus
de signification absolue : il n’est dii qu’a I'inadéquation de notre représentation
d’un espace non euclidien, 1’espace—temps classique, par un espace qui, lui, est
euclidien, celui de la feuille de papier assimilée 4 R?. Enfin la structure en strates
d’événements simultanés de R3*! doit étre interprétée comme sa structure causale.
Ainsi ’hyperplan de type spatial ¢ (A), qui passe par I’événement A sépare I’ espace-
temps newtonien en deux régions : le futur t > t(A), qui peur étre influencé par les
phénomenes susceptibles de se dérouler en A, et le passé ¢t < ¢(A), qui peut avoir

1. Pseudo-euclidienne, dans le cas de 1a Relativité Restreinte : voir e chapitre 2.
2. Via un produit scalaire du type X.Y = |X||¥|cos 6.
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