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Introduction

Ce livre est une invitation à la géométrie différentielle, une discipline mathématique qui
se situe au carrefour de nombreux domaines (algèbre, analyse, géométrie, topologie),
et qui est devenue un outil de base de la recherche moderne en mathématiques comme
dans ses applications.

La théorie des courbes et des surfaces dans l’espace euclidien (bi ou tridimensionnel)
a constitué la base du développement de la géométrie différentielle au cours des XVIIIe

et XIXe siècles. Depuis la fin du XIXe siècle, le domaine s’intéresse plus généralement
aux structures géométriques des variétés différentiables. Ces objets sont des ensembles
ayant une régularité suffisante pour envisager la notion de dérivation, on peut donc y
définir et étudier les fonctions avec les moyens du calcul différentiel.

La géométrie différentielle est étroitement liée à la topologie différentielle et aux
aspects géométriques de la théorie des équations différentielles. Elle a de nombreuses
applications en physique, notamment dans la théorie de la relativité générale où elle
permet de modéliser la courbure de l’espace-temps. Elle joue, plus récemment, un rôle
croissant en imagerie médicale (représentation des formes) et en intelligence artificielle
(géométrie de l’information).

Le sujet est donc à la fois classique et avec des développements actuels considérables.
Il en résulte un nombre important de concepts souvent difficiles à assimiler au premier
abord, et un aspect calculatoire un peu ingrat qui rebute souvent les étudiants qui se
doivent pourtant d’appréhender cet outil fondamental.

Le but de ce livre, issu d’un support de cours dispensé par l’auteur en Master 1,
est modeste. Pour éviter aux étudiants de se noyer dans un flot de concepts nouveaux
difficiles à digérer en 24 heures, il progresse pas à pas, en commençant par traiter en
détail le cas des courbes et des surfaces. La notion de variétés abstraites constitue le
point d’orgue du livre, ainsi qu’une invitation à poursuivre leur étude (géométrique et
topologique) dans un second temps.

Le livre contient plus d’une centaine d’exercices corrigés qui constituent une part
intégrante de la compréhension, ainsi que de nombreuses pistes d’approfondissement
pour les lecteurs les plus curieux.

Objectifs et prérequis

Ce livre est destiné aux étudiants de Licence (troisième année), de Master (première an-
née), ainsi qu’aux étudiants préparant l’agrégation externe ou interne de mathématiques.©

D
un

od
–

T
ou

te
re

pr
od

uc
tio

n
no

n
au

to
ri

sé
e

es
tu

n
dé

lit
.

IX



TP21-0555_Book — 9/02/2022 7:27 — page X

Introduction

Il couvre tout le programme de géométrie différentielle de l’agrégation et contient une
centaine d’exercices corrigés.

La géométrie différentielle utilise des techniques du calcul différentiel, ainsi que du
calcul intégral, de l’algèbre linéaire et de l’algèbre multilinéaire, pour étudier des pro-
blèmes géométriques d’origines variées. Il présuppose notamment une bonne familiarité
avec :

• le calcul différentiel classique (niveau L3) ;

• l’algèbre multilinéaire (niveau L2).

L’objectif du livre est d’étudier quelques notions fondamentales à la base de la géo-
métrie moderne. On introduit certains invariants intrinsèques fondamentaux des courbes
et des surfaces (longueur, distance intrinsèque, courbure de Gauss). On y explore la no-
tion de sous-variété différentielle de ℝ𝑛 et on généralise le calcul différentiel dans ce
cadre, en introduisant la notion de forme différentielle et le calcul intégral associé. Ces
outils permettent de comparer les objets géométriques selon plusieurs échelles :

• infinitésimale, via l’algèbre (multi)linéaire ;

• locale, via le calcul différentiel ;

• globale, via l’interaction entre géométrie et topologie.

La mise en pratique du calcul différentiel et de l’algèbre multilinéaire de Licence se
fait notamment à travers :

• l’utilisation du théorème d’inversion locale pour dégager plusieurs définitions équi-
valentes des sous-variétés ;

• l’utilisation des formes quadratiques pour comparer la position relative d’une sous-
variété avec son espace tangent ;

• le théorème de Stokes qui généralise l’intégration par parties.

Le livre aura rempli son principal objectif s’il permet aux étudiants intéressés par
cette thématique de se familiariser avec les concepts de base exposés ici, en leur donnant
envie de poursuivre leur découverte avec des ouvrages plus avancés.

Il existe en effet de nombreuses références qui traitent de ce sujet classique. Je
me suis librement inspiré des livres indiqués dans la bibliographie, notamment du
livre historique [BerGos]. Pour compléter vos lectures, je vous recommande tout
particulièrement :

• [DoCarmo] pour approfondir l’étude des courbes et des surfaces ;

• [Lafontaine, Spivak] pour aller un peu plus loin sur les variétés ;

• [Warner] pour la cohomologie et la théorie de Hodge.

Le lecteur est encouragé à faire des dessins le plus souvent possible, et à utiliser éga-
lement l’un des nombreux sites qui recensent les propriétés remarquables des courbes
et des surfaces, tel mathcurve.com.

X
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Introduction

Le menu

Le livre est divisé en trois chapitres distincts de longueurs inégales. Pour le cours de
Master 1 dont il était le support, le rythme du cours était de 2 à 3 séances de 2 heures
pour le premier chapitre, 4 à 5 séances pour le deuxième chapitre, et 4 à 5 séances pour
le troisième et dernier chapitre.

Le premier chapitre développe l’étude des courbes de l’espace euclidien, avec une
attention particulière portée aux courbes planes et gauches. Ce sujet est censé être pour
partie connu des étudiants. On y aborde :

• la notion de longueur d’arc, de courbure et de torsion ;

• certaines propriétés des isométries euclidiennes ;

• la classification locale des courbes planes et gauches ;

• quelques propriétés globales des courbes planes.

La géométrie différentielle des surfaces contient un grand nombre des idées et tech-
niques clés du domaine. Il est donc naturel d’y consacrer du temps, avant d’aborder les
concepts plus abstraits qui se sont dégagés à la suite de leur étude. Le chapitre 2 introduit
notamment :

• les surfaces régulières plongées dans ℝ3 ;

• les première et deuxième forme fondamentales ;

• les différentes notions de courbures ;

• le théorème remarquable de Gauss ;

• les géodésiques et la distance intrinsèque ;

• le théorème de Gauss-Bonnet.

Le troisième et dernier chapitre du livre étudie la notion de sous-variété différentielle
de l’espace euclidien, ainsi que le concept de variété différentielle abstraite. Si le théo-
rème de plongement de Whitney assure in fine que ces deux notions coïncident, il est
essentiel de développer l’étude des variétés abstraites, de même qu’il est nécessaire de
traiter la théorie générale desℝ-espaces vectoriels de dimension finie, et pas uniquement
celle des sous-espaces vectoriels de ℝ𝑛. Ce chapitre étudie notamment :

• les submersions, immersions, et plongements ;

• les formes différentielles et la différentielle extérieure ;

• les formes volumes et l’orientation des variétés,

• l’intégration des formes différentielles et la formule de Stokes ;

• l’abondance des difféomorphismes sur les variétés abstraites ;

• les variétés complexes et les groupes de Lie.
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Introduction

Il se termine par l’évocation des problèmes de classifications des variétés différen-
tielles compactes de petite dimension, un sujet de recherches actuelles qui a connu des
développements spectaculaires ces dernières années.

Chaque chapitre se termine par de nombreux exercices qui sont partie intégrante du
cours et qu’il est donc essentiel de faire. Des éléments succincts de correction sont four-
nis en fin d’ouvrage ; ils sont là pour aider le lecteur, mais ne constituent aucunement
un modèle de corrigé.

Remerciements

La plupart des dessins ont été réalisés avec l’aide du logiciel gratuit SAGE. Un grand
merci à Christophe Besse d’avoir guidé mes premiers pas dans son utilisation.

Mes collègues Yuxin Ge, Éveline Legendre et les étudiants du Master ESR de Mathé-
matiques de l’Université Paul Sabatier m’ont fait des retours constructifs sur une version
préliminaire de ce livre, je les en remercie.

Malgré tout le soin apporté à sa confection, le texte contient probablement de nom-
breuses coquilles (typos, erreurs, imprécisions). N’hésitez pas à me les signaler en
m’écrivant : vincent.guedj@math.univ-toulouse.fr.

Bonne lecture !
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Chapitre 1
Courbes deℝ𝑛

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons à l’étude des courbes plongées dans ℝ𝑛.
Nous étudions plus particulièrement les courbes planes (𝑛 = 2) et les courbes gauches
(𝑛 = 3).

Nous commençons par observer que toute courbe peut être localement paramétrée par
longueur d’arc : toutes les courbes de ℝ𝑛 sont donc localement isométriques, mais nous
allons dégager des propriétés de rigidité globale.

Nous introduisons la courbure des courbes planes. Son importance est illustrée par le
« Théorème fondamental » (Théorème 1.2.12) qui affirme que deux courbes planes qui ont
même courbure sont images l’une de l’autre par une isométrie globale de ℝ2. C’est un
formidable résultat sur lequel il faut nous arrêter un moment : une information de nature
locale (la courbure) suffit à classifier les courbes à équivalence globale près.

Pour les courbes gauches, les concepts fondamentaux sont ceux de courbure et de torsion
(la nouveauté par rapport aux courbes planes). Ils sont introduits par l’intermédiaire d’un
repère mobile, le repère de Frenet, qui est bien adapté à l’étude des courbes gauches.
L’importance de ces concepts est mise en évidence par le Théorème 1.3.13 : deux courbes
gauches ont même courbure (non nulle) et même torsion si et seulement si elles sont
images l’une de l’autre par une isométrie globale de ℝ3.

Nous rappelons ensuite quelques propriétés des isométries de ℝ𝑛, puis nous mention-
nons certaines propriétés globales des courbes fermées (nombre d’enroulement, inégalité
isopérimétrique).

Je vous incite à consulter le site mathcurve.com sur lequel vous trouverez la représentation
graphique de nombreuses courbes que nous rencontrerons dans ce texte (et bien d’autres
encore). Vous êtes vivement encouragés à produire le plus de dessins possible au fil de
votre lecture.

1 Paramétrisation par longueur d’arc

1.1 Courbes paramétrées

Soit 𝐼 un intervalle ouvert de ℝ et 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 une application. On peut l’écrire en
coordonnées

𝜑(𝑡) = (𝜑1(𝑡),… , 𝜑
𝑛
(𝑡)).

L’application 𝜑 sera dite lisse lorsque chacune des fonctions coordonnées 𝜑
𝑗

est
infiniment dérivable.©
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Chapitre 1 • Courbes de ℝ𝑛

DÉFINITION 1.1.1

On appelle courbe paramétrée de ℝ𝑛 la donnée d’une application lisse 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛.

On dit qu’un point 𝜑(𝑡0) ∈ Γ est régulier si 𝜑′(𝑡0) ≠ 0, c’est-à-dire si 𝜑 est une
immersion au voisinage de 𝑡0. Un point 𝜑(𝑡0) de Γ tel que 𝜑

′(𝑡0) = 0 est appelé un
point singulier de Γ.
On dit que 𝜑 est une paramétrisation régulière si 𝜑 est une immersion en tout point
et si 𝜑 ∶ 𝐼 → 𝜑(𝐼) est un homéomorphisme.

Une paramétrisation régulière s’appelle un plongement. Nous rappelons des proprié-
tés des immersions, submersions et plongements au Chapitre 3.

DÉFINITION 1.1.2

On appelle courbe géométrique régulière Γ ⊂ ℝ𝑛 un ensemble qui est localement
l’image d’une paramétrisation régulière.

Il est important de distinguer les propriétés de la paramétrisation locale des propriétés
géométriques de Γ qui sont indépendantes du choix de la paramétrisation. De fait, Γ est
définie à un changement admissible local de paramétrisation près :

DÉFINITION 1.1.3

Un changement admissible de paramétrisation de la courbe géométrique Γ = 𝜑(𝐼)
est la donnée d’une application lisse 𝛼 ∶ 𝐽 → 𝐼 surjective telle que 𝛼

′(𝑡) ≠ 0 pour
tout 𝑡 ∈ 𝐽 .

Il résulte du théorème des valeurs intermédiaires que si 𝛼′ ne s’annule pas sur l’inter-
valle 𝐽 , alors soit 𝛼′(𝑡) > 0 pour tout 𝑡 ∈ 𝐽 et dans ce cas 𝛼 préserve l’orientation (𝜑 et
𝜑 ◦ 𝛼 définissent le même sens de parcours de Γ), soit 𝛼′(𝑡) < 0 pour tout 𝑡 ∈ 𝐽 et dans
ce cas 𝛼′(𝑡) change l’orientation.

Exemples 1.1.4
1) L’application 𝜑 ∶ 𝐼 = ℝ → ℝ2 définie par 𝜑(𝑡) = (𝑡, 𝑡2) a pour courbe
géométrique associée la parabole d’équation 𝑦 = 𝑥

2. Cette paramétrisation est
régulière.

Observons que 𝛼 ∶ 𝑡 ∈ ℝ → 𝑡
3 ∈ ℝ est un changement non admissible de paramé-

trisation (puisque 𝛼′(0) = 0). Cela signifie que la courbe géométrique Γ2 donnée par
la paramétrisation 𝑡 ∈ ℝ → (𝑡3, 𝑡6) est un objet géométrique différent de Γ, bien que
le support de ces deux courbes soit le même.

2) L’application 𝜑 ∶ ℝ → ℝ2 définie par 𝜑(𝑡) = (𝑡2, 𝑡3) est une paramétrisation de
la courbe Γ d’équation 𝑦

2 = 𝑥
3. Cette courbe présente un point singulier en (0, 0)

appelé point de rebroussement de première espèce ou « cusp » (en anglais). On dit
aussi que Γ est une cubique cuspidale, dont voici une représentation :

2
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1 Paramétrisation par longueur d’arc

On vérifiera en exercice qu’il n’existe pas de courbe géométrique régulière (i.e. sans
point singulier) qui a le même support que Γ.

3) L’application 𝜃 ∈ ℝ → 𝜑(𝜃) = (cos 𝜃, sin 𝜃) ∈ ℝ2 définit une paramétrisation du
cercle unité Γ = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∕ 𝑥2 + 𝑦

2 = 1} parcouru dans le sens trigonométrique.
L’application 𝛼 ∶ 𝑡 ∈ ℝ → −𝑡 ∈ ℝ est un changement admissible de paramétrisation
qui inverse l’orientation : 𝜑 ◦ 𝛼 parcourt le cercle unité dans le sens des aiguilles
d’une montre

4) Vous vérifierez dans l’Exercice 67 que la paramétrisation

𝑓 ∶ 𝑡 ∈] − 1,+∞[ → (𝑡2 − 1, 𝑡(𝑡2 − 1)) ∈ ℝ2

est une immersion injective qui n’est pas un plongement. Le problème a lieu au
voisinage du point (0, 0) = 𝜑(1) = lim

𝑡→−1 𝜑(𝑡).

Tangente. Soit 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 une application lisse et Γ = 𝜑(𝐼) la courbe géométrique
associée. Soit 𝑝 = 𝜑(𝑡0) ∈ Γ un point régulier de Γ (𝜑′(𝑡0) ≠ 0). Lorsque deux para-
mètres 𝑡 ≠ 𝑡

′ convergent vers 𝑡0, les droites passant par 𝜑(𝑡), 𝜑(𝑡′) convergent vers une
droite limite appelée tangente à Γ au point 𝑝. On vérifie aisément qu’elle a pour vecteur
directeur le vecteur 𝜑′(𝑡0) et pour équation paramétrique

𝑡 ∈ ℝ → (𝑡 − 𝑡0)𝜑′(𝑡0) + 𝜑(𝑡0) ∈ ℝ𝑛

.
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Chapitre 1 • Courbes de ℝ𝑛

1.2 Paramétrisation par longueur d’arc
a) Longueur d’un arc

Soit 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 une courbe paramétrée lisse et 𝐴 = 𝜑(𝐽 ) ⊂ Γ = 𝜑(𝐼) un arc fermé de
la courbe géométrique Γ (i.e. 𝐽 est un intervalle fermé).

DÉFINITION 1.1.5

La longueur de l’arc 𝐴 est

𝓁(𝐴) ∶= ∫
𝐽

||𝜑′(𝑡)||𝑑𝑡
où || ⋅ || désigne la norme euclidienne dans ℝ𝑛.

On vérifie sans peine que la longueur est égale à la limite des longueurs des lignes
polygonales inscrites dans l’arc lorsque le maximum de la longueur de chaque segment
de la ligne polygonale tend vers zéro. Ce deuxième point de vue permet de définir la
longueur d’arcs non lisses que nous ne considérons pas dans ce cours.

Proposition 1.1.6

La longueur de l’arc 𝐴 est indépendante de la paramétrisation. Elle est invariante
par isométrie.

Démonstration
C’est une conséquence immédiate de la formule de changement de variables.

b) Abscisse curviligne

Soit 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 une courbe paramétrée régulière, de sorte que 𝜑
′(𝑡) ≠ 0 pour tout

𝑡 ∈ 𝐼 . Soit 𝐿 ∈ ℝ+∪{+∞} la longueur de la courbe géométrique Γ = 𝜑(𝐼) (c’est-à-dire
le supremum des longueurs des arcs fermés de Γ). Alors l’application

ℎ ∶ 𝑡 ∈ 𝐼 → ∫
𝑡

𝑡0

||𝜑′(𝑥)||𝑑𝑥 ∈ [0, 𝐿]

est lisse et strictement croissante, de dérivée
𝑑ℎ

𝑑𝑡

= ||𝜑′(𝑡)|| ≠ 0 pour tout 𝑡 ∈ 𝐼.

Sa bijection inverse est donc lisse également. La paramétrisation

𝜓 ∶= 𝜑 ◦ℎ−1 ∶ [0, 𝐿] → ℝ𝑛

est une paramétrisation admissible de Γ qui s’appelle paramétrisation par l’abscisse
curviligne (ou par longueur d’arc). Observons que le vecteur 𝜓 ′(𝑡) est unitaire quel que
soit 𝑡 :

4
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1 Paramétrisation par longueur d’arc

||𝜓 ′(𝑡)|| = ‖‖‖‖𝜑′(ℎ−1)(𝑡) 1||𝜑′(ℎ−1(𝑡)||‖‖‖‖ = 1.

On dira ainsi également que Γ est paramétrée à vitesse unité.

Cette propriété caractérise la paramétrisation par longueur d’arc :

Proposition 1.1.7

Soit 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 et 𝜓 ∶ 𝐽 → ℝ𝑛 deux paramétrisations d’une courbe géométrique
Γ telles que 𝜑

′(𝑡), 𝜓 ′(𝑥) sont des vecteurs unitaires pour tout 𝑡, 𝑥 ∈ 𝐼, 𝐽 . Alors
𝐽 = 𝛼(𝐼) où 𝛼(𝑡) = ±𝑡 + 𝑡0.

Démonstration
Observons que 𝜓 = 𝜑 ◦ 𝛼 pour un changement admissible 𝛼 de paramétrisation. Le
caractère unitaire de 𝜑′

, 𝜓
′ assure que |𝛼′(𝑡)| = 1 pour tout 𝑡. Il s’ensuit par connexité

que soit 𝛼′ ≡ 1, soit 𝛼′ ≡ −1, d’où le résultat.

1.3 Exemples

Exemple 1.1.8 La paramétrisation

𝜑 ∶ 𝑡 ∈ [0, 2𝜋𝑅] → (𝑅 cos(𝑡∕𝑅), 𝑅 sin(𝑡∕𝑅)) ∈ ℝ2

est la paramétrisation par longueur d’arc du cercle centré à l’origine et de rayon 𝑅.
Comme nous l’indique la proposition précédente, cette paramétrisation est unique
une fois que l’on fixe le point 𝜑(0) (ici le point (𝑅, 0)) et le sens de parcours (ici le
sens trigonométrique).

Observons que la paramétrisation de l’Exemple 1.1.8 s’exprime au moyen des fonc-
tions transcendantes sin, cos. C’est le cas de la plupart des courbes (excepté les droites,
bien entendu).

Exemple 1.1.9 L’hélice circulaire de ℝ3 est la courbe paramétrée

𝜑 ∶ 𝑡 ∈ ℝ → (𝑎 cos 𝑡, 𝑎 sin 𝑡, 𝑏𝑡) ∈ ℝ3
.

C’est une courbe tracée sur le cylindre {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∕ 𝑥2 + 𝑦
2 = 𝑎

2}. Sa
paramétrisation par longueur d’arc est donnée par

𝜓(𝑠) =

(
𝑎 cos 𝑠√

𝑎
2 + 𝑏

2
, 𝑎 sin 𝑠√

𝑎
2 + 𝑏

2
,

𝑏𝑠√
𝑎
2 + 𝑏

2

)
.

En voici deux représentations :
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Chapitre 1 • Courbes de ℝ𝑛

2 Courbes planes

2.1 Définitions équivalentes

Il existe de nombreux points de vue équivalents pour décrire une courbe géométrique,
comme nous l’expliquons ici dans le cas des courbes planes :

Proposition 1.2.1

Les propriétés suivantes sont localement équivalentes :
i) Γ ⊂ ℝ2 est le graphe d’une fonction d’une variable ;
ii) Γ ⊂ ℝ2 est une courbe paramétrée régulière ;
iii) il existe un difféomorphisme Φ ∶ ℝ2 → ℝ2 tel que Φ({𝑥 = 0}) = Γ;
iv) il existe une submersion lisse 𝐹 ∶ ℝ2 → ℝ telle que Γ = 𝐹

−1(0).

Nous renvoyons le lecteur au début du Chapitre 3 pour une description similaire en
toute dimension.

Démonstration
Si Γ = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ; 𝑦 = 𝑓 (𝑥)} est le graphe d’une fonction lisse, alors
𝑥 → (𝑥, 𝑓 (𝑥)) ∈ ℝ2 est une paramétrisation régulière de Γ, donc (𝑖) implique (𝑖𝑖).
Réciproquement, si Γ = 𝜑(𝐼) admet la paramétrisation régulière 𝜑(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),
on se place au voisinage d’un point tel que 𝑥′(𝑡) ≠ 0 (quitte à interchanger les rôles de
𝑥 et 𝑦). Le théorème d’inversion locale assure que la fonction 𝑥 est inversible au voi-
sinage de ce point. On peut donc réaliser Γ comme le graphe de la fonction 𝑦 ◦ 𝑥−1,
d’où (𝑖𝑖) ⇒ (𝑖).

6
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2 Courbes planes

Soit 𝜑 ∶ 𝑡 ∈ 𝐼 → (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ ℝ2 une paramétrisation régulière de Γ. Le vec-
teur tangent 𝜑′(𝑡) est non nul en tout point, on se place au voisinage d’un point tel
que 𝑦

′(𝑡) ≠ 0 (on peut s’y ramener quitte à composer par le difféomorphisme (𝑥, 𝑦)
→ (𝑦, 𝑥)). Alors Φ ∶ (𝑠, 𝑡) → (𝑠+ 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ ℝ2 est un difféomorphisme (local) tel
que Φ({𝑠 = 0}) = Γ. Ainsi (𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑖𝑖).
Réciproquement, si Γ = Φ({𝑠 = 0}) est l’image de l’axe {𝑠 = 0} par un dif-
féomorphisme Φ(𝑠, 𝑡) = (𝛼(𝑠, 𝑡), 𝛽(𝑠, 𝑡)), alors Γ admet la paramétrisation régulière
𝜑 ∶ 𝑡 → (𝛼(0, 𝑡), 𝛽(0, 𝑡)), donc (𝑖𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑖).
Considérons l’ensemble des points (𝑥, 𝑦) d’un ouvert 𝑈 de ℝ2 tels que 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0,
où 𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ est une fonction lisse. On suppose que la différentielle 𝑑𝐹 ne s’an-
nule pas en un point (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑈 . L’une au moins des deux dérivées partielles ne
s’annule pas, disons 𝜕𝐹

𝜕𝑦

(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 pour fixer les idées. Par continuité, 𝜕𝐹

𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦) ≠ 0
ne s’annule pas pour (𝑥, 𝑦) dans un petit voisinage 𝑉 de (𝑥0, 𝑦0). Le théorème des
fonctions implicites assure alors l’existence d’un voisinage 𝑉

′
⊂ 𝑉 de (𝑥0, 𝑦0) tel

qu’il existe une fonction lisse 𝑓 telle que

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉
′ ∕𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0} = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉

′ ∕ 𝑦 = 𝑓 (𝑥)}.

Cela montre l’implication (𝑖𝑣) ⇒ (𝑖).
Réciproquement, si Γ est le graphe d’une fonction 𝑓 , alors Γ = 𝐹

−1(0) où 𝐹 (𝑥, 𝑦)
= 𝑦 − 𝑓 (𝑥) est une submersion, donc (𝑖) ⇒ (𝑖𝑣).

REMARQUE 1.2.2
Ces propriétés ne sont pas globalement équivalentes. Par exemple, le cercle unité
𝑆

1
⊂ ℝ2 peut s’exprimer comme l’image réciproque 𝐹

−1(0) par la submersion 𝐹 ∶
(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ⧵ {0} → 𝑥

2 + 𝑦
2 − 1 ∈ ℝ, mais il ne peut pas s’exprimer comme le graphe

d’une (seule) fonction.

Exemple 1.2.3 Considérons la lemniscate de Bernoulli1 dont l’équation carté-
sienne dans le plan de coordonnées (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 est donnée par

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦
2)2 − 2𝑑2(𝑥2 − 𝑦

2) = 0

avec 𝐹 ∶ ℝ2 → ℝ submersive hors de l’origine. En voici une représentation :

1. Jakob Bernoulli, mathématicien et physicien suisse (1655-1705), frère de Jean Bernoulli et oncle
de Daniel Bernoulli et Nicolas Bernoulli.

©
D

un
od

–
T

ou
te

re
pr

od
uc

tio
n

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

.

7



TP21-0555_Book — 9/02/2022 7:50 — page 8

Chapitre 1 • Courbes de ℝ𝑛

On peut également la décrire par la paramétrisation

𝜃 ∈ [−𝜋∕4, 𝜋∕4] → 𝜑(𝜃) = 𝑑

√
2 cos(2𝜃)(cos 𝜃, sin 𝜃) ∈ ℝ.

2.2 Courbure

Soit 𝑠 ∈ 𝐼 → 𝜑(𝑠) ∈ ℝ2 une courbe plane paramétrée par son abscisse curviligne.
Alors le vecteur vitesse trace une courbe 𝑠 → 𝜑

′(𝑠) sur le cercle unité. Celle-ci possède
un vecteur vitesse 𝜑′′(𝑠) appelé accélération. Au signe près, la courbure est la norme de
l’accélération :

DÉFINITION 1.2.4

La courbure de la courbe géométrique Γ = 𝜑(𝐼) paramétrée par sa longueur d’arc
au point 𝜑(𝑠) est

𝜅(𝑠) ∶= 𝜀(𝑠)||𝜑′′(𝑠)||
où le signe 𝜀(𝑠) ∈ {−1,+1} est positif si (𝜑′(𝑡), 𝜑′′(𝑡)) est une base directe de ℝ2,
négatif sinon.

Notons que les vecteurs 𝜑
′(𝑡) et 𝜑

′′(𝑡) sont orthogonaux (dérivez la relation||𝜑′(𝑡)||2 = 1). Une expression utile qui exprime la courbure est donc

𝜅(𝑡) = det(𝜑′(𝑡), 𝜑′′(𝑡)).

La courbure ne dépend pas d’un choix de paramétrisation, seulement de l’orientation
de la courbe.

Comme l’abscisse curviligne n’est pas souvent calculable, il est utile d’exprimer la
courbure en fonction d’une paramétrisation quelconque :

Proposition 1.2.5

Soit 𝜓 ∶ 𝑡 ∈ 𝐼 → (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ ℝ2 une paramétrisation quelconque d’une courbe
géométrique orientée Γ. Alors la courbure 𝜅(𝑡) de Γ au point 𝜓(𝑡) est donnée par

𝜅(𝑡) ∶= 𝑥
′(𝑡)𝑦′′(𝑡) − 𝑥

′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
[𝑥′(𝑡)2 + 𝑦

′(𝑡)2]3∕2
= det(𝜓 ′(𝑠), 𝜓 ′′(𝑠))||𝜓 ′(𝑠))||3 .

La valeur absolue de la courbure est invariante par les isométries de ℝ2.

Démonstration
Soit 𝜑 ∶ 𝐽 → ℝ2 la paramétrisation par longueur d’arc normalisée de sorte que
𝜑(𝑡) = 𝜓(𝑠). Soit 𝑇 (𝑡) ∶= 𝜑

′(𝑡) le vecteur unitaire tangent à la courbe et 𝑁(𝑡) le vec-
teur unitaire normal à 𝑇 (𝑡), c’est-à-dire que (𝑇 (𝑡), 𝑁(𝑡)) forme une base orthonormée
directe de ℝ2.

8
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2 Courbes planes

Comme ||𝑇 (𝑡)||2 = 1, on obtient en dérivant que 2⟨𝑇 ′(𝑡), 𝑇 (𝑡)⟩ = 0, donc 𝑇
′(𝑡) est

proportionnel à 𝑁(𝑡). Le facteur de proportionnalité est précisément la courbure 𝜅(𝑡)
de la courbe Γ. Autrement dit

𝜑
′′(𝑡) = 𝑇

′(𝑡) = 𝜅(𝑡)𝑁(𝑡).

Notons à présent 𝛼 le changement admissible de paramétrisation tel que
𝜑(𝑡) = 𝜓 ◦ 𝛼(𝑡). Alors

𝜑
′(𝑡) = 𝜓

′(𝑠)||𝜓 ′(𝑠)|| avec 𝑠 = 𝛼(𝑡).

Dérivons à nouveau cette expression. Il vient

𝜑
′′(𝑡) = 𝜓

′′(𝑠)||𝜓 ′(𝑠)||2 + 𝑏(𝑠)𝜓 ′(𝑠)

pour une fonction 𝑏(𝑠) que nous ne cherchons pas à calculer. On en déduit

𝜅(𝑡) = det(𝜑′(𝑡), 𝜑′′(𝑡)) = 1||𝜓 ′(𝑠))||3 det(𝜓 ′(𝑠), 𝜓 ′′(𝑠)).

La formule annoncée en résulte, en remplaçant 𝜓 ′ et 𝜓 ′′ par leurs coordonnées
euclidiennes.

Si 𝐹 (𝑝) = 𝐴𝑝+𝑣 et 𝜓̃ = 𝐹 ◦𝜓 est l’image de 𝜓 par une isométrie 𝐹 , alors 𝜓̃ ′ = 𝐴𝜓
′

et 𝜓̃ ′′ = 𝐴𝜓
′′. Il vient donc

det(𝜓̃ ′′
, 𝜓̃

′) = det 𝐴 ⋅ det(𝜓 ′′
, 𝜓

′) = ± det(𝜓 ′′
, 𝜓

′)

et ||𝜓̃ ′|| = ||𝜓 ′|| puisque 𝐴 est une rotation. Il s’ensuit que |𝜅̃| = |𝜅|.
Signe de la courbure. Si on change le sens de parcours, la courbure change de signe.
Celui-ci dépend aussi de l’orientation du plan. Une isométrie du plan préservant l’orien-
tation préserve la courbure des courbes, tandis qu’une isométrie du plan renversant
l’orientation change le signe de la courbure.

Exemples 1.2.6
1) La courbure d’un cercle de rayon R est constante. Elle vaut 1∕𝑅 si le cercle est
parcouru dans le sens trigonométrique, −1∕𝑅 sinon.

2) Au point (0, 0), la courbure de la parabole d’équation 𝑦 = 𝑥
2, parcourue dans le

sens des x croissants, vaut 2.

3) L’ellipse 𝜑 ∶ 𝑡 ∈ ℝ → (𝑎 cos 𝑡, 𝑏 sin 𝑡) ∈ ℝ2 a pour courbure

𝜅(𝑡) = 𝑎𝑏

[𝑎2 sin2 𝑡 + 𝑏
2 cos2 𝑡]3∕2

.

Sous l’angle de la géométrie différentielle, les cercles et les droites ont encore un
statut particulier comme le montre le résultat qui suit.
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Chapitre 1 • Courbes de ℝ𝑛

Proposition 1.2.7

Les seules courbes dont la courbure est constante sont les (portions de) droites et
les cercles.

Démonstration
Nous montrons plus loin que la courbure caractérise les courbes à isométrie globale
près. Comme les cercles et les droites ont une courbure constante (respectivement
±1∕𝑅 ou 0), et comme leurs images par une isométrie globale sont des cercles et
des droites, le résultat découle du Théorème 1.2.12.

Il est sans doute préférable ici d’adopter une démarche plus terre à terre. Soit Γ ⊂ ℝ2

une courbe géométrique de courbure constante. On peut paramétrer Γ par sa longueur
d’arc 𝑠 → 𝜑(𝑠). Si la courbure est nulle, il vient 𝜑” ≡ 0, il s’agit donc d’une (portion
de) droite.

Supposons à présent que 𝜅 est une constante non nulle. Soit 𝑇 (𝑠) = 𝜑
′(𝑠) le vecteur

unitaire tangent et 𝑁(𝑠) = 𝑇
′(𝑠)∕𝜅 le vecteur normal. Observons que

𝑁
′(𝑠) = −𝜅𝑇 (𝑠).

En effet, 𝑁 est unitaire donc 𝑁
′ est orthogonal à 𝑁 , donc proportionnel à 𝑇 . La

constante de proportionnalité s’obtient en dérivant la relation d’orthogonalité

0 = 𝑑

𝑑𝑠

⟨𝑇 ,𝑁⟩ = ⟨𝑇 ′
, 𝑁⟩ + ⟨𝑇 ,𝑁 ′⟩,

d’où ⟨𝑇 ,𝑁 ′⟩ = − 𝜅.

Soit 𝑀(𝑠) = 𝜑(𝑠) + 1
𝜅

𝑁(𝑠) le « centre de courbure » de Γ au point 𝜑(𝑠). Le calcul
précédent montre que 𝑀(𝑠) = 𝑀0 est constant puisque

𝑀
′(𝑠) = 𝑇 (𝑠) + 1

𝜅

𝑁
′(𝑠) = 0.

Il s’ensuit que Γ est une portion du cercle de centre 𝑀0 et de rayon 1∕|𝜅|. En effet

‖𝑀0 − 𝜑(𝑠)‖ = 1|𝜅|‖𝑁(𝑠)‖ = 1|𝜅|
puisque 𝑁(𝑠) est unitaire.

2.3 Cercles osculateurs

Soit Γ une courbe géométrique et 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ2 une paramétrisation. On note
𝜑(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) les coordonnées euclidiennes.

L’équation d’un cercle (𝑥−𝛼)2 + (𝑦− 𝛽)2 = 𝑅
2 dépend de trois paramètres (𝛼, 𝛽, 𝑅).

On peut fixer la valeur de ces paramètres de sorte que le cercle passe par le point 𝜑(𝑡)

10
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2 Courbes planes

avec un contact d’ordre 3 au moins. En effectuant un développement de Taylor-Young2

au point 𝜑(𝑡) tel que (𝑥(𝑡) − 𝛼)2 + (𝑦(𝑡) − 𝛽)2 = 𝑅
2, il vient

𝑥(𝑠) − 𝛼 = (𝑥(𝑡) − 𝛼) + 𝑥
′(𝑡)(𝑠 − 𝑡) + 𝑥

′′(𝑡)
2

(𝑠 − 𝑡)2 + 𝑜((𝑠 − 𝑡)2)

et on a un développement similaire pour 𝑦(𝑠) − 𝛽.

Le cercle a un contact d’ordre au moins 3 avec Γ au point 𝜑(𝑡) si

(𝑥(𝑠) − 𝛼)2 + (𝑦(𝑠) − 𝛽)2 −𝑅
2 = 𝑜((𝑠 − 𝑡)2).

On en déduit que cette condition est satisfaite exactement lorsque

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑥(𝑡) − 𝛼)2 + (𝑦(𝑡) − 𝛽)2 −𝑅

2 = 0
(𝑥(𝑡) − 𝛼)𝑥′(𝑡) + (𝑦(𝑡) − 𝛽)𝑦′(𝑡) = 0
(𝑥(𝑡) − 𝛼)𝑥′′(𝑡) + (𝑦(𝑡) − 𝛽)𝑦′′(𝑡) + 𝑥

′(𝑡)2 + 𝑦
′(𝑡)2 = 0

Les deux dernières équations permettent d’exprimer (𝑥(𝑡)−𝛼) et (𝑦(𝑡)−𝛽) en fonction
de 𝑥

′
, 𝑦

′
, 𝑥

′′
, 𝑦

′′, à condition que (𝑥′𝑦′′ − 𝑥
′′
𝑦
′)(𝑡) ≠ 0, c’est-à-dire lorsque la courbure

de Γ au point 𝜑(𝑡) n’est pas nulle, ce que nous supposons dans la suite. On obtient alors

𝑥 − 𝛼 = 𝑦
′(𝑥′2 + 𝑦

′2)
𝑥
′
𝑦
′′ − 𝑦

′
𝑥
′′ et 𝑦 − 𝛽 = −𝑥

′(𝑥′2 + 𝑦
′2)

𝑥
′
𝑦
′′ − 𝑦

′
𝑥
′′ .

En reinjectant dans la première équation, on obtient finalement

𝑅 = (𝑥′2 + 𝑦
′2)3∕2|𝑥′𝑦′′ − 𝑦
′
𝑥
′′| = 1|𝜅(𝑡)| .

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Proposition 1.2.8

Si la courbure 𝜅(𝑡) ≠ 0 est non nulle au point 𝜑(𝑡) ∈ Γ, alors il existe un cercle
unique qui a un ordre de contact au moins trois avec Γ au point 𝜑(𝑡). Ce cercle
« osculateur » a pour rayon l’inverse de la valeur absolue de la courbure.

Lorsque 𝜅(𝑡) = 0, on dit que la courbe admet un point d’inflexion. Dans ce cas, la
courbe Γ a un contact d’ordre deux avec sa tangente.

2. Brook Taylor, scientifique anglais (1685-1731) ; William Henry Young, mathématicien anglais
(1863-1942).©

D
un

od
–

T
ou

te
re

pr
od

uc
tio

n
no

n
au

to
ri

sé
e

es
tu

n
dé

lit
.

11



TP21-0555_Book — 9/02/2022 7:50 — page 12

Chapitre 1 • Courbes de ℝ𝑛

2.4 Étude locale
a) Position par rapport à la tangente

On s’intéresse ici à l’allure d’une courbe plane paramétrée Γ, 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ2 près d’un
point régulier 𝑝 = 𝜑(𝑡0). Un développement limité à l’ordre 2 s’écrit

𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝜑′(𝑡0) +
(𝑡 − 𝑡0)2

2
𝜑
′′(𝑡0) + 𝑜((𝑡 − 𝑡0)2).

Si 𝜑′(𝑡0) et 𝜑′′(𝑡0) sont linéairement indépendants (courbure non nulle), la courbe
est située d’un seul côté de sa tangente, au voisinage de 𝑝 : elle est contenue dans le
demi-plan délimité par la tangente et contenant 𝜑′′(𝑡0).

Lorsque 𝜑
′′(𝑡0) est proportionnel à 𝜑

′(𝑡0) (courbure nulle), il faut pousser le déve-
loppement limité plus loin. Supposons que 𝜑

(𝑗)(𝑡0) est proportionnel à 𝜑
′(𝑡0) pour tout

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 − 1 et 𝜑(𝑠)(𝑡0) ne l’est pas ; on effectue alors un développement limité à
l’ordre 𝑠,

𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡0) + 𝑃
𝑠
(𝑡)𝜑′(𝑡0) +

(𝑡 − 𝑡0)𝑠

𝑠!
𝜑
(𝑠)(𝑡0) + 𝑜((𝑡 − 𝑡0)𝑠),

où 𝑃
𝑠
(𝑡) est un polynôme de degré 𝑠− 1 qui s’annule en 𝑡0 et qui s’exprime simplement

en fonction du polynôme de Taylor de 𝜑(𝑡) en 𝑡0. On en déduit l’allure locale de Γ en
fonction de la parité de 𝑠 :

• si 𝑠 est pair, la courbe est localement d’un seul côté de sa tangente,

• si 𝑠 est impair, la courbe traverse sa tangente.

Il reste à comprendre le cas où tous les vecteurs dérivés 𝜑(𝑗)(𝑡0) sont proportionnels à
𝜑
′(𝑡0), pour tout 𝑗 ∈ ℕ. Si l’application 𝜑 est développable en série entière au voisinage

de 𝑡0, cela signifie alors que l’application 𝜑 s’écrit

𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)ℎ(𝑡)𝜑′(𝑡0)

où ℎ est une fonction réelle analytique. Dans ce cas, Γ est tout bonnement la droite
passant par 𝜑(𝑡0) et de vecteur directeur 𝜑′(𝑡0) !

Lorsque 𝜑 est lisse mais n’est pas développable en série entière, on ne peut pas
conclure. Les exemples qui suivent montrent deux graphes qui ont cette propriété. Dans
un cas la courbe est d’un côté de sa tangente, dans l’autre elle traverse sa tangente.

Exemple 1.2.9 On considère les fonctions 𝑓, 𝑔 ∶ ℝ → ℝ définies par

𝑓 (𝑥) =
{

exp(−1∕𝑥) si 𝑥 > 0
0 si 𝑥 ≤ 0 et 𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
exp(−1∕𝑥2) si 𝑥 > 0
0 si 𝑥 = 0
− exp(−1∕𝑥2) si 𝑥 < 0

Ces fonctions sont infiniment dérivables sur ℝ avec toutes leurs dérivées nulles en 0,
elles ne sont donc pas développables en série entière en 0.

12
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2 Courbes planes

Nous laissons le lecteur vérifier que le graphe de 𝑓 se situe au-dessus de sa tangente
en 0, tandis que le graphe de 𝑔 traverse sa tangente en 0 (dans les deux cas, cette
tangente est l’axe des 𝑥).

b) Points singuliers

Soit Γ une courbe géométrique donnée par une paramétrisation 𝜑 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛. Nous
considérons le cas d’un point singulier 𝑎 = 𝜑(𝑡0), avec 𝜑′(𝑡0) = 0.

Si les vecteurs dérivés 𝜑(𝑗)(𝑡0) sont tous nuls, on ne peut rien dire de plus sauf si 𝜑
est développable en série entière, auquel cas 𝜑 est une application constante. Supposons
donc que 𝜑

(𝑝)(𝑡0) est le premier vecteur non nul. Dans ce cas, on appelle tangente à la
courbe Γ en 𝑎 la droite de vecteur directeur 𝜑(𝑝)(𝑡0) qui passe par le point 𝑎 = 𝜑(𝑡0).

Si tous les 𝜑(𝑗)(𝑡0) sont proportionnels à 𝜑
(𝑝)(𝑡0), soit 𝜑 est réelle-analytique et alors

Γ est la droite passant par 𝜑(𝑡0) et de vecteur directeur 𝜑(𝑝)(𝑡0), soit on ne peut rien dire
de plus, comme on s’en rend compte en modifiant très légèrement l’Exemple 1.2.9.

Supposons à présent qu’il existe 𝑗 > 𝑝 tel que les vecteurs 𝜑
(𝑝)(𝑡0) et 𝜑(𝑗)(𝑡0) sont

linéairement indépendants. On note 𝑞 le plus petit de ces entiers 𝑗. Le comportement
local de la courbe Γ dépend alors de la parité de 𝑝 et 𝑞 :

DÉFINITION 1.2.10

Si 𝑝 est impair et 𝑞 pair : on parle de point de concavité, la courbe est du côté de
la tangente qui contient 𝜑(𝑞)(𝑡0).
Si 𝑝 est impair et 𝑞 impair : on parle de point d’inflexion, la courbe traverse sa
tangente.

Si 𝑝 est pair et 𝑞 impair : on parle de point de rebroussement de première espèce,
la courbe traverse sa tangente.

Si 𝑝 et 𝑞 sont pairs : on parle de point de rebroussement de seconde espèce, la
courbe est d’un côté de sa tangente.

Exemple 1.2.11 Vous pouvez fabriquer des exemples de chacune de ces situa-
tions en paramétrant la courbe géométrique définie par Γ ∶= {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∕ 𝑥𝑎 = 𝑦

𝑏}
et en jouant sur la valeur des paramètres 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ.

2.5 Rigidité globale

Nous avons déjà mentionné que les isométries directes du plan préservent la courbure.
Voici une réciproque importante à cette observation :

Théorème 1.2.12

Soit Γ1 et Γ2 deux courbes géométriques régulières dans ℝ2 qui ont la même
courbure. Alors il existe une isométrie directe du plan qui transforme Γ1 en Γ2.©
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