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Le développement exceptionnel des marchés de capitaux, au cours des dernières années, est marqué par une forte instabilité des taux d’intérêt et donc par un risque important pour les intervenants financiers.
 
 

 
Le gestionnaire d’un portefeuille obligataire, le responsable du bilan d’une banque, le trésorier d’une entreprise doivent savoir maîtriser ce risque. En tant que mesure synthétique de l’exposition au risque de taux, la duration est l’outil de base de la gestion rigoureuse d’un portefeuille sensible aux variations de taux.
 
 

 
L’objet de cet ouvrage est une présentation progressive et complète de ce concept. Les nombreux exemples qui l’illustrent donneront au lecteur le moyen d’appliquer rapidement les modèles financiers qui s’appuient sur la duration.
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Introduction
 
Le développement exceptionnel des marchés de capitaux, au cours des dernières années, est marqué par une forte instabilité des taux d’intérêt qui représente un risque important pour les intervenants financiers.
 
Le gestionnaire d’un portefeuille obligataire, le responsable du bilan d’une banque, le trésorier d’une entreprise doivent savoir maîtriser ce risque. En tant que mesure synthétique de l’exposition au risque de taux, la duration est l’outil de base d’une gestion rigoureuse d’un portefeuille sensible aux variations de taux.
 
L’objet de cet ouvrage est une présentation complète et méthodique de ce concept, les quatre parties qui le composent peuvent être abordées séparément :
 
 — La première partie rappelle la définition de la duration et de ses principales propriétés, elle est destinée au lecteur qui aborde ce sujet pour la première fois.
 
 — La deuxième précise les techniques de calcul de la duration des principaux produits financiers. La connaissance de ces techniques est nécessaire à la mise en place opérationnelle d’une gestion du risque de taux qui ne saurait se limiter aux produits dont les caractéristiques sont simples.
 
 — La troisième est une étude statistique sur la validité de la duration dans le cas du marché français. La mesure du risque de taux à l’aide de la duration repose sur quelques hypothèses qui ne correspondent pas toujours exactement à la réalité des marchés. Nous chercherons à mettre en évidence les limites pratiques que cela peut entraîner.
 
 — La dernière partie présente l’utilisation de la duration pour la mesure du risque de taux d’un établissement financier. Elle est illustrée par des exemples pratiques s’appuyant sur des bilans bancaires simplifiés.

 
 
 


 


 
PREMIERE PARTIE
 
LA DURATION, NOTIONS DE BASE
 
par J.-M. Plumyène
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
Cette partie présente les définitions et les principales propriétés de la duration, elle comporte trois chapitres :
 
 

 
CHAPITRE 1. — Définitions de la duration en fonction de ses utilisations.
 
 

 
CHAPITRE 2. — Étude de la duration en fonction des différents paramètres qui interviennent dans son calcul.
 
 

 
CHAPITRE 3. — Calcul et propriétés de la duration d’un portefeuille.
 
 

 
 

 
 
Dans cette partie, nous faisons fréquemment appel à des notions classiques de calcul actuariel qui sont introduites dans l’annexe 0 et étudiées de manière plus approfondie dans les chapitres 2.2 et 4.1.
 
 
 




 


1 Les définitions et les utilisations de la duration
 

1. 1. La définition de Macaulay : mesure de « durée »

 
La notion de duration a été introduite pour la première fois par l’Américain F.R. Macaulay en 1938 dans une étude sur les taux d’intérêt. Cherchant à comparer l’évolution des taux longs avec celle des taux courts, Macaulay a jugé nécessaire de mieux définir la notion de durée d’un titre caractérisé par un échéancier de flux financiers. Il utilise le mot « duration » pour qualifier cette notion.
 
La maturité, c’est-à-dire la durée qui reste à courir avant la dernière échéance du titre considéré, peut sembler être une mesure adaptée de la durée d’un échéancier, mais Macaulay préfère rejeter cet indicateur. En effet, il lui semble anormal que la duration d’un échéancier ne soit définie que par son dernier flux.
 
A titre d’exemple, comparons deux titres de maturité 5 ans : 


 
	 — une obligation zéro-coupon1 de rendement 10 % ;
 
	 — une obligation à coupon annuel de 10 % et avec un rendement de 10 %.


 
L’estimation de la « durée » du premier titre ne présente pas de difficulté car celui-ci ne donne lieu qu’à un flux unique, 5 ans après l’achat. En revanche, il est plus difficile d’estimer la « durée » du deuxième titre, car il donne lieu à des remboursements annuels jusqu’à la date de remboursement 
du capital. Pour Macaulay, sa duration doit nécessairement être inférieure à la duration du zéro-coupon.
 
De manière relativement arbitraire, Macaulay propose de définir la duration comme une moyenne pondérée des différentes maturités des flux qui constituent le titre ou le portefeuille étudié. Ainsi définie, la duration est homogène à une durée et s’exprime en unité de temps.
 
La difficulté tient alors dans le choix des facteurs de pondération. Il semble naturel que ces facteurs tiennent compte des montants des flux qui constituent le titre. Macaulay propose de pondérer les maturités de ces flux par leurs valeurs actualisées.
 
Si le taux d’actualisation retenu est nul, les facteurs de pondération sont égaux aux montants nominaux qui constituent l’échéancier du titre. Dans ce cas, on retrouve la définition classique de la durée moyenne d’un échéancier. En pratique, duration et durée moyenne sont des critères relativement voisins pour des titres de faibles maturités, comme on peut le constater sur la figure 1.1.
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Fig. 1.1. — Duration et durée moyenne d’une obligation (coupon 12 %, rendement 9 %)


 
 
Expression de la duration de Macaulay pour une obligation
 
 

 
 
Par souci de simplicité, Macaulay a retenu le taux de rendement actuariel du titre considéré comme taux d’actualisation. On peut envisager le choix d’un autre taux d’actualisation tout en restant fidèle à la définition de Macaulay, mais le choix d’un taux d’actualisation adapté pose de nombreux problèmes pratiques que nous étudierons par la suite.
 
Pour une obligation ayant les caractéristiques suivantes :
 
 
 
 

 
 
	Prix 
	P

 
 
	Coupon annuel 
	C

 
 
	Nominal 
	100

 
 
	Taux de rendement actuariel 
	y

 
 
	Nombre de coupons 
	n




 
Le facteur de pondération du k-ième coupon est : 


[image: Illustration]

 
Par définition du taux de rendement, la somme des valeurs actuelles des coupons et du remboursement du nominal est égale au prix du titre.
 
Par conséquent, W1 + W2 +... + Wn-1 + Wn = 1.
 
On en déduit l’expression de la duration de Macaulay :
 
 

 
D = W1. 1 + W2. 2 +... + Wn-1.(n - 1) + Wn. n.
 
[image: Illustration]

 
▶ Remarque 1. — Cette formule est généralisable à un ensemble quelconque de flux constants et connus d’avance. On utilise les notations suivantes :
 
at : flux à la date t ;
 
y : taux d’actualisation retenu.
 
[image: Illustration]

 
D = ΣWt. t.
 
 
 

 
 
▶ Remarque 2. — En appliquant cette définition, on obtient la duration d’une obligation zéro-coupon. Si on désigne par P, y et n les prix, rendement et maturité du zéro-coupon :
 
[image: Illustration]

 
En effet, par définition même du taux de rendement : P = 100/(1 + y)n.
 
La duration d’une obligation zéro-coupon est égale à sa maturité.
 
 

 
 
▶ Remarque 3. — La fonction d’actualisation la plus fréquemment retenue est l’actualisation à l’aide d’un taux actuariel, mais on peut aussi exprimer une valeur actuelle en fonction du taux continu :
 
 

 
Valeur actuelle (at) = at.e-rt.
 
 

 
 
L’expression du facteur de pondération devient :
 
[image: Illustration]

 
Le taux actuariel et le taux composé continu sont liés par la relation :
 
 

 
 
e-rt = (1 + y)-t = e-tlog(1 +y)
 
r = log (1 + y).
 
 

 
 
Cette formule permet de passer facilement de l’expression de la duration en fonction d’un taux actuariel à celle en fonction du taux continu.
 
 

 
 

 
Exemple de classement de titres en fonction de leur duration
 
 

 
 
Considérons les trois titres A, B, C : 
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Ces trois titres sont très différents du point de vue de la maturité alors que leurs durations sont assez proches. Le titre A qui a la maturité la plus élevée (15 ans) a la duration la plus faible (7,79 ans).

 
1.2. La duration : mesure de sensibilité
 
Hicks (1946), Samuelson (1945), Redington (1952), Fischer et Weil (1971), Hopewell et Kaufman (1973) et bien d’autres encore ont présenté la relation liant les variations de prix d’un titre à sa duration.
 
On considère un titre de prix P, défini par des remboursements at aux dates t, sa sensibilité est la variation relative de son prix pour un changement unitaire de son taux de rendement.
 
 

 
 
Par définition du taux de rendement actuariel y : [image: Illustration].
 
 

 
 
En dérivant cette expression par rapport à y, on obtient : 


[image: Illustration]

ou encore : 
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On reconnaît l’expression de la duration D définie par Macaulay : 


[image: Illustration]

 
Cette relation, couramment appelée formule de Hicks, indique que la variation relative du prix d’un titre est proportionnelle à la variation de son taux de rendement. Le facteur de proportionnalité est - D/(1+ y). Il faut noter que cette relation, obtenue par dérivation, n’est applicable qu’à de faibles variations du taux de rendement.
 
La duration étant généralement positive, le signe de ce facteur de proportionnalité confirme qu’une hausse du taux entraîne une baisse du prix, alors qu’une baisse du taux entraîne une hausse du prix.
 
 
 

 
 
▶ Exemple. — On considère une obligation de nominal 100, de maturité 5 ans et coupon 10 %, calculons la variation relative du prix de ce titre lorsque son taux de rendement interne passe de 9.5 % à 10 %. Pour un taux de 9.5 % le prix de ce titre est de 101,92, alors qu’il est de 100 avec un taux de 10 % ce qui représente une baisse de 1,884 %. En utilisant la formule de Hicks, la variation relative du prix de ce titre est de 1,908 %, ce qui est très proche du résultat calculé directement : 1,908 % = - 4,178 ans x 0,005/1,095.
 
Si l’on dispose de deux titres A et B de duration DA et DB, DA étant supérieure à DB, une même variation des taux de rendement des titres A et B entraînera une plus grande variation relative du premier prix. On dira que le titre A est plus sensible que le titre B aux variations de son taux de rendement.
 
Si on suppose que les taux de rendement des titres A et B ont des comportements identiques, on peut conclure que la duration est un indicateur de risque de taux.
 
Ce principe sera généralisé à un certain nombre de produits financiers dans la deuxième partie de cet ouvrage. Les hypothèses sur lesquelles s’appuie cette affirmation sont largement discutées dans la troisième partie.
 
 

 
 

 
 
▶ Exemple. — On considère l’OAT 9,90 % septembre 1994, le tableau suivant compare ses variations de cours à celles estimées à l’aide de la formule de Hicks. Contrairement à l’exemple précédent, les variations de taux utilisées ne sont pas celles du taux de rendement interne de l’OAT mais celle d’un taux de référence, le Taux Moyen Obligataire, qui traduit correctement les tendances du marché obligataire fançais (la notion de taux de référence est traitée en détail dans le chapitre 8.1).
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On constate que les variations de prix de l’OAT sont relativement proches de celles calculées par la formule de Hicks.
 
 

 
 

 
La duration modifiée
 
 

 
 
On considère un produit financier de prix P de rendement y et de duration D. La sensibilité Dm de ce titre est définie par la formule suivante :
 
[image: Illustration]

 
est couramment appelée duration modifiée. Par comparaison avec la formule de Hicks, on peut relier la duration de Macaulay et la duration modifiée.
 
[image: Illustration]

 
En utilisant la duration modifiée, la relation de Hicks devient : 


[image: Illustration]
 
 
(1)


 
 

 
 
L’application de cette formule est simplifiée par l’absence du terme (1 + y).
 
 

 
 
▶ Exemple. — On considère un titre de duration modifiée 5 ans et de prix 1 million de francs. Une hausse des taux de 10 points de base (0,1 %) induit une perte dP :
 
[image: Illustration]

 
Généralisation de la notion de duration modifiée
 
 

 
 
La périodicité des coupons versés par les obligations n’est pas toujours annuelle, l’actualisation d’un titre peut donc être calculée à partir d’un taux périodique. On écrit la valeur actuelle d’un flux at à la date t en utilisant un taux périodique : 


[image: Illustration]

où t est exprimé en années et fraction d’année, y est un taux périodique annualisé, il y a f périodes par an.
 
 
Pour un titre de prix P, défini par un ensemble de flux at aux dates t : 


[image: Illustration]

 
Par dérivation : 


[image: Illustration]

formule de Hicks pour un taux périodique de périodicité f.
 
[image: Illustration]

 
Lorsque f = 1, le taux retenu est actuariel.
 
Lorsque f = 2, le taux est semestriel (cas courant aux Etats-Unis).
 
Lorsque f est infini, il s’agit d’un taux composé continu.
 
 

 
 
On définit la duration modifiée généralisée Dm par : 


[image: Illustration]

 
La duration modifiée généralisée permet donc de calculer les variations de prix en fonction d’une variation du taux d’actualisation, qu’il soit continu (f = ∞), semestriel (f = 2) ou annuel (f = 1), à l’aide de la formule (1).
 
Si le taux utilisé est le taux composé continu, la duration modifiée et la duration de Macaulay sont égales (si f = ∞ alors 1 + y/f = 1 et Dm = D).

 
1.3. La duration : technique d’immunisation
 
Considérons un investisseur qui devra décaisser une certaine somme à une date future, il dispose de liquidités qu’il va placer jusqu’à cette 
date. C’est par exemple la situation d’un assureur qui place les primes qu’il perçoit pour faire face à des remboursements futurs. Si le rendement de ces placements n’est pas suffisant, cet investisseur pourra se trouver face à des difficultés de trésorerie. Les techniques d’immunisation consistent à définir des critères de choix des investissements qui garantissent le rendement d’un placement pour un horizon donné.
 
Fischer et Weil (1971) ont démontré (cf. annexe 1) qu’il était possible de trouver une date où le rendement d’un portefeuille obligataire ne peut être inférieur à son taux de rendement actuariel initial.
 
Un investisseur dont l’horizon d’investissement est égal à cette date est immunisé contre des changements inattendus des taux d’intérêt.
 
En effet, une hausse des taux d’intérêt a pour effet de dévaloriser les coupons et remboursements à percevoir, mais elle permet de replacer les coupons perçus à un meilleur taux. Il peut donc exister une date où le gain sur le replacement des coupons compense la perte sur la valorisation des échéances à venir. Le raisonnement symétrique peut être tenu en cas de baisse des taux.
 
On démontre que, sous l’hypothèse d’une structure de taux plate ne pouvant se déformer que parallèlement, cette date correspond à la duration définie par Macaulay.
 
 

 
 
▶ Exemple d’immunisation. — Soit une obligation de maturité 5 ans, de nominal 100, payant un coupon annuel de 13,30 % et dont le taux de rendement est de 10,90 %, on peut calculer son prix : 


[image: Illustration]

 
La formule de Macaulay permet de calculer la duration de ce titre : 


[image: Illustration]

 
Le titre a été acheté au taux de 10,90 %, on suppose que très peu de temps après cet achat, le taux de rendement des titres de ce type a changé.
 
Avec ce nouveau taux, on calcule le prix de l’obligation à la fin des années 1, 2, 3, 4, 5, majoré des coupons déjà perçus dont on suppose qu’ils ont été replacés à ce même taux. On note Pn la valeur ainsi calculée à la date n.
 
 
On a donc placé 108,89 à la date 0 pour obtenir Pn à la date n, le rendement r de cette opération vérifie la relation : 


[image: Illustration]

 
Le tableau suivant donne le rendement de l’opération à la date n pour différentes hypothèses de changement de taux, intervenu juste après la date initiale : 


[image: Illustration]

 
On constate qu’à la fin de l’année 4 (la duration), le rendement est égal au rendement initial quelle que soit l’ampleur du mouvement de taux envisagé. On dit que le portefeuille est immunisé : si un intervenant investit 108,80 dans ce titre à la date 0 et qu’il liquide son portefeuille à la fin de l’année 4, il est « certain » de réaliser un rendement de 10,90 %. A une date différente de la duration, le rendement de l’opération peut être calculé par la formule de Babcock (démontrée en annexe 1).
 
r = i0 + (i - i0)(1 - D/n)

 
i0 : taux de rendement actuariel du titre lors de l’achat ;
 
i : taux de rendement actuariel peu de temps après l’achat et supposé constant jusqu’à la date n.
 
 

 
 
On rappelle les hypothèses très fortes sur lesquelles s’appuient ces résultats : 


 
	 — la courbe des taux est plate (taux indépendant de la maturité) ;
 
	 — la courbe des taux se déforme parallèlement ;
 
	 — les coupons sont tous replacés au même taux.
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1.4. Définition générale : zéro-coupon équivalent
 
On considère, d’une part, un titre (par exemple une obligation à coupons annuels) de duration D et, d’autre part, une obligation zéro-coupon de maturité D. On va comparer ces deux titres d’après les trois critères que nous venons de présenter.
 
 

 
 

 
« Durée » au sens de Macaulay
 
 

 
 
La duration de l’obligation zéro-coupon est égale à sa maturité, les deux titres ont donc la même durée au sens de Macaulay.
 
 

 
 

 
Sensibilité aux variations de taux d’intérêt
 
 

 
 
On fait l’hypothèse que la courbe des taux de rendement en fonction de la maturité est plate. Bien qu’ils aient des maturités différentes, les deux titres ont alors le même rendement ce qui permet d’écrire les relations de Hicks de la manière suivante :
 
 

 
P : prix du titre ;
 
Pzc : prix de l’obligation zéro-coupon ;
 
y : rendement des deux titres.
 
[image: Illustration]

 
 
Les deux titres subissent donc les mêmes variations relatives en cas de changement des taux d’intérêt : ils sont équivalents en terme de risque de taux.
 
 

 
 

 
Immunisation pour un horizon d’investissement
 
 

 
 
Un investisseur sait qu’il devra décaisser 100 F à la date D. Il peut acheter l’obligation zéro-coupon au prix Pzc de nominal 100 F qui lui seront remboursés à la date D. L’encaissement de 100 F à la date D pour un investissement Pzc constitue une opération de rendement y.
 
Par ailleurs, si l’on fait l’hypothèse que la courbe des taux est plate et qu’elle se déforme parallèlement, il aura la même garantie s’il achète le titre de duration D (démonstration de Fischer et Weil).
 
Le titre de duration D et l’obligation zéro-coupon de maturité D offrent les mêmes rendements à un investisseur dont l’horizon d’investissement est égal à D. Notons que ce rendement n’est certain que dans le cas du zéro-coupon, car une évolution des taux d’intérêt non conforme aux hypothèses de Fischer et Weil peut conduire à un rendement final différent de celui attendu dans le cas d’un titre qui comporte des paiements intermédiaires.
 
 

 
 

 
Conclusion
 
 

 
 
La duration d’un titre est la maturité d’une obligation zéro-coupon qui est équivalente à ce titre en terme de « durée » au sens de Macaulay, de sensibilité et d’immunisation. Rappelons que ce résultat suppose que la courbe des taux est plate et qu’elle se déforme parallèlement.

 

 


 


2 Propriétés de la duration
 
Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés de la duration en fonction des paramètres qui permettent de la calculer. Les utilisations de la duration sont multiples, mais il est toujours nécessaire de savoir comment cet indicateur réagit lors d’un changement de contexte. L’écoulement du temps et le changement des conditions de marché peuvent, en effet, faire varier la duration d’un titre ou d’un portefeuille.
 
Nous ferons cette étude dans le cas d’une obligation à taux fixe dont le capital est remboursable in fine car il s’agit d’un cas très fréquent. Les conclusions de l’étude peuvent souvent être étendues à d’autres titres. Le calcul de la duration des différents produits que l’on rencontre sur les marchés financiers sera présenté dans la deuxième partie.
 
La duration définie par Macaulay pour une obligation est une fonction de trois paramètres : 


 
	 — le coupon ;
 
	 — la maturité ;
 
	 — le taux de rendement actuariel.


 
Nous allons étudier les propriétés de la duration en fonction de ces paramètres. Dans chaque cas, on a pris soin de représenter graphiquement la duration en fonction du paramètre. Nous conseillons au lecteur de mémoriser l’allure de ces graphiques qui lui permettront de prévoir les variations de la duration d’un titre et de comparer les durations de titres différents sans avoir recours à des calculs fastidieux.
 
 
2.1. Calcul de la duration d’une obligation
 
Notations
 
 

 
 
Dans ce chapitre, nous utilisons les notations suivantes pour décrire une obligation : 


 
	 — le nominal et la valeur de remboursement sont de 100 F ;
 
	 — le coupon annuel : C ;
 
	 — le nombre d’années entières restant à courir : n ;

 
	 — la fraction d’année avant le prochain coupon : z (z < 1) ;
 
	 — la maturité est donc égale à n + z (il reste n + 1 coupons) ;
 
	 — le taux de rendement in fine du titre : y ;

 
	 — le prix du titre en incluant le coupon couru : P ;
 
	 — la duration de l’obligation : D. 
[image: Illustration]





 
Formules du prix et de la duration d’une obligation
 
 

 
 
Par définition du taux de rendement le prix du titre vérifie : 


[image: Illustration]
 
 
(2)


 
Cette formule permet de calculer le taux de rendement du titre, on en déduit sa duration de Macaulay : 


[image: Illustration]
 
 
(3)
 



[image: Illustration]
 
 
(4)



[image: Illustration]
 
 
(5)


 
La formule (4) est une expression factorisée du prix de l’obligation. En combinant la dérivée de cette expression avec la formule de Hicks, on obtient une expression directe de la duration (formule (5)) (démonstration en annexe 2). Cette expression est utile si on cherche à calculer manuellement la duration d’une obligation.
 
On peut proposer une autre méthode de calcul de la duration bien adaptée à l’usage des calculatrices financières ou des tableurs. En effet, il est possible de calculer la dérivée de la valeur actuelle en observant deux valeurs obtenues pour des taux d’actualisation assez proches : 


[image: Illustration]

où ∈ est une faible variation de y.
 
 

 
 
En utilisant la formule de Hicks : 


[image: Illustration]

on obtient une expression approchée de la duration : 


[image: Illustration]
 
 
(6)


 
▶ Exemple. — Nous allons calculer la duration d’une obligation (coupon 8 %, maturité 3,5 ans) de deux manières différentes afin de vérifier la validité de la formule (6). La nature de ce test justifie une grande précision dans les calculs.
 
Pour un rendement de 11 %, le prix de ce titre est égal à : 95,550 649
 
Pour un rendement de 11,01 %, le prix de ce titre est : 95,524 366 %.
 
 
On en déduit : 


[image: Illustration]

alors qu’un calcul direct donne : 


[image: Illustration]

 
Cet exemple montre que l’incidence de l’approximation nécessaire à l’établissement de la formule (6) est très faible car les deux méthodes donnent des valeurs quasiment identiques, ce résultat est généralisable au cas d’un échéancier quelconque.

 
2.2. Evaluation d’une obligation
 
Avant d’étudier les propriétés de la duration, il est important de mettre en évidence les caractéristiques de la fonction du prix d’une obligation. L’expression de ce prix est donnée par les formules (2) ou (4).
 
En se reportant à l’expression (4), on peut faire quelques remarques importantes sur cette fonction :
 
 

 
 
 — Si 100.y - C = 0, on dit que le titre est au pair, le rendement du titre est égal à son coupon, l’expression du prix est considérablement simplifiée :
 
 

 
P = 100. (1 + y)1-z = 100. (1 + C/100)1-z
 
 

 
 
z est la fraction d’année restant à courir avant la tombée du prochain coupon et z varie donc entre 0 et 1. La fonction de prix d’une obligation au pair oscille entre deux valeurs Pmin et Pmax : 


 
 
 

 
 
	Pmax = 100(1 + C/100)1 = 100 + C 
	(pour z = 0)

 
 
	Pmin = 100(1 + C/100)0 = 100 
	(pour z = 1).




 
 
Le prix de l’obligation est égal à 100 un peu avant le détachement du coupon (z = 0) alors qu’il est égal à 100 + C juste après le détachement (z = 1). Ce phénomène explique les discontinuités observées sur la figure 2.1 à chaque tombée de coupon.
 
[image: Illustration]
 
 
Fig. 2.1. — Prix d’une obligation en fonction de la maturité (coupon-rendement-11 %)
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