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 Arithmogramme  de  √2



 L'aube  a  vécu  ;  de  l'air  perce,  subtil  et  vif.



 Euclide  est  transporté.  Sidérante  magie



 Dupliquant  sans  rapports,  ampleurs  inabouties.



 Ô  raisons  !  Théodore  !  Exégètes  pensifs  !



 Au  côté  du  quadrangle,  incapable  mesure,



 Diagonale  toujours  étonnement  procure…



 Le  néologisme  d'«  arithmogramme  »  que  nous  proposons  désigne



 un  poème  écrit  de  sorte  que  le  nombre  de  lettres  de  chaque  mot



 corresponde  à  une  règle  numérique  préétablie.  Ici,  il  s'agit  des  36



 premières  décimales  de  la  racine  carrée  de  2,  qui  se  retrouvent



 dans  le  texte  précédent  en  suivant  la  règle  que  voici  :  à  chaque



 chiffre  du  développement  décimal  de  √2  correspond  un  mot  ayant



 le  nombre  de  lettres  correspondant  (seule  exception  :  lorsque  ce



 chiffre  est  un  zéro,  il  est  figuré  par  un  mot  de  10  lettres).  Ainsi,



 «  L'aube  a  vécu  »  donne  1,414  ;  la  suite  permet  d'écrire  :  √2  =  1,41


 421356237309504880168872420969807…


 Un  célèbre  arithmogramme  a  été  construit  à  partir  des  décimales



 du  nombre  pi.  D'origine  obscure  (il  semble  connu  depuis  au



 moins  depuis  le  début  du  XXe  siècle),  il  donne  les  31  premières



 décimales  de  π  :  «  Que  j'aime  à  faire  apprendre/Un  nombre  utile
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 aux  sages./Immortel  Archimède,  artiste,  ingénieur,/Qui  de  ton



 jugement  peut  priser  la  valeur  ?/Pour  moi,  ton  problème  eut  de



 pareils  avantages…  »,  soit  π  =  3,1415926535897932384626433832



 79…  Plusieurs  auteurs  ont  proposé  des  prolongements  donnant



 davantage  de  décimales  de  π,  et  il  existe  des  équivalents  dans



 d'autres  langues  ;  en  revanche,  il  ne  semble  pas  que  les  décimales



 d'autres  nombres  aient  jamais  été  utilisées.
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 Avant-propos


 La  racine  carrée  de  2,  qui  vaut  approximativement  1,414213562,



 est  «  le  nombre  qui,  multiplié  par  lui-même,  donne  2  »,  selon  la



 définition  aujourd'hui  la  plus  courante.  Elle  est  aussi  la  «  racine



 du  carré  de  taille  2  »,  c'est-à-dire  la  longueur  du  côté  d'un  carré



 d'aire  2.  C'est  ce  contexte  géométrique  qui  fait  de  cette  «  racine  »



 un  point  de  départ,  une  origine.



 Un  carré  d'aire  2  est  de  côté  √2,  autrement  dit  √2×√2  =  2.



 L'une  comme  l'autre  de  ces  deux  définitions  pourrait  laisser



 penser  que  nous  avons  affaire  à  un  nombre  tout  juste  bon  à



 exprimer  la  solution  d'un  problème  de  géométrie  pour  écoliers



 auxquels  on  demande  d'apprendre  que  l'aire  A  d'un  carré  de  côté



 a  est  donnée  par  la  formule  A  =  a2.  En  réalité,  non  seulement  ces



 deux  aspects  (algébrique  et  géométrique)  ont  d'innombrables



 conséquences  dans  des  directions  souvent  inattendues,  mais  la





[image: ]

 8


 LE  FABULEUX  DESTIN  DE  √2



 racine  carrée  de  2  est  susceptible  d'autres  définitions  qui,  elles



 aussi,  donnent  naissance  à  des  ramifications  qui  s'étendent  bien



 au-delà  du  simple  calcul  de  l'aire  d'un  carré.  C'est  ainsi  que  les



 domaines  où  intervient  ce  nombre  au  moins  quatre  fois  millénaire



 dans  l'histoire  de  la  pensée  sont  d'une  variété  presque  infinie.



 Si  la  racine  carrée  de  2  devait  être  personnifiée,  peut-être  serait-



ce  en  la  déesse  Athéna  au  panthéon  des  nombres.  Toutes  deux



 inspirent  en  effet  les  actions  d'artisans  ou  d'ingénieurs  autant  que



 les  réflexions  intellectuelles  d'un  Platon.  Toutes  deux  figurent  la



 rigueur,  toutes  deux  apparaissent  dans  des  situations  très  diverses.



 Enfin,  de  même  que  la  protectrice  de  la  cité  d'Athènes  se  montre



 attentive  aussi  bien  aux  enfants  qu'aux  plus  vaillants  guerriers,



 la  racine  carrée  de  2  est  utile  aux  simples  amateurs  autant  qu'aux



 mathématiciens  chevronnés  car,  à  tous,  elle  donne  l'occasion  de



 s'émerveiller,  de  découvrir  et  d'apprendre.  Avec  elle,  nous  sommes



 bien  loin  de  cet  autre  résident  de  l'Olympe  mathématique  qu'est



 le  nombre  pi  (π),  rapport  de  la  circonférence  d'un  cercle  à  son



 diamètre  et  qui  vaut  environ  3,14.  Beaucoup  de  mathématiciens



 pensent  du  nombre  pi  qu'il  est  «  le  plus  glorieux,  le  plus  grand  »,



 comme  le  dit  de  Zeus  l'Agamemnon  de  l'Iliade.  Mais  à  l'instar  du



 dieu  souverain  de  la  mythologie  grecque,  π  se  révèle  souvent  d'une



 puissance  écrasante  :  la  plupart  de  ses  propriétés  sont  si  difficiles  à



 établir  que  bien  des  amateurs  et  des  mathématiciens  buttent  sur  le



 sens  profond  de  la  démonstration  de  tel  ou  tel  résultat  significatif



 concernant  le  «  roi  des  nombres  ».  La  racine  carrée  de  2  est  quant



 à  elle  d'un  accès  plus  facile,  tout  en  donnant  à  voir  une  foule  de



 richesses  et  de  splendeurs  mathématiques.



 Une  caractéristique  que  partagent  plusieurs  des  membres  de



 l'Olympe  des  nombres  est  la  propriété  d'«  irrationalité  ».  On  dit



 d'un  nombre  qu'il  est  irrationnel  lorsqu'il  n'est  pas  le  résultat  de



 la  division  d'un  nombre  entier  par  un  autre  :  ainsi,  par  définition,



 les  nombres  8/5,  1/3  ou  encore  287645/1000  sont  tous  des
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 nombres  rationnels  (leurs  expressions  décimales  respectives  sont



 1,6,  0,333333…  et  287,645).  La  racine  carrée  de  2,  en  revanche,  ne



 s'identifie  à  aucune  fraction.  S'il  en  existe  certes  qui  approchent


 √


 2  de  façon  aussi  précise  que  désirée,  comme  7/5  (qui  vaut  1,4),



 14142/10000  (qui  vaut  1,4142)  ou  encore  577/408  (environ  égale



 à  1,414216),  aucune  d'elles  n'exprime  de  façon  exacte  la  valeur



 de  la  racine  carrée  de  2,  rétive  qu'est  cette  dernière  à  toute



 représentation  fractionnaire.



 La  notion  d'irrationalité  est  l'une  des  plus  importantes  de



 toutes  les  mathématiques.  Si  la  racine  carrée  de  2  n'est  pas  –  et



 de  loin  –  le  seul  nombre  irrationnel,  deux  raisons  font  toutefois



 que  c'est  souvent  elle  qu'on  présente  comme  premier  exemple



 d'un  tel  nombre.  La  première  est  que,  contrairement  à  d'autres



 nombres  irrationnels  «  courants  »  (comme  π),  il  est  possible  de



 démontrer  le  caractère  irrationnel  de  √2  avec  très  peu  de  bagage



 mathématique  ;  autrement  dit,  si  les  irrationnels  sont  «  les  plus



 compliqués  des  nombres  »,  la  racine  carrée  de  2  est,  d'une  certaine



 façon,  le  plus  simple  de  ces  nombres  compliqués.  La  seconde



 raison  est  qu'il  se  peut  que  la  racine  carrée  de  2  ait  été  le  tout



 premier  nombre  identifié  comme  irrationnel.



 Malgré  la  notoriété  que  lui  vaut  son  double  statut  d'irration-



nelle  et  de  doyenne  putative  des  nombres  reconnus  comme



 tels,  il  faut  tout  de  même  bien  reconnaître  que  la  racine  carrée



 de  2  ne  retient  pas  si  souvent  l'attention.  À  lire  les  innombrables



 présentations  générales  de  la  théorie  des  nombres,  le  statut



 mathématique  de  la  racine  carrée  de  2  semble  se  borner  à  celui



 de  l'éternel  exemple  simple,  qui  permet  d'introduire  la  notion



 de  nombre  irrationnel  et  d'évoquer  quelques  faits  historiques.



 Est-ce  précisément  parce  qu'elle  constitue  le  pain  quotidien  des



 mathématiciens  qu'on  oublie  de  s'y  intéresser  davantage  ?  Peut-



être  la  racine  carrée  de  2  est-elle  d'un  usage  trop  fréquent  pour



 que  naisse  spontanément  l'idée  de  la  regarder  avec  les  mêmes
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 yeux  curieux  qui  nous  poussent  à  admirer  les  merveilles  cachées



 et  inattendues  du  nombre  pi.



 Un  premier  intérêt  de  la  racine  carrée  de  2  est  qu'elle  constitue



 une  porte  d'entrée  vers  des  pans  entiers  des  mathématiques



 aussi  bien  anciennes  que  modernes  :  la  géométrie  et  la  théorie



 des  nombres,  mais  aussi  la  logique,  l'algèbre,  l'arithmétique,



 l'analyse,  et  plus  récemment  l'algorithmique,  les  structures



 de  données,  les  nombres  g-adiques  ou  encore  la  dynamique



 symbolique.  Même  si,  bien  sûr,  elle  n'est  pas  au  centre  de  toutes



 les  théories  qu'elle  permet  d'introduire,  l'incroyable  quantité



 de  contextes  dans  lesquels  la  racine  carrée  de  2  est  susceptible



 de  fournir  un  fil  directeur  cohérent  suffit  à  justifier  que  lui



 soit  attribuée  une  place  au  panthéon  des  nombres.  D'ailleurs,



 l'intention  initiale  du  présent  ouvrage  était  précisément  celle-ci  :



 utiliser  la  racine  carrée  de  2  comme  point  de  départ  vers  quelques



 destinations  d'où  peuvent  s'admirer  certains  des  plus  beaux



 paysages  mathématiques.  À  l'instar  du  mathématicien  indien



 du  XXe  siècle  Srinivasa  Ramanujan,  qui  passait  pour  vivre  au



 milieu  des  nombres  comme  si  chacun  d'eux  était  pour  lui  un  ami



 personnel,  nous  avons  songé  un  temps  à  prendre  la  racine  carrée



 de  2  comme  simple  compagne  de  voyage  pour  faire  partager  au



 lecteur  des  aventures  intellectuelles  qui  ne  se  vivent  que  dans  le



 monde  mathématique.  Elle  endossera  d'ailleurs  plus  d'une  fois



 ce  précieux  rôle  dans  les  pages  qui  suivront  (ce  point  de  vue  est



 utilisé  dans  un  récent  ouvrage  de  David  Flannery,  The  Square



 Root  of  Two  ;  rédigé  sous  la  forme  d'un  dialogue  fictif  entre  un



 professeur  et  son  élève,  il  se  sert  de  √2  essentiellement  comme



 d'un  outil  pédagogique).



 Une  étude  plus  poussée  montre  toutefois  que  la  racine



 carrée  de  2  est  bien  davantage  qu'un  simple  guide.  Constante



 fondamentale  des  mathématiques,  à  l'image  de  ce  que  sont



 aux  sciences  physiques  la  vitesse  de  la  lumière  ou  la  charge  de
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 l'électron,  la  racine  carrée  de  2  est  un  nombre  aux  mille  visages,



 aussi  bien  théoriques  qu'appliqués  et  historiques.  Bien  sûr,  cela  ne



 signifie  pas  qu'il  faille  chercher  à  toutes  forces  un  particularisme



 exclusif  de  √2  au  détour  de  chaque  résultat  ou  de  chaque



 remarque  dans  les  pages  qui  suivent.  En  mathématiques  en  effet,



 il  n'y  a  pas  d'intérêt  à  parler  d'un  objet  unique  à  l'exclusion  de



 tous  les  autres.  C'est  en  bonne  partie  à  travers  les  liens  qu'elle



 entretient  avec  les  autres  nombres  que  se  déploient  les  propriétés



 les  plus  remarquables  de  la  racine  carrée  de  2.  Lorsqu'elle



 partage  certaines  de  ses  caractéristiques  avec  d'autres  nombres,



 elle  se  fait  le  maillon  d'une  chaîne  de  nombres  indissolublement



 liés  par  tel  ou  tel  caractère  particulier  :  grandeur  géométrique,



 quantité  irrationnelle,  racine  carrée,  nombre  algébrique,  nombre



 quadratique,  «  k-nombre  d'or  »…  (tous  ces  termes  seront



 expliqués  en  temps  utile).  Les  propriétés  de  la  racine  carrée  de  2



 qui  nous  intéresseront  éclaireront  chacune  à  leur  manière  l'une  de



 ses  facettes,  si  variées  que  l'on  peine  à  trouver  un  autre  nombre



 qui  marquerait  d'une  empreinte  comparable  des  contextes  aussi



 différents  que  la  musique,  l'architecture  ou  la  photographie.



 «  À  quand  un  livre  sur  la  racine  carrée  de  3  ?  »  nous  ont



 déjà  demandé  quelques  esprits  gentiment  moqueurs  à  qui  nous



 annoncions  la  préparation  du  présent  ouvrage.  On  pourrait  les



 prendre  au  mot  :  pour  visiter  les  terres  mathématiques,  √3  serait



 un  guide  tout  à  fait  acceptable,  dont  il  est  question  chez  Platon  et



 Archimède  aussi  bien  que  chez  l'architecte  Palladio.  Malgré  tout,



 pour  ce  que  nous  en  savons,  la  diversité  dont  nous  parlions  pour



 la  racine  carrée  de  2  ne  se  retrouve  que  partiellement  pour  un



 nombre  comme  √3,  et  disparaît  presque  complètement  pour  la



 plupart  des  autres  nombres.



 Parmi  les  rares  nombres  dont  la  multitude  des  aspects  soit



 comparable  à  celle  de  la  racine  carrée  de  2  figure  le  «  nombre  d'or  »,



 noté  ϕ  (phi),  égal  à  (1+√5)/2  (soit  environ  1,618).  Véritable  frère  de
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 la  racine  carrée  de  2,  cet  Apollon  des  mathématiques  est  lui  aussi



 présent  sur  le  terrain  des  mathématiques  pures  comme  sur  celui



 de  la  réalité  la  plus  concrète.  Ces  deux  constantes  fondamentales



 sont  si  intimement  liées  qu'il  est  difficile  de  décider  laquelle  des



 deux  est  «  la  plus  remarquable  ».  S'intéresser  aux  propriétés  de



 l'une  est  d'ailleurs  souvent  utile  pour  mettre  en  relief  certaines



 caractéristiques  de  l'autre.  Ces  liens  qui  se  tissent  entre  √2  et  ϕ,



 ainsi  que  d'autres  qui  s'observent  entre  √2  et  π,  montrent  que  les



 nombres  remarquables,  bien  loin  d'être  des  étrangers  les  uns  pour



 les  autres,  constituent  une  seule  et  même  famille.



 Le  présent  ouvrage  est  à  la  fois  un  livre  de  vulgarisation



 et  un  essai.  C'est  un  livre  de  vulgarisation,  parce  que,  d'une



 part,  il  ne  présuppose  pas  de  connaissances  mathématiques



 particulières  dépassant  un  minimum  d'habitude  de  raisonnement



 et  d'abstraction  et  que,  d'autre  part,  il  montre  plus  souvent  qu'il



 ne  démontre  et  ne  saurait  donc,  en  conséquence,  se  substituer  aux



 ouvrages  spécialisés  sur  les  différents  sujets  qu'il  aborde.  C'est  un



 essai,  parce  qu'il  rassemble,  outre  quelques  éléments  historiques



 apparemment  inconnus,  un  ensemble  de  réflexions  personnelles



 sur  un  sujet  qui,  jusque-là,  ne  semble  pas  avoir  retenu  l'attention



 autant  qu'il  le  mérite.  Certaines  de  ces  réflexions  sont  à  l'origine



 de  la  découverte  de  quelques  résultats  mathématiques  nouveaux,



 ici  publiés  pour  la  première  fois.



 Nous  avons  pris  un  soin  particulier  à  rendre  les  différentes



 parties  de  l'ouvrage  aussi  indépendantes  que  possible  les  unes  des



 autres,  à  la  fois  pour  permettre  au  lecteur  de  naviguer  librement



 entre  elles  et  pour  que  nul  obstacle  technique  n'empêche  un



 lecteur  moins  averti  de  poursuivre  sa  lecture.  Même  si  l'ouvrage



 est  élaboré  selon  une  progression  définie,  il  n'est  pas  obligatoire



 de  le  lire  dans  l'ordre  (même  si,  d'une  manière  générale,  à



 l'intérieur  de  chaque  partie,  le  niveau  de  difficulté  va  croissant).



 Les  aspects  mathématiquement  plus  techniques,  autant  que
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 possible  reportés  en  encadrés,  peuvent  être  laissés  de  côté  pour



 une  seconde  lecture.



 Si  l'histoire  est  un  aspect  de  la  racine  carrée  de  2  qui  traverse



 l'ensemble  de  cet  ouvrage,  la  première  partie  s'intéresse  plus



 spécifiquement  à  la  dimension  conceptuelle  de  ce  nombre  né  il  y



 a  quatre  mille  ans.  Depuis  l'époque  babylonienne,  le  regard  porté



 à  cette  mystérieuse  entité  a  profondément  évolué.  Exemple  ou



 emblème  de  réflexions  parfois  bien  éloignées  des  mathématiques



 proprement  dites,  comme  lorsqu'elle  fut  utilisée,  de  l'Antiquité



 grecque  au  Moyen  Âge  occidental,  pour  combattre  l'opinion



 selon  laquelle  la  matière  est  faite  d'atomes,  la  racine  carrée  de  2



 a  joué  tout  au  long  de  l'histoire  de  la  pensée  un  véritable  rôle  de



 cobaye  pour  tester,  illustrer,  impulser  des  idées  nouvelles.



 L'une  des  caractéristiques  les  plus  centrales  de  la  racine  carrée



 de  2  est,  nous  l'avons  dit,  sa  propriété  d'être  un  nombre  irrationnel.



 Il  est  possible  de  le  démontrer  de  beaucoup  de  façons  différentes,



 la  seconde  partie  de  l'ouvrage  s'intéresse  à  certaines  d'entre  elles



 qui  nécessitent  un  arsenal  théorique  aussi  réduit  que  possible.



 Les  prolongements  de  certains  aspects  de  ces  démonstrations



 débouchent  sur  divers  univers  mathématiques  que  nous  visiterons



 en  utilisant  la  racine  carrée  de  2  comme  guide.



 Moins  mathématique,  la  troisième  partie  s'intéresse  aux



 utilisations  pratiques  de  la  racine  carrée  de  2.  Le  lien  entre



 la  racine  carrée  de  2  et  la  diagonale  du  carré  fait  de  √2  la



 «  duplicatrice  des  aires  »,  une  propriété  qui  a  retenu  l'attention



 aussi  bien  du  philosophe  Socrate  que  de  l'architecte  Vitruve.  En



 tant  que  «  moyenne  géométrique  de  1  et  de  2  »,  la  racine  carrée



 de  2  intéresse  les  théoriciens  de  la  musique.  Parce  qu'elle  est  «  le



 nombre  égal  au  double  de  son  inverse  »,  la  racine  carrée  de  2  est



 à  l'origine  des  formats  de  papier  normalisés  que  nous  utilisons



 quotidiennement.  Enfin,  les  références  à  la  racine  carrée  de  2



 que  l'on  trouve  chez  des  architectes  de  la  Renaissance  comme
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 André  Palladio  ou  Léon  Battista  Alberti  ont  fait  d'elle  un  rapport



 privilégié  des  artistes.



 Une  fois  établie  l'importance  pratique  de  la  racine  carrée  de  2



 surgit  le  problème  de  son  calcul  effectif.  La  quatrième  partie,  dans



 laquelle  apparaissent  des  liens  aussi  forts  qu'inattendus  entre  la



 racine  carrée  de  2  et  le  nombre  pi,  s'interroge  sur  le  nombre  de



 décimales  de  √2  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  pour  satisfaire



 les  besoins,  sur  la  manière  de  les  calculer,  sur  l'histoire  des  records



 du  calcul  de  ses  décimales  et  enfin  sur  la  question  plus  théorique



 de  savoir  si  la  liste  infinie  des  décimales  de  √2  a  des  propriétés



 statistiques  identiques  ou  non  à  celles  d'une  succession  de  chiffres



 tirés  au  hasard  indépendamment  les  uns  des  autres.  Cette  dernière



 question,  posée  il  y  a  un  siècle  et  toujours  non  résolue  à  l'heure



 actuelle,  passe  pour  l'une  des  plus  difficiles  des  mathématiques


 contemporaines.


 La  numération  décimale  est  un  système  de  représentation



 des  nombres  si  commode  et  familier  qu'on  en  oublie  parfois



 de  le  regarder  pour  ce  qu'il  est  :  un  système  de  représentation



 parmi  d'autres.  Fractions  continues,  codages  sturmiens  et  autres



 approximants  de  Farey  sont  autant  de  systèmes  alternatifs  qui



 permettent  de  saisir  de  façon  beaucoup  plus  profonde  certaines



 caractéristiques  de  la  racine  carrée  de  2.  Ces  systèmes  sont



 présentés  dans  la  cinquième  partie.  En  s'appuyant  sur  ces  points



 de  vue  renouvelés  sur  la  représentation  des  nombres,  la  sixième  et



 dernière  partie  explique  en  quoi  la  racine  carrée  de  2  est  un  nombre



 irrationnel  «  extrême  »,  et  quelles  en  sont  les  conséquences.  Elle



 se  termine  sur  les  liens  que  tissent,  au  sommet  de  la  pyramide  des



 nombres,  la  racine  carrée  de  2  et  le  nombre  d'or.



 À  Athéna,  la  «  déesse  aux  yeux  étincelants  »,  les  Grecs  ont



 consacré  ce  chef-d'œuvre  éternel  qu'est  le  Parthénon,  symbole  de



 toute  une  civilisation.  Non  sans  une  certaine  candeur,  nous  avons
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 AVANT-PROPOS


 cru  un  temps  qu'il  nous  serait  possible  d'ériger  «  le  temple  de



 la  racine  carrée  de  2  ».  À  présent  que  s'est  révélée  l'immensité



 d'une  telle  ambition,  nous  ne  pouvons  que  sourire  devant  notre



 déraisonnable  prétention  initiale.  Bien  que  volumineux,  le



 présent  ouvrage  est  loin  de  dresser  un  panorama  complet  des



 innombrables  ramifications  d'un  nombre  riche  de  tant  d'histoire,



 de  propriétés,  d'applications  et  de  mystères.



 NB  1  :  Par  souci  de  lisibilité,  les  références  bibliographiques  ainsi  que  les



 adresses  Internet  ne  sont  pas,  sauf  exception,  données  de  façon  explicite



 dans  le  texte.  Celui-ci  donne  à  chaque  fois  le  minimum  d'indications



 nécessaires  (auteur,  date)  pour  que  le  lecteur  puisse  sans  problème



 identifier  dans  la  bibliographie  (pages  427-441)  la  référence  dont  il  est


 question.


 NB  2  :  Les  lecteurs  intéressés  trouveront  sur  Internet  à  l'adresse


http://www.math.univ-paris13.fr/~rittaud/RacineDeDeux


 un  site  dédié  au  présent  ouvrage.  Outre  des  liens  vers  l'ensemble  des



 sites  Internet  mentionnés  en  bibliographie,  il  est  destiné  à  accueillir



 remarques,  actualisations,  ajouts  et  corrections  éventuelles.


l 
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 LE  FABULEUX  DESTIN  DE  √2



 Petite  mise  au  point  mathématique



 Sont  ici  rassemblés  quelques  rappels  de  base.  Il  n'est  pas  nécessaire



 de  commencer  la  lecture  de  l'ouvrage  par  ces  rappels,  d'autant  que



 plusieurs  d'entre  eux  sont  également  donnés  dans  le  texte,  au  moins  la



 première  fois  qu'ils  sont  utilisés.  La  vocation  de  cette  mise  au  point  est  de



 rassembler  en  un  même  endroit  quelques  jalons  utiles  pour  permettre  au



 lecteur  de  retrouver  facilement  l'explication  de  telle  ou  telle  notion.



 Des  lettres  pour  des  objets



 Pour  désigner  un  objet  mathématique,  on  utilise  des  lettres  de  l'alphabet



 romain  ou  grec  (dans  le  premier  cas,  on  les  écrit  en  italiques).  Ainsi,



 on  peut  parler  d'un  rectangle  de  côtés  a  et  b,  d'un  angle  α  ou  encore



 d'un  cercle  C  de  centre  O  et  de  rayon  r.  On  utilise  parfois  la  notation



 indicielle,  pour  désigner  par  exemple  par  C1  et  C2  deux  cercles  dont  les



 centres  respectifs  sont  O1  et  O2  et  les  rayons  r1  et  r2  (le  1  et  le  2  sont  des



 «  indices  »,  leur  valeur  numérique  n'a  pas  d'importance).  Il  arrive  aussi



 qu'il  faille  définir  une  quantité  inconnue  n  d'objets,  comme  des  nombres



 x1,  x2,  etc.  jusqu'à  xn.  L'expression  xk  désigne  alors  l'un  de  ces  nombres



 (l'indice,  k,  étant  n'importe  quel  entier  entre  1  et  n).



 Carrés,  racines  carrées  et  autres



 La  racine  carrée  d'un  nombre  x,  notée  √x,  est  le  nombre  positif  qui,



 multiplié  par  lui-même,  donne  x.  Ainsi,  la  racine  carrée  de  4  est  égale  à



 2  ;  de  même,  √9  =  3,  √100  =  10,  etc.  Multiplier  un  nombre  par  lui-même  se



 dit  «  élever  au  carré  »  :  x×x  est  le  «  carré  »  du  nombre  x,  aussi  noté  x2.  La



 racine  carrée  de  x  est  donc  le  nombre  positif  y  tel  que  y2  =  x.



 De  la  même  façon,  on  définit  le  cube  du  nombre  x,  noté  x3,  comme  la



 valeur  x×x×x.  Par  exemple,  43  =  64.  La  racine  cubique  de  x,  notée  3√x,  est



 le  nombre  y  tel  que  y3  =  x  :  par  exemple,  3√125  =  5.  On  procède  de  même



 pour  définir  la  puissance  quatrième,  cinquième,  et  plus  généralement



 n-ième  de  x  (respectivement  notées  x4,  x5  et  xn)  et,  partant,  la  racine
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 quatrième,  cinquième  et  plus  généralement  n-ième  de  x  (respectivement



 notées  4√x,  5√x  et  n√x).  Par  convention,  pour  tout  nombre  x,  l'expression



 x0  désigne  la  valeur  1  (on  interdit  toutefois  à  x  d'être  lui-même  égal  à



 zéro  :  des  raisons  mathématiques  font  que  l'expression  00  n'a  pas  de  sens



 «  raisonnable  »).



 On  dit  qu'un  nombre  entier  est  un  «  carré  parfait  »  lorque  sa  racine



 carrée  est  un  nombre  entier.  Les  nombres  9  (=  32),  25  (=  52)  ou  encore  256



 (=  162)  sont  des  carrés  parfaits,  dont  les  racines  carrées  sont  respectivement



 3,  5  et  16.



 Une  propriété  des  racines  carrées  est  que,  quels  que  soient  les



 nombres  positifs  a  et  b,  on  a  √(ab)  =  (√a)×(√b).  Par  exemple,  on  a  √64  =


 √


 (4×16)  =  (√4)×(√16)  (ce  qui  donne  2×4,  c'est-à-dire  8).  De  la  même  façon,



 on  a  √8  =  √(4×2)  =  (√4)×(√2)  =  2×√2,  ce  que  l'on  note,  plus  brièvement,  √8


 =


 2⋅√2,  ou  même  √8  =  2√2.  Attention,  donc,  à  ne  pas  confondre  3√2  (trois



 fois  la  racine  carrée  de  2)  avec  3√2  (racine  cubique  de  2).  Attention  par



 ailleurs  à  l'addition  :  en  général,  √(a+b)  n'est  pas  égal  à  √a+√b.



 La  «  règle  des  signes  »  stipule  que  le  produit  de  deux  nombres



 négatifs  est  un  nombre  positif  (et  que  le  produit  d'un  négatif  par  un



 positif  est  un  négatif)  :  par  exemple,  (–2)×(–3)  =  6  (mais  (–2)×3  =  –6).



 En  conséquence,  le  produit  d'un  nombre  par  lui-même  est  toujours  un



 nombre  positif,  ce  qui  fait  que  seuls  les  nombres  positifs  ont  une  racine



 carrée  ;  par  exemple,  il  n'existe  pas  de  nombre  x  tel  que  x×x  =  –1  (sauf  à



 considérer  les  «  nombres  complexes  »,  mais  c'est  là  une  autre  histoire).



 De  la  même  façon,  il  n'existe  pas  de  racine  quatrième,  sixième,  etc.



 d'un  nombre  négatif.  En  revanche,  la  racine  cubique  de  –8  existe  (c'est


 –


 2),  comme  plus  généralement  la  racine  cinquième,  septième,  etc.  de



 n'importe  quel  nombre.



 Écrire  les  entiers



 Représenter  un  nombre  entier  en  base  dix  consiste  à  faire  des  paquets  de



 dix,  de  cent,  de  mille,  etc.,  c'est-à-dire  des  paquets  de  puissances  de  dix



 (10  =  101,  100  =  102,  1000  =  103,  etc.).  Lorsqu'on  écrit  52804  par  exemple,



 il  s'agit  du  nombre  (5×10000)+(2×1000)+(8×100)+(0×10)+4,  c'est-à-dire



 (5×104)+(2×103)+(8×102)+(0×101)+(4×100)  :  cinq  dizaines  de  milliers,  deux



 milliers,  huit  centaines,  aucune  dizaine  et  quatre  unités.
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 Une  autre  façon  de  voir  la  chose  est  d'envisager  un  nombre  entier



 comme  une  quantité  de  cailloux  et  les  puissances  de  dix  comme  autant  de



 «  sacs  »  permettant  de  ranger  les  cailloux.  Une  quantité  de  cailloux  étant



 donnée,  on  prend  le  plus  grand  sac  qu'il  est  possible  de  remplir  avec,



 on  le  remplit  de  cailloux,  et  on  recommence  l'opération  avec  les  cailloux



 restants.  C'est  lorsque  notre  paquet  de  cailloux  a  pu  ainsi  remplir  5  sacs



 de  dix  mille,  2  de  mille,  8  de  cent  et  qu'il  reste  4  cailloux  que  le  nombre



 total  de  cailloux  est  noté  52804.



 En  remplaçant  le  nombre  dix  par  un  autre  nombre  entier  b  (plus



 grand  que  un),  on  obtient  le  système  de  représentation  des  nombres  «  en



 base  b  »,  où  l'on  n'utilise  plus  les  chiffres  de  0  à  9,  mais  de  0  à  b–1  (ce  qui,



 lorsque  b  dépasse  dix,  impose  d'inventer  quelques  signes  nouveaux).  Par



 exemple,  en  base  deux,  la  taille  des  «  sacs  »  successifs  est  deux,  quatre,



 huit,  seize,  trente-deux,  soixante-quatre,  etc.  Un  même  nombre  entier



 ne  s'écrit  naturellement  pas  de  la  même  façon  dans  différentes  bases  de



 numération  :  par  exemple,  le  nombre  soixante-quinze,  qui  s'écrit  75  en



 base  dix,  s'écrit  1001011  en  base  deux  (en  effet,  le  plus  gros  sac  que  l'on



 peut  remplir  avec  est  de  taille  soixante-quatre,  il  reste  alors  75–64  =  11



 cailloux  ;  on  remplit  avec  ceux-ci  un  sac  de  taille  huit,  il  reste  trois  cailloux



 dont  deux  se  mettent  dans  un  sac  de  taille  deux,  et  reste  un  caillou  tout



 seul.  On  a  donc  écrit  75  sous  la  forme  (1×64)+(0×32)+(0×16)+(1×8)+



 (0×4)+(1×2)+(1×1),  d'où  la  suite  1001011).



 Les  chiffres  après  la  virgule



 Lorsqu'un  nombre  n'est  pas  un  entier,  on  l'écrit  avec  des  «  chiffres



 après  la  virgule  ».  En  base  dix,  le  nombre  27,13  désigne  ainsi  la  valeur



 correspondant  à  deux  dizaines  plus  sept  unités  plus  deux  dixièmes  plus



 trois  centièmes.



 Nous  avons  noté  plus  haut  103  pour  un  millier,  102  pour  une  centaine,



 101  pour  une  dizaine  et  100  pour  une  unité.  Poursuivant  ainsi,  notons



 10–1  pour  un  dixième,  10–2  pour  un  centième,  10–3  pour  un  millième,  et



 ainsi  de  suite.  De  la  sorte,  le  nombre  27,13  correspond  à  (2×101)+(7×100)+



 (1×10–1)+(3×10–2).  La  même  méthode  fonctionne  dans  n'importe  quelle



 base  b  de  numération.



 Un  nombre  (positif)  étant  donné,  sa  «  partie  entière  »  est  l'entier
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 obtenu  en  supprimant  les  chiffres  après  la  virgule,  tandis  que  sa  «  partie



 fractionnaire  »  est  le  nombre  obtenu  en  rayant  les  chiffres  avant  la



 virgule  et  en  mettant  un  zéro  à  la  place.  Ainsi,  le  nombre  27,13  est  de



 partie  entière  égale  à  27  et  de  partie  fractionnaire  égale  à  0,13  (notons  que



 la  somme  des  deux  redonne  le  nombre  de  départ,  27,13).  Signalons  que



 les  parties  entière  et  fractionnaire  d'un  nombre  ne  dépendent  pas  de  la



 base  dans  laquelle  celui-ci  est  écrit  (même  si  la  forme  qu'elles  prennent



 change  lorsque  la  base  change).



 Décimaux,  rationnels,  irrationnels



 Un  nombre  est  dit  «  décimal  »  si  son  expression  en  base  dix  ne  contient



 qu'un  nombre  fini  de  chiffres  après  la  virgule.  Le  nombre  27,13  est  donc



 un  nombre  décimal.  En  revanche,  le  nombre  0,6666…  (avec  une  infinité



 de  fois  le  chiffre  6)  n'est  pas  décimal.  La  notion  correspondante  existe



 dans  toutes  les  autres  bases  de  numération.  En  base  deux,  les  équivalents



 des  décimaux  sont  les  «  dyadiques  ».



 Le  fait  de  s'écrire  avec  un  nombre  fini  de  chiffres  après  la  virgule



 dépend,  pour  un  même  nombre,  de  la  base  de  numération  employée  :



 2/3  s'écrit  0,666…  en  base  dix  et  n'est  donc  pas  décimal,  alors  qu'il  s'écrit



 0,2  (=  2×3–1)  en  base  trois.



 On  qualifie  de  rationnel  un  nombre  qui  est  le  résultat  de  la  division



 de  deux  nombres  entiers.  En  d'autres  termes,  les  rationnels  sont  tous  les



 nombres  de  la  forme  p/q,  où  p  et  q  sont  des  entiers  (avec  q  non  nul).



 Le  nombre  0,6666…  est  rationnel  (mais  non  décimal),  car  égal  à  2/3.  Le



 nombre  1/q  est  appelé  l'«  inverse  »  de  q.  Lorsqu'on  multiplie  q  par  son



 inverse,  on  obtient  la  valeur  1.



 Tous  les  nombres  décimaux  sont  des  nombres  rationnels,  puisqu'ils



 s'obtiennent  en  divisant  un  entier  par  une  puissance  de  dix  (par  exemple,



 27,13  est  égal  à  2713/100).  Plus  généralement,  tout  nombre  dont  l'écriture



 en  base  b  n'a  qu'une  quantité  finie  de  chiffres  après  la  virgule  est  un



 nombre  rationnel  ;  mais  l'inverse  est  faux,  comme  le  montre  l'exemple



 de  0,6666…  en  base  dix.



 Un  nombre  qui  n'est  pas  rationnel  est  dit  irrationnel  :  c'est  le  cas,



 comme  nous  le  verrons,  de  la  racine  carrée  de  2,  mais  aussi  de  beaucoup



 d'autres  nombres.
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 Première  partie



 Quatre  mille  ans  d'histoire



 «  …  la  plus  belle  science,  celle  du  nombre…  »



 ESCHYLE,  Prométhée  enchaîné


 L


 es  plus  anciennes  traces  d'un  concept  que  nous  pouvons



 raisonnablement  assimiler  à  la  racine  carrée  de  2  remontent  à  la



 civilisation  babylonienne.  Le  chapitre  premier  s'intéresse  à  ces



 fascinants  témoignages  qui  montrent  la  compréhension  déjà  très



 fine  de  √2  aux  tout  premiers  âges  des  mathématiques.



 L'une  des  principales  caractéristiques  de  la  racine  carrée



 de  2  est  d'être  un  «  nombre  irrationnel  »,  et  c'est  aux  Grecs  de



 l'Antiquité  que  l'on  doit  de  l'avoir  découvert  et  démontré.



 Néanmoins,  le  «  nombre  √2  »  n'a  pas  droit  de  cité  en  tant  que



 tel  chez  les  Grecs,  qui  l'expriment  au  travers  de  «  grandeurs



 incommensurables  ».  C'est  ce  point  de  vue,  géométrique  et  non



 numérique,  qui  est  présenté  au  chapitre  2.



 Avec  les  Arabes  de  l'époque  médiévale,  la  racine  carrée  de



 2  acquiert  pour  de  bon  un  statut  de  nombre,  ce  qui  ne  va  pas



 sans  soulever  bien  des  problèmes  d'ordre  théorique.  La  racine



 carrée  de  2  sert  d'exemple  dans  diverses  controverses,  qui  vont



 des  interrogations  des  théologiens  médiévaux  sur  la  nature  de



 la  matière  aux  questions  des  mathématiciens  du  XIXe  siècle  sur  la



 construction  rigoureuse  des  nombres.  Ces  différents  aspects  sont



 explorés  au  chapitre  3.



 Le  chapitre  4,  enfin,  prend  le  point  de  vue  plus  moderne



 des  «  structures  de  données  »,  grâce  auquel  la  problématique  de



 l'irrationalité  de  la  racine  carrée  de  2  prend  une  forme  nouvelle.
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 Ce  chapitre  finit  sur  une  définition  du  XXe  siècle  de  la  racine  carrée



 de  2,  à  partir  de  la  notion  d'«  arbre  binaire  »,  illustrant  le  fait  que,



 quatre  mille  ans  après  les  Babyloniens,  l'idée  que  nous  nous



 faisons  de  la  racine  carrée  de  2  continue  d'évoluer.  La  fabuleuse



 histoire  de  ce  nombre  est  sans  doute  bien  loin  d'être  terminée.
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 Chapitre  premier



 Les  signes  du  fond  des  âges



 Ce  qu'écrivit  le  scribe



 C'est  une  petite  tablette  d'argile  de  quelques  centimètres  de  côté.



 Un  objet  tout  simple  qui  tient  dans  le  creux  de  la  main  et  sur  lequel



 ont  été  tracées  quelques  lignes  et  gravées  quelques  marques.



 Cette  tablette  se  trouve  à  l'université  de  Yale,  aux  États-Unis,



 répertoriée  sous  le  nom  de  YBC  7289  (Yale  Babylonian  Collection).



 Probablement  l'œuvre  d'un  scribe  babylonien  de  la  première



 dynastie,  soit  entre  1900  et  1600  avant  notre  ère,  elle  n'est  rien



 de  moins  que  l'acte  de  naissance  d'un  objet  mathématique.



 Cette  trace  quatre  fois  millénaire  d'une  civilisation  aujourd'hui



 disparue  signe  l'une  des  plus  anciennes  incursions  de  l'humanité



 dans  le  monde  de  la  pensée  scientifique.


 ©


 Yale  Babylonian


 Collection
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 QUATRE  MILLE  ANS  D'HISTOIRE



 Que  signifie  donc  cette  mystérieuse  tablette  ?  Alors  que



 bien  des  textes  de  civilisations  perdues  nous  semblent  à  jamais



 intraduisibles,  faute  d'être  écrites  dans  un  langage  qui  nous



 soit  intelligible,  il  n'est  finalement  pas  si  difficile  de  déchiffrer



 la  tablette  YBC  7289,  grâce  au  fait  qu'elle  utilise  la  langue



 probablement  la  plus  universelle  :  la  langue  mathématique.  Le



 système  de  numération  des  Babyloniens  est  aujourd'hui  bien



 compris  (voir  l'encadré),  ce  qui  permet  de  donner  de  la  tablette



 YBC  7289  une  traduction  «  littérale  »  (ici  pivotée).



 Le  système  de  numération  des  Babyloniens.  Vers  l'an  2000  avant



 notre  ère,  les  Babyloniens  inventent  un  système  aussi  sophistiqué



 qu'efficace  de  représentation  des  nombres.  Les  valeurs  de  1  à  9  s'y



 écrivent  à  l'aide  de  marques  verticales,  les  «  clous  »  :  un  clou  pour



 1,  deux  pour  2,  et  ainsi  de  suite.  La  valeur  10  se  représente  par  un



 «  chevron  ».  Les  nombres  de  1  à  59  s'obtiennent  en  juxtaposant



 chevrons  et  clous



 :  25,  par  exemple,  s'écrit  .



 Pour  60,  on  n'utilise  pas  six  chevrons  mais  un  clou,  de  forme  identique



 à  celle  qui  désigne  le  1.  Plus  généralement,  chaque  soixantaine  d'un



 Dans  notre  système  de  numération,  1;24,51,10  s'écrit



 approximativement  1,41421296  et  42;25,35  environ  42,4263889.


l 
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 nombre  est  représentée  par  un  clou  :  143  (=  (2×60)+(2×10)+3)  s'écrit



 donc  .  Pour  écrire  600,  on  utilise  à  nouveau  un  chevron  plutôt



 que  dix  clous,  et  ainsi  de  suite.



 Tout  comme  dans  notre  système  actuel  les  deux  chiffres  3  qui



 figurent  dans  le  nombre  343  signifient  des  quantités  différentes  (trois



 centaines  pour  celui  de  gauche,  trois  unités  pour  celui  de  droite),



 la  quantité  que  désigne  un  clou  ou  un  chevron  dépend  donc  de  sa



 position  dans  le  nombre  représenté.  C'est  là  la  marque  d'un  système



 de  numération  extrêmement  moderne,  dit  «  de  position  »,  qui



 permet  de  représenter  avec  peu  de  signes  des  nombres  très  grands



 ou  très  petits.  Les  deux  principales  différences  avec  notre  système



 actuel  de  numération  tiennent  d'une  part  à  l'utilisation  de  la  base



 soixante  «  mixée  »  avec  la  base  dix,  d'autre  part  à  l'absence  de  signes



 pour  figurer  le  zéro  et  la  virgule.  Ce  dernier  point  fait  que  l'écriture



 prête  à  équivoque  :  ainsi,  les  trois  chevrons  isolés  de  la  tablette



 YBC  7289  peuvent  aussi  bien  représenter  la  valeur  30  que  la  valeur



 1  800  (=  30×60),  la  valeur  108  000  (=  30×602),  ou  encore  la  valeur  0,5



 (=  30/60),  etc.  Néanmoins  ce  problème  n'est  pas  crucial  en  pratique,



 le  contexte  permettant  le  plus  souvent  de  faire  un  choix  cohérent.



 (Nous  reviendrons  toutefois  au  chapitre  11  sur  l'intérêt  de  regarder



 le  côté  du  carré  de  YBC  7289  comme  égal  à  0,5,  plutôt  qu'à  30  comme



 il  est  fait  d'ordinaire.)



 La  notation  habituellement  utilisée  pour  transcrire  la  numération



 sexagésimale  babylonienne  consiste  à  écrire  les  «  chiffres  »



 babyloniens  (compris  entre  0  et  59)  de  la  façon  qui  nous  est  familière



 et  à  les  séparer  les  uns  des  autres  par  des  virgules  ;  la  séparation



 entre  unités  et  soixantièmes  est,  quant  à  elle,  marquée  par  un  point-



virgule.  Par  exemple,  28,34;11,02  représente  le  nombre  (28×60)+34+



 (11/60)+(2/602),  et  l'expression  1;24,51,10  que  nous  avons  fait  figurer



 sur  la  traduction  de  YBC  7289  correspond  au  nombre  1+(24/60)+


 (51/602)+(10/603).
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 Le  passage  de  la  base  soixante  des  Babyloniens  à  la  base



 dix  que  nous  utilisons  ne  permet  pas,  en  général,  de  garder  des



 expressions  ne  s'écrivant  qu'avec  un  nombre  fini  de  chiffres



 après  la  virgule  (nous  reviendrons  là-dessus  au  chapitre  14),  la



 traduction  en  base  dix  donnée  en  légende  à  la  figure  précédente



 n'est  donc  qu'approximative.  Elle  est  toutefois  suffisante  pour



 comprendre  ce  qui  intéressait  l'auteur  de  la  tablette  :  le  30  désigne



 le  côté  du  carré  et  le  42,4263889  la  longueur  de  sa  diagonale.



 Quant  à  la  valeur  1,41421296,  elle  est  le  facteur  multiplicatif  à



 appliquer  au  côté  pour  trouver  la  diagonale.  En  d'autres  termes,



 1,41421296×30  =  42,4263889.



 Voici  donc  le  sens  de  la  tablette  YBC  7289  tel  que  nous



 pouvons  le  reconstituer  :  si  un  carré  donné  est  de  côté  30,  alors  la



 longueur  de  sa  diagonale  s'obtient  en  multipliant  30  par  la  valeur


 1,41421296.


 Contrairement  à  la  longueur  du  côté,  sans  doute  choisie  égale



 à  30  dans  le  simple  but  de  donner  un  exemple  concret,  la  valeur



 1,41421296  que  les  Babyloniens  ont  mise  en  évidence  a  une  portée



 universelle  :  c'est  cette  valeur  qu'il  faut  utiliser  pour  trouver  la



 diagonale  de  n'importe  quel  carré,  quelle  que  soit  la  longueur  de



 son  côté.  Bien  loin  d'une  simple  grandeur  géométrique  juste



 présente  à  l'occasion  d'un  exercice,  la  valeur  1,41421296,  qui  est



 pour  nous  la  racine  carrée  de  2,  figure  dans  YBC  7289  en  tant  que



 constante  fondamentale  de  la  géométrie.  Ce  statut  est  toujours  le



 sien  aujourd'hui.



 L'homme  qui  a  imprimé  au  stylet  les  signes  de  cette  tablette



 d'argile  parlait  une  langue  qui  ne  contenait  pas  de  mot  signifiant



 «  mathématiques  ».  Ce  n'était  ni  un  scientifique  ni  un  chercheur



 au  sens  actuel  du  terme,  plutôt,  sans  doute,  un  calculateur  qui



 avait  à  sa  disposition  un  catalogue  de  méthodes  diverses  pour



 résoudre  des  problèmes.  Pour  nous,  il  n'en  est  pas  moins  l'un



 des  rares  témoins  d'un  temps  qui  vit  l'éclosion  d'une  entité  au
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 fabuleux  destin.  Il  y  a  près  de  quatre  mille  ans,  sur  une  tablette



 d'argile,  naquit  la  racine  carrée  de  2.



 Une  impensable  précision



 Si  des  tablettes  babyloniennes  plus  anciennes  donnent  certes  déjà
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AVANT-PROPOS

nombres rationnels (leurs expressions décimales respectives sont
1,6, 0,333333... et 287,645). La racine carrée de 2, en revanche, ne
s’identifie a aucune fraction. S'il en existe certes qui approchent
V2 de fagon aussi précise que désirée, comme 7/5 (qui vaut 1,4),
14142/10000 (qui vaut 1,4142) ou encore 577/408 (environ égale
a 1,414216), aucune d’elles n’exprime de fagon exacte la valeur
de la racine carrée de 2, rétive qu'est cette derniere a toute
représentation fractionnaire.

La notion d’irrationalité est I'une des plus importantes de
toutes les mathématiques. Si la racine carrée de 2 n’est pas — et
de loin - le seul nombre irrationnel, deux raisons font toutefois
que c’est souvent elle qu’on présente comme premier exemple
d’un tel nombre. La premiere est que, contrairement a d’autres
nombres irrationnels « courants » (comme ), il est possible de
démontrer le caractére irrationnel de V2 avec trés peu de bagage
mathématique ; autrement dit, si les irrationnels sont «les plus
compliqués des nombres », la racine carrée de 2 est, d'une certaine
fagon, le plus simple de ces nombres compliqués. La seconde
raison est qu’il se peut que la racine carrée de 2 ait été le tout
premier nombre identifié comme irrationnel.

Malgré la notoriété que lui vaut son double statut d’irration-
nelle et de doyenne putative des nombres reconnus comme
tels, il faut tout de méme bien reconnaitre que la racine carrée
de 2 ne retient pas si souvent l'attention. A lire les innombrables
présentations générales de la théorie des nombres, le statut
mathématique de la racine carrée de 2 semble se borner a celui
de I’éternel exemple simple, qui permet d’introduire la notion
de nombre irrationnel et d’évoquer quelques faits historiques.
Est-ce précisément parce qu’elle constitue le pain quotidien des
mathématiciens qu’on oublie de s’y intéresser davantage ? Peut-
étre la racine carrée de 2 est-elle d'un usage trop fréquent pour
que naisse spontanément I'idée de la regarder avec les mémes
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LE FABULEUX DESTIN DE V2

aux sages./Immortel Archimede, artiste, ingénieur,/Qui de ton
jugement peut priser la valeur ?/Pour moi, ton probleme eut de
pareils avantages... », soit m = 3,1415926535897932384626433832
79... Plusieurs auteurs ont proposé des prolongements donnant
davantage de décimales de m, et il existe des équivalents dans
d’autres langues ; en revanche, il ne semble pas que les décimales
d’autres nombres aient jamais été utilisées.
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possible reportés en encadrés, peuvent étre laissés de coté pour
une seconde lecture.

Si I'histoire est un aspect de la racine carrée de 2 qui traverse
I'ensemble de cet ouvrage, la premiére partie s'intéresse plus
spécifiquement a la dimension conceptuelle de ce nombre né il y
a quatre mille ans. Depuis 'époque babylonienne, le regard porté
a cette mystérieuse entité a profondément évolué. Exemple ou
embleme de réflexions parfois bien éloignées des mathématiques
proprement dites, comme lorsqu’elle fut utilisée, de I’Antiquité
grecque au Moyen Age occidental, pour combattre I'opinion
selon laquelle la matiére est faite d’atomes, la racine carrée de 2
a joué tout au long de I'histoire de la pensée un véritable role de
cobaye pour tester, illustrer, impulser des idées nouvelles.

L'une des caractéristiques les plus centrales de la racine carrée
de 2 est, nous 'avons dit, sa propriété d’étre un nombre irrationnel.
11 est possible de le démontrer de beaucoup de fagons différentes,
la seconde partie de 'ouvrage s'intéresse a certaines d’entre elles
qui nécessitent un arsenal théorique aussi réduit que possible.
Les prolongements de certains aspects de ces démonstrations
débouchent sur divers univers mathématiques que nous visiterons
en utilisant la racine carrée de 2 comme guide.

Moins mathématique, la troisieme partie s'intéresse aux
utilisations pratiques de la racine carrée de 2. Le lien entre
la racine carrée de 2 et la diagonale du carré fait de V2 la
«duplicatrice des aires », une propriété qui a retenu l’attention
aussi bien du philosophe Socrate que de l'architecte Vitruve. En
tant que « moyenne géométrique de 1 et de 2 », la racine carrée
de 2 intéresse les théoriciens de la musique. Parce qu’elle est « le
nombre égal au double de son inverse », la racine carrée de 2 est
a lorigine des formats de papier normalisés que nous utilisons
quotidiennement. Enfin, les références a la racine carrée de 2
que l'on trouve chez des architectes de la Renaissance comme
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quatriéme, cinquieme et plus généralement n-ieme de x (respectivement
notées Wx, x et "x). Par convention, pour tout nombre x, I'expression
x désigne la valeur 1 (on interdit toutefois a x d’étre lui-méme égal a
z6éro : des raisons mathématiques font que l'expression 0° n’a pas de sens
«raisonnable »).

On dit qu'un nombre entier est un « carré parfait » lorque sa racine
carrée est un nombre entier. Les nombres 9 (= 3%, 25 (= 5% ou encore 256
(=16 sontdes carrés parfaits, dont les racines carrées sontrespectivement
3,5et16.

Une propriété des racines carrées est que, quels que soient les
nombres positifs a et b, on a V(ab) = (Va)x(Vb). Par exemple, on a V64 =
V(4x16) = (N4 x(V16) (ce qui donne 2x4, c’est-a-dire 8). De la méme fagon,
on aV8 =V(4x2) = (V4)x(N2) = 2x12, ce que l'on note, plus brievement, \8
=242, ou méme V8 = 2V2. Attention, donc, 4 ne pas confondre 32 (trois
fois la racine carrée de 2) avec *\2 (racine cubique de 2). Attention par
ailleurs a I'addition : en général, V(a+b) n’est pas égal a Va-+Vb.

La «regle des signes » stipule que le produit de deux nombres
négatifs est un nombre positif (et que le produit d'un négatif par un
positif est un négatif) : par exemple, (-2)x(-3) = 6 (mais (-2)x3 = -6).
En conséquence, le produit d'un nombre par lui-méme est toujours un
nombre positif, ce qui fait que seuls les nombres positifs ont une racine
carrée ; par exemple, il n’existe pas de nombre x tel que xxx =-1 (sauf a
considérer les « nombres complexes », mais c’est la une autre histoire).
De la méme facon, il n‘existe pas de racine quatrieme, sixieme, etc.
d’un nombre négatif. En revanche, la racine cubique de -8 existe (c’est
—2), comme plus généralement la racine cinquiéme, septieme, etc. de
n’importe quel nombre.

Ecrire les entiers

Représenter un nombre entier en base dix consiste a faire des paquets de
dix, de cent, de mille, etc., c’est-a-dire des paquets de puissances de dix
(10 = 10", 100 = 102, 1000 = 103, etc.). Lorsqu’on écrit 52804 par exemple,
il s’agit du nombre (5x10000)+(2x1000)+(8x100)+(0x10)+4, ¢’est-a-dire
(5x10%)+(2x10°)+(8x10%)+(0x10")+(4x10°) : cinq dizaines de milliers, deux
milliers, huit centaines, aucune dizaine et quatre unités.
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Que signifie donc cette mystérieuse tablette ? Alors que
bien des textes de civilisations perdues nous semblent a jamais
intraduisibles, faute d’étre écrites dans un langage qui nous
soit intelligible, il n’est finalement pas si difficile de déchiffrer
la tablette YBC 7289, grace au fait qu’elle utilise la langue
probablement la plus universelle : la langue mathématique. Le
systeme de numération des Babyloniens est aujourd’hui bien
compris (voir I'encadré), ce qui permet de donner de la tablette
YBC 7289 une traduction « littérale » (ici pivotée).

Dans notre systeme de numération, 1;24,51,10 s’écrit
approximativement 1,41421296 et 42;25,35 environ 42,4263889.

Le systéme de numération des Babyloniens. Vers 1'an 2000 avant
notre ére, les Babyloniens inventent un systéme aussi sophistiqué
qu’efficace de représentation des nombres. Les valeurs de 1a 9 s’y
écrivent a l'aide de marques verticales, les « clous » : un clou pour
1, deux pour 2, et ainsi de suite. La valeur 10 se représente par un
«chevron ». Les nombres de 1 a 59 s’obtiennent en juxtaposant
chevrons et clous : 25, par exemple, s'écrit €\

Pour 60, onn"utilise pas six chevrons mais un clou, de forme identique
a celle qui désigne le 1. Plus généralement, chaque soixantaine d"un
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Arithmogramme de V2

L'aube a vécu ; de I'air perce, subtil et vif.
Euclide est transporté. Sidérante magie
Dupliquant sans rapports, ampleurs inabouties.
O raisons ! Théodore | Exégetes pensifs !
Au coté du quadrangle, incapable mesure,
Diagonale toujours étonnement procure...

Le néologisme d’« arithmogramme » que nous proposons désigne
un poéme écrit de sorte que le nombre de lettres de chaque mot
corresponde a une régle numérique préétablie. Ici, il s’agit des 36
premieres décimales de la racine carrée de 2, qui se retrouvent
dans le texte précédent en suivant la régle que voici : a chaque
chiffre du développement décimal de V2 correspond un motayant
le nombre de lettres correspondant (seule exception : lorsque ce
chiffre est un zéro, il est figuré par un mot de 10 lettres). Ainsi,
«L’aube a vécu » donne 1,414 ; la suite permet d’écrire : \2=141
421356237309504880168872420969807 ...

Un célebre arithmogramme a été construit a partir des décimales
du nombre pi. D’origine obscure (il semble connu depuis au
moins depuis le début du xx° siécle), il donne les 31 premieres
décimales de 1 : « Que j'aime a faire apprendre/Un nombre utile
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obtenu en supprimant les chiffres aprés la virgule, tandis que sa « partie
fractionnaire » est le nombre obtenu en rayant les chiffres avant la
virgule et en mettant un zéro a la place. Ainsi, le nombre 27,13 est de
partie entiere égale a 27 et de partie fractionnaire égale a 0,13 (notons que
la somme des deux redonne le nombre de départ, 27,13). Signalons que
les parties entiére et fractionnaire d'un nombre ne dépendent pas de la
base dans laquelle celui-ci est écrit (méme si la forme qu’elles prennent
change lorsque la base change).

Décimaux, rationnels, irrationnels

Un nombre est dit « décimal » si son expression en base dix ne contient
qu’un nombre fini de chiffres apreés la virgule. Le nombre 27,13 est donc
un nombre décimal. En revanche, le nombre 0,6666... (avec une infinité
de fois le chiffre 6) n’est pas décimal. La notion correspondante existe
dans toutes les autres bases de numération. En base deux, les équivalents
des décimaux sont les « dyadiques ».

Le fait de s’écrire avec un nombre fini de chiffres apres la virgule
dépend, pour un méme nombre, de la base de numération employée :
2/3 s’écrit 0,666... en base dix et n’est donc pas décimal, alors qu'il "écrit
0,2 (= 2x37") en base trois.

On qualifie de rationnel un nombre qui est le résultat de la division
de deux nombres entiers. En d’autres termes, les rationnels sont tous les
nombres de la forme p/g, ot p et g sont des entiers (avec 4 non nul).
Le nombre 0,6666... est rationnel (mais non décimal), car égal a 2/3. Le
nombre 1/q est appelé I'« inverse » de g. Lorsqu’on multiplie g par son
inverse, on obtient la valeur 1.

Tous les nombres décimaux sont des nombres rationnels, puisqu'’ils
s’obtiennent en divisant un entier par une puissance de dix (par exemple,
27,13 est égal a 2713/100). Plus généralement, tout nombre dont I'écriture
en base b n'a qu'une quantité finie de chiffres apres la virgule est un
nombre rationnel ; mais I'inverse est faux, comme le montre I'exemple
de 0,6666... en base dix.

Un nombre qui n’est pas rationnel est dit irrationnel : c’est le cas,
comme nous le verrons, de la racine carrée de 2, mais aussi de beaucoup
d’autres nombres.
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la racine carrée de 2, cet Apollon des mathématiques est lui aussi
présent sur le terrain des mathématiques pures comme sur celui
de la réalité la plus concréte. Ces deux constantes fondamentales
sont si intimement liées qu'il est difficile de décider laquelle des
deux est « la plus remarquable ». S'intéresser aux propriétés de
I'une est d’ailleurs souvent utile pour mettre en relief certaines
caractéristiques de I'autre. Ces liens qui se tissent entre \2 et ¢,
ainsi que d’autres qui s’observent entre V2 et 1, montrent que les
nombres remarquables, bien loin d’étre des étrangers les uns pour
les autres, constituent une seule et méme famille.

Le présent ouvrage est a la fois un livre de vulgarisation
et un essai. C’est un livre de vulgarisation, parce que, d'une
part, il ne présuppose pas de connaissances mathématiques
particulieres dépassant un minimum d’habitude de raisonnement
et d’abstraction et que, d’autre part, il montre plus souvent qu’il
ne démontre et ne saurait donc, en conséquence, se substituer aux
ouvrages spécialisés sur les différents sujets qu’il aborde. C’est un
essai, parce qu’il rassemble, outre quelques éléments historiques
apparemment inconnus, un ensemble de réflexions personnelles
sur un sujet qui, jusque-la, ne semble pas avoir retenu 'attention
autant qu’il le mérite. Certaines de ces réflexions sont a 1’origine
de la découverte de quelques résultats mathématiques nouveaux,
ici publiés pour la premiere fois.

Nous avons pris un soin particulier a rendre les différentes
parties del’ouvrage aussi indépendantes que possible les unes des
autres, a la fois pour permettre au lecteur de naviguer librement
entre elles et pour que nul obstacle technique n’empéche un
lecteur moins averti de poursuivre sa lecture. Méme si I'ouvrage
est élaboré selon une progression définie, il n’est pas obligatoire
de le lire dans l'ordre (méme si, d'une maniére générale, a
Tintérieur de chaque partie, le niveau de difficulté va croissant).
Les aspects mathématiquement plus techniques, autant que
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Petite mise au point mathématique

Sont ici rassemblés quelques rappels de base. Il n’est pas nécessaire
de commencer la lecture de l'ouvrage par ces rappels, d’autant que
plusieurs d’entre eux sont également donnés dans le texte, au moins la
premiére fois qu'ils sont utilisés. La vocation de cette mise au point est de
rassembler en un méme endroit quelques jalons utiles pour permettre au
lecteur de retrouver facilement I’explication de telle ou telle notion.

Des lettres pour des objets

Pour désigner un objet mathématique, on utilise des lettres de I’alphabet
romain ou grec (dans le premier cas, on les écrit en italiques). Ainsi,
on peut parler d'un rectangle de cotés a et b, d'un angle o ou encore
d’un cercle C de centre O et de rayon r. On utilise parfois la notation
indicielle, pour désigner par exemple par C, et C, deux cercles dont les
centres respectifs sont O, et O, et les rayons r, et r, (le 1 et le 2 sont des
«indices », leur valeur numérique n’a pas d’importance). Il arrive aussi
qu'il faille définir une quantité inconnue n d’objets, comme des nombres
X,, X,, etc. jusqu’a x,. L'expression x, désigne alors I'un de ces nombres
(I'indice, k, étant n’importe quel entier entre 1 et 7).

Carrés, racines carrées et autres

La racine carrée d’un nombre x, notée Vx, est le nombre positif qui,
multiplié par lui-méme, donne x. Ainsi, la racine carrée de 4 est égale a
2 ;de méme, V9 = 3,V100 = 10, etc. Multiplier un nombre par lui-méme se
dit « élever au carré » : xxx est le « carré » du nombre x, aussi noté x2. La
racine carrée de x est donc le nombre positif y tel que y* = x.

De la méme fagon, on définit le cube du nombre x, noté x°, comme la
valeur xxxxx. Par exemple, 4° = 64. La racine cubique de x, notée 3x, est
le nombre y tel que y° = x : par exemple, V125 = 5. On procéde de méme
pour définir la puissance quatrieme, cinquieme, et plus généralement
n-iéme de x (respectivement notées x, x° et x") et, partant, la racine
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Chapitre premier
Les signes du fond des ages

Ce qu'écrivit le scribe

C’est une petite tablette d’argile de quelques centimetres de coté.
Un objet tout simple qui tient dans le creux de la main et sur lequel
ont été tracées quelques lignes et gravées quelques marques.

©Yale Babylonian
Collection

Cette tablette se trouve a I'université de Yale, aux Etats-Unis,
répertoriée sous le nom de YBC 7289 (Yale Babylonian Collection).
Probablement I'ceuvre d’un scribe babylonien de la premiere
dynastie, soit entre 1900 et 1600 avant notre ére, elle n’est rien
de moins que l'acte de naissance d’un objet mathématique.
Cette trace quatre fois millénaire d’une civilisation aujourd’hui
disparue signe I'une des plus anciennes incursions de I’humanité
dans le monde de la pensée scientifique.
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fabuleux destin. Il y a prés de quatre mille ans, sur une tablette
d’argile, naquit la racine carrée de 2.

Une impensable précision

Si des tablettes babyloniennes plus anciennes donnent certes déja
des évaluations de V2, la tablette YBC 7289 se distingue par sa
remarquable précision (rien n’exclut toutefois, bien entendu, que
d’autres tablettes aujourd’hui disparues aient pu la précéder). 11
semble qu'une évaluation babylonienne antérieure couramment
utilisée était 1,25 (c’est-a-dire environ 1,4167), soit une précision
de l'ordre du millieme : la précision de YBC 7289 est, quant a
elle, de I'ordre du millionieme. De tous les nombres a trois rangs
sexagésimaux (soit « trois chiffres apres la virgule », les « chiffres »
s’entendant en base soixante), celui figurant sur YBC 7289 est le
plus proche de la racine carrée de 2.

A titre de comparaison, les Egyptiens de la méme époque
étaient bien loin d’une telle précision, au moins pour ce que nous
en savons. Ceux-ci semblent s'étre intéressés a la racine carrée de
2 pour sa propriété d’étre le facteur a appliquer au c6té d'un carré
(en pratique un terrain ou une étendue agricole) pour construire
un carré d’aire double (voir le chapitre 9). Dans leur systeme de
mesures de longueur le plus répandu, dit digital car le « doigt »
(environ 7,5 cm) en constitue 1'unité, une « palme » mesure quatre
doigts, une «coudée-remen » en mesure vingt, une «coudée
royale » vingt-huit et une « double coudée-remen » quarante ; le
rapport de la coudée royale a la coudée-remen est donc de 28/20,
une fraction qui se simplifie pour donner le rapport 7/5, et celui
de la double coudée-remen a la coudée royale de 40/28, soit
10/7. L'égyptologue Francis Griffith a émis en 1892 I'hypothese,
toujours discutée aujourd’hui, qu’il s’agissait de rapports choisis
pour approcher ce que nous appelons la racine carrée de 2 (nous
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racine carrée de 2 est susceptible d’autres définitions qui, elles
aussi, donnent naissance a des ramifications qui s’étendent bien
au-dela du simple calcul de l'aire d'un carré. C’est ainsi que les
domaines ot intervient ce nombre au moins quatre fois millénaire
dans I'histoire de la pensée sont d"une variété presque infinie.

Silaracine carrée de 2 devait étre personnifiée, peut-étre serait-
ce en la déesse Athéna au panthéon des nombres. Toutes deux
inspirent en effet les actions d’artisans ou d’ingénieurs autant que
les réflexions intellectuelles d'un Platon. Toutes deux figurent la
rigueur, toutes deux apparaissent dans des situations trés diverses.
Enfin, de méme que la protectrice de la cité d’Athénes se montre
attentive aussi bien aux enfants qu’aux plus vaillants guerriers,
la racine carrée de 2 est utile aux simples amateurs autant qu’aux
mathématiciens chevronnés car, a tous, elle donne 'occasion de
s’émerveiller, de découvrir et d’apprendre. Avec elle, nous sommes
bien loin de cet autre résident de I'Olympe mathématique qu’est
le nombre pi (n), rapport de la circonférence d’un cercle a son
diametre et qui vaut environ 3,14. Beaucoup de mathématiciens
pensent du nombre pi qu'il est « le plus glorieux, le plus grand »,
comme le dit de Zeus I’Agamemnon de I'lliade. Mais a I'instar du
dieusouverain de lamythologie grecque, wse révele souvent d'une
puissance écrasante : la plupart de ses propriétés sont si difficiles a
établir que bien des amateurs et des mathématiciens buttent sur le
sens profond de la démonstration de tel ou tel résultat significatif
concernant le « roi des nombres ». La racine carrée de 2 est quant
a elle d'un acces plus facile, tout en donnant a voir une foule de
richesses et de splendeurs mathématiques.

Une caractéristique que partagent plusieurs des membres de
I'Olympe des nombres est la propriété d’« irrationalité ». On dit
d’un nombre qu'il est irrationnel lorsqu’il n’est pas le résultat de
la division d'un nombre entier par un autre : ainsi, par définition,
les nombres 8/5, 1/3 ou encore 287645/1000 sont tous des
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I"électron, la racine carrée de 2 est un nombre aux mille visages,
aussi bien théoriques qu’appliqués et historiques. Bien siir, celane
signifie pas qu’il faille chercher a toutes forces un particularisme
exclusif de V2 au détour de chaque résultat ou de chaque
remarque dans les pages qui suivent. En mathématiques en effet,
il n'y a pas d’intérét a parler d’un objet unique a l'exclusion de
tous les autres. C’est en bonne partie a travers les liens qu’elle
entretient avec les autres nombres que se déploient les propriétés
les plus remarquables de la racine carrée de 2. Lorsqu’elle
partage certaines de ses caractéristiques avec d’autres nombres,
elle se fait le maillon d’une chaine de nombres indissolublement
liés par tel ou tel caractére particulier : grandeur géométrique,
quantité irrationnelle, racine carrée, nombre algébrique, nombre
quadratique, «k-nombre d’or»... (tous ces termes seront
expliqués en temps utile). Les propriétés de la racine carrée de 2
qui nous intéresseront éclaireront chacune a leur maniére 'une de
ses facettes, si variées que 1'on peine a trouver un autre nombre
qui marquerait d'une empreinte comparable des contextes aussi
différents que la musique, I’architecture ou la photographie.

«A quand un livre sur la racine carrée de 3?2 » nous ont
déja demandé quelques esprits gentiment moqueurs a qui nous
annoncions la préparation du présent ouvrage. On pourrait les
prendre au mot : pour visiter les terres mathématiques, V3 serait
un guide tout a fait acceptable, dont il est question chez Platon et
Archimede aussi bien que chez I'architecte Palladio. Malgré tout,
pour ce que nous en savons, la diversité dont nous parlions pour
la racine carrée de 2 ne se retrouve que partiellement pour un
nombre comme V3, et disparait presque complétement pour la
plupart des autres nombres.

Parmi les rares nombres dont la multitude des aspects soit
comparable a celle dela racine carrée de 2 figure le « nombred’or »,
noté ¢ (phi), égal a (1+V5)/2 (soit environ 1,618). Véritable frere de
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cru un temps qu'il nous serait possible d’ériger «le temple de
la racine carrée de 2 ». A présent que s'est révélée I'immensité
d’une telle ambition, nous ne pouvons que sourire devant notre
déraisonnable prétention initiale. Bien que volumineux, le
présent ouvrage est loin de dresser un panorama complet des
innombrables ramifications d’un nombre riche de tant d’histoire,
de propriétés, d’applications et de mysteres.

NB 1 : Par souci de lisibilité, les références bibliographiques ainsi que les
adresses Internet ne sont pas, sauf exception, données de facon explicite
dans le texte. Celui-ci donne a chaque fois le minimum d’indications
nécessaires (auteur, date) pour que le lecteur puisse sans probleme
identifier dans la bibliographie (pages 427-441) la référence dont il est
question.

NB 2 : Les lecteurs intéressés trouveront sur Internet a I’adresse
http://www.math.univ-paris13.fr/~rittaud /RacineDeDeux
un site dédié au présent ouvrage. Outre des liens vers I’ensemble des

sites Internet mentionnés en bibliographie, il est destiné a accueillir
remarques, actualisations, ajouts et corrections éventuelles.
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Ce chapitre finit sur une définition du xx° siecle de la racine carrée
de 2, a partir de la notion d’« arbre binaire », illustrant le fait que,
quatre mille ans apres les Babyloniens, 'idée que nous nous
faisons de la racine carrée de 2 continue d’évoluer. La fabuleuse
histoire de ce nombre est sans doute bien loin d’étre terminée.
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Le passage de la base soixante des Babyloniens a la base
dix que nous utilisons ne permet pas, en général, de garder des
expressions ne s'écrivant qu’avec un nombre fini de chiffres
apres la virgule (nous reviendrons la-dessus au chapitre 14), la
traduction en base dix donnée en légende a la figure précédente
n‘est donc qu’approximative. Elle est toutefois suffisante pour
comprendre ce qui intéressait I'auteur de la tablette : le 30 désigne
le coté du carré et le 42,4263889 la longueur de sa diagonale.
Quant a la valeur 1,41421296, elle est le facteur multiplicatif a
appliquer au c6té pour trouver la diagonale. En d’autres termes,
1,41421296x30 = 42,4263889.

Voici donc le sens de la tablette YBC 7289 tel que nous
pouvons le reconstituer : si un carré donné est de coté 30, alors la
longueur de sa diagonale s’obtient en multipliant 30 par la valeur
1,41421296.

Contrairement a la longueur du c6té, sans doute choisie égale
a 30 dans le simple but de donner un exemple concret, la valeur
1,41421296 que les Babyloniens ont mise en évidence a une portée
universelle : c’est cette valeur qu’il faut utiliser pour trouver la
diagonale de n’importe quel carré, quelle que soit la longueur de
son coté. Bien loin d’'une simple grandeur géométrique juste
présente a 'occasion d’un exercice, la valeur 1,41421296, qui est
pour nous la racine carrée de 2, figure dans YBC 7289 en tant que
constante fondamentale de la géométrie. Ce statut est toujours le
sien aujourd’hui.

L'homme qui a imprimé au stylet les signes de cette tablette
d’argile parlait une langue qui ne contenait pas de mot signifiant
« mathématiques ». Ce n’était ni un scientifique ni un chercheur
au sens actuel du terme, plutot, sans doute, un calculateur qui
avait a sa disposition un catalogue de méthodes diverses pour
résoudre des problemes. Pour nous, il n’en est pas moins 1'un
des rares témoins d’un temps qui vit I'éclosion d'une entité au
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La racine carrée de 2, qui vaut approximativement 1,414213562,
est « le nombre qui, multiplié par lui-méme, donne 2 », selon la
définition aujourd’hui la plus courante. Elle est aussi la « racine
du carré de taille 2 », c’est-a-dire la longueur du coté d’un carré
d’aire 2. Cest ce contexte géométrique qui fait de cette « racine »
un point de départ, une origine.

Aire =2

-~ 2 —>

Un carré d’aire 2 est de coté \2, autrement dit V2x\2 = 2.

L'une comme l'autre de ces deux définitions pourrait laisser
penser que nous avons affaire a un nombre tout juste bon a
exprimer la solution d'un probleme de géométrie pour écoliers
auxquels on demande d’apprendre que l'aire A d'un carré de c6té
a est donnée par la formule A = a2, En réalité, non seulement ces
deux aspects (algébrique et géométrique) ont d’innombrables
conséquences dans des directions souvent inattendues, mais la
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Une autre facon de voir la chose est d’envisager un nombre entier
comme une quantité de cailloux et les puissances de dix comme autant de
«sacs » permettant de ranger les cailloux. Une quantité de cailloux étant
donnée, on prend le plus grand sac qu'il est possible de remplir avec,
on le remplit de cailloux, et on recommence I'opération avec les cailloux
restants. C’est lorsque notre paquet de cailloux a pu ainsi remplir 5 sacs
de dix mille, 2 de mille, 8 de cent et qu'il reste 4 cailloux que le nombre
total de cailloux est noté 52804.

En remplagant le nombre dix par un autre nombre entier b (plus
grand que un), on obtient le systeme de représentation des nombres « en
base b », ot I'on n’utilise plus les chiffres de 0 a 9, mais de 0 a b-1 (ce qui,
lorsque b dépasse dix, impose d’inventer quelques signes nouveaux). Par
exemple, en base deux, la taille des « sacs » successifs est deux, quatre,
huit, seize, trente-deux, soixante-quatre, etc. Un méme nombre entier
ne s’écrit naturellement pas de la méme fagon dans différentes bases de
numération : par exemple, le nombre soixante-quinze, qui s’écrit 75 en
base dix, s’écrit 1001011 en base deux (en effet, le plus gros sac que I'on
peut remplir avec est de taille soixante-quatre, il reste alors 75-64 = 11
cailloux; on remplit avec ceux-ci un sac de taille huit, il reste trois cailloux
dont deux se mettent dans un sac de taille deux, et reste un caillou tout
seul. On a donc écrit 75 sous la forme (1x64)+(0x32)+(0x16)+(1x8)+
(0x4)+(1x2)+(1x1), d’ott la suite 1001011).

Les chiffres apres la virgule
Lorsqu'un nombre n’est pas un entier, on I'écrit avec des « chiffres
apres la virgule ». En base dix, le nombre 27,13 désigne ainsi la valeur
correspondant a deux dizaines plus sept unités plus deux dixiemes plus
trois centiemes.

Nous avons noté plus haut 10° pour un millier, 10> pour une centaine,
10" pour une dizaine et 10° pour une unité. Poursuivant ainsi, notons
107" pour un dixiéme, 10 pour un centiéme, 10~ pour un milliéme, et
ainsi de suite. De la sorte, le nombre 27,13 correspond a (2x10")+(7x10%)+
(1x10™)+(3x107?). La méme méthode fonctionne dans n’importe quelle
base b de numération.

Un nombre (positif) étant donné, sa « partie entiere » est I'entier
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yeux curieux qui nous poussent a admirer les merveilles cachées
et inattendues du nombre pi.

Un premier intérét de la racine carrée de 2 est qu’elle constitue
une porte d’entrée vers des pans entiers des mathématiques
aussi bien anciennes que modernes : la géométrie et la théorie
des nombres, mais aussi la logique, l'algebre, I'arithmétique,
l'analyse, et plus récemment l'algorithmique, les structures
de données, les nombres g-adiques ou encore la dynamique
symbolique. Méme si, bien stir, elle nest pas au centre de toutes
les théories qu’elle permet d’introduire, I'incroyable quantité
de contextes dans lesquels la racine carrée de 2 est susceptible
de fournir un fil directeur cohérent suffit a justifier que lui
soit attribuée une place au panthéon des nombres. D’ailleurs,
I'intention initiale du présent ouvrage était précisément celle-ci :
utiliser la racine carrée de 2 comme point de départ vers quelques
destinations d’ott peuvent s’admirer certains des plus beaux
paysages mathématiques. A I'instar du mathématicien indien
du xx¢ siecle Srinivasa Ramanujan, qui passait pour vivre au
milieu des nombres comme si chacun d’eux était pour lui un ami
personnel, nous avons songé un temps a prendre la racine carrée
de 2 comme simple compagne de voyage pour faire partager au
lecteur des aventures intellectuelles qui ne se vivent que dans le
monde mathématique. Elle endossera d’ailleurs plus d'une fois
ce précieux role dans les pages qui suivront (ce point de vue est
utilisé dans un récent ouvrage de David Flannery, The Square
Root of Two ; rédigé sous la forme d'un dialogue fictif entre un
professeur et son éleve, il se sert de V2 essentiellement comme
d’un outil pédagogique).

Une étude plus poussée montre toutefois que la racine
carrée de 2 est bien davantage qu'un simple guide. Constante
fondamentale des mathématiques, a I'image de ce que sont
aux sciences physiques la vitesse de la lumiére ou la charge de
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André Palladio ou Léon Battista Alberti ont fait d’elle un rapport
privilégié des artistes.

Une fois établie 'importance pratique de la racine carrée de 2
surgit le probleme de son calcul effectif. La quatrieme partie, dans
laquelle apparaissent des liens aussi forts qu’inattendus entre la
racine carrée de 2 et le nombre pi, s'interroge sur le nombre de
décimales de V2 qu'il est nécessaire de connaitre pour satisfaire
les besoins, sur la maniere de les calculer, sur I’histoire des records
du calcul de ses décimales et enfin sur la question plus théorique
de savoir si la liste infinie des décimales de V2 a des propriétés
statistiques identiques ou non a celles d’une succession de chiffres
tirés au hasard indépendamment les uns des autres. Cette derniere
question, posée il y a un siecle et toujours non résolue a I'heure
actuelle, passe pour 1'une des plus difficiles des mathématiques
contemporaines.

La numération décimale est un systtme de représentation
des nombres si commode et familier qu'on en oublie parfois
de le regarder pour ce qu'il est: un systeme de représentation
parmi d’autres. Fractions continues, codages sturmiens et autres
approximants de Farey sont autant de systémes alternatifs qui
permettent de saisir de fagon beaucoup plus profonde certaines
caractéristiques de la racine carrée de 2. Ces systémes sont
présentés dans la cinquiéme partie. En s’appuyant sur ces points
de vuerenouvelés sur la représentation des nombres, la sixieme et
derniere partie explique en quoila racine carrée de 2 est un nombre
irrationnel « extréme », et quelles en sont les conséquences. Elle
se termine sur les liens que tissent, au sommet de la pyramide des
nombres, la racine carrée de 2 et le nombre d’or.

A Athéna, la « déesse aux yeux étincelants », les Grecs ont
consacré ce chef-d’ceuvre éternel qu’est le Parthénon, symbole de

toute une civilisation. Non sans une certaine candeur, nous avons
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« ... la plus belle science, celle du nombre... »
ESCHYLE, Prométhée enchainé

Les plus anciennes traces d'un concept que nous pouvons
raisonnablement assimiler a la racine carrée de 2 remontent a la
civilisation babylonienne. Le chapitre premier s'intéresse a ces
fascinants témoignages qui montrent la compréhension déja tres
fine de V2 aux tout premiers dges des mathématiques.

L'une des principales caractéristiques de la racine carrée
de 2 est d’étre un « nombre irrationnel », et c’est aux Grecs de
I’Antiquité que l'on doit de l'avoir découvert et démontré.
Néanmoins, le « nombre V2 » n‘a pas droit de cité en tant que
tel chez les Grecs, qui I'expriment au travers de « grandeurs
incommensurables ». C’est ce point de vue, géométrique et non
numérique, qui est présenté au chapitre 2.

Avec les Arabes de I'époque médiévale, la racine carrée de
2 acquiert pour de bon un statut de nombre, ce qui ne va pas
sans soulever bien des problemes d’ordre théorique. La racine
carrée de 2 sert d’exemple dans diverses controverses, qui vont
des interrogations des théologiens médiévaux sur la nature de
la matiere aux questions des mathématiciens du xix° siecle sur la
construction rigoureuse des nombres. Ces différents aspects sont
explorés au chapitre 3.

Le chapitre 4, enfin, prend le point de vue plus moderne
des « structures de données », grace auquel la problématique de
I'irrationalité de la racine carrée de 2 prend une forme nouvelle.
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nombre est représentée par un clou : 143 (= (2x60)+(2x10)+3) s’écrit
donc 1  m. Pour écrire 600, on utilise a nouveau un chevron plutot
que dix clous, et ainsi de suite.

Tout comme dans notre systéme actuel les deux chiffres 3 qui
figurent dans le nombre 343 signifient des quantités différentes (trois
centaines pour celui de gauche, trois unités pour celui de droite),
la quantité que désigne un clou ou un chevron dépend donc de sa
position dans le nombre représenté. C’est la la marque d’un systeme
de numération extrémement moderne, dit «de position », qui
permet de représenter avec peu de signes des nombres trés grands
ou trés petits. Les deux principales différences avec notre systeme
actuel de numération tiennent d'une part a I'utilisation de la base
soixante « mixée » avec la base dix, d’autre part a 'absence de signes
pour figurer le zéro et la virgule. Ce dernier point fait que I'écriture
préte a équivoque : ainsi, les trois chevrons isolés de la tablette
'YBC 7289 peuvent aussi bien représenter la valeur 30 que la valeur
1800 (= 30x60), la valeur 108 000 (= 30x60%), ou encore la valeur 0,5
(=30/60), etc. Néanmoins ce probleme n’est pas crucial en pratique,
le contexte permettant le plus souvent de faire un choix cohérent.
(Nous reviendrons toutefois au chapitre 11 sur I'intérét de regarder
le coté du carré de YBC 7289 comme égal a 0,5, plutot qu’a 30 comme
il est fait d’ordinaire.)

La notation habituellement utilisée pour transcrire la numération
sexagésimale babylonienne consiste a écrire les « chiffres »
babyloniens (compris entre 0 et 59) de la fagon qui nous est familiere
et a les séparer les uns des autres par des virgules ; la séparation
entre unités et soixantiemes est, quant a elle, marquée par un point-
virgule. Par exemple, 28,34;11,02 représente le nombre (28x60)+34+
(11/60)+(2/60?), etI'expression 1,24,51,10 que nous avons fait figurer
sur la traduction de YBC 7289 correspond au nombre 1+(24/60)+
(51/60%)+(10/60°).

25,





